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PRÉFACE. 


ET  ouvrage  est  le  résultat  des  recherchéi  que  fai  entreprises , dès  le 
printemps  de  i8i3,<fa/u  les  prisons  de  la  Russie  ; privé  de  toute  espèce  de 
livres  et  de  secours^  sur-tout  distrait  par  les  malheurs  de  ma  patrie  et  les 
miens  propres^  je  n’avais  pu  d abord  leur  donner  toute  la  perfection  dési- 
rable. Cependant  f avais  dès-lors  trouve  les  théorèmes  fondamentaux  de 
mon  travail  : c'est-à-dire  les  principes  sur  la  projection  centrale  des  figures 
en  général  et  des  sections  coniques  en  particulier^  les  propriétés  des  sécantes 
et  des  tangentes  communes  à ces  courbes^  celles  des  poljgones  qui  leur 
sont  inscrits  ou  circonscrits  ^ etc. 

dbordant  dabord  le  cas  le  plus  élémentaire  et  le  plus  facile  f avais 
établi  directement  toute  la  théorie  des  cercles  qui  sé coupent  ou  se  tour- 
chent  sur  un  plan^  et  fêtais  ainsi  parvenu  à plusieurs  des  résultats  que 
M.  Gaultier  a consignés  dans  un  beau  Mémoire  lu  à Flnstitut  en  juin 
»8ia,  notamment  ceux  qui  sont  relatifs  aux  Centres  de  similitude  et  aux 
Axes  radicaux  des  cercles.  Etant  déjà  parti  pour  la  Russie  à cette  époque^ 
je  n'avais  pu  avoir  connaissance  de  ce  Mémoire , qui  ne  fut  d ailleurs 
imprimé  que  F année  suivante.,  dans  le  XV1‘.  cahier  du  Journal  de  l’Ecole 
P0I3  tcclmique.  Au  reste,  f étais  parvenu^  dans  mon  travail,  à des  propriétés 
que  M.  Gaultier  ne  fait  pas  connaître,  sans  doute  parce  qu'elles  étaient 
ùwtiles  à son  ob/etj  ce  sont  précisément  ces  propriétés  qui  me  conduisi- 
rent, dès  181 3,  à la  plupart  des  conséquences  que  je  me  propose  de 
développer  ici,  conséquences  qui  me  semblent  procurer  à la  Géométrie 
ordinaire  des  ressources  qu'elté  ne  possédait  pas  auparavant , et  qui  peu- 
vent être  comparées , jusqu'à  un  certain  point , à celles  que  fournit  elle- 
même  FAnaljrse  algébrique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  f avais  fait  part  de  ces  recherches  à plusieurs  an- 
ciens Elèves  de  F Ecole  Poljtechnique , mes  compagnons  d infortune  à Sa- 
ralo/jf  et,  dès  mop  retour  en  J'rance,  en  septembre  1814, /e  m'empressai 
de  les  communiquer,  d abord  à M.  Français,  et  peu  de  temps  apres  à 
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M.  SERroiS^  tous  deux  sayaiis  professeurs  aux  Ecoles  de  tÀrtillerie  et 
du  Génie.,  à Metz. 

Depuis  cette  époque,  je  n'ai  que  fort  peu  ajouté  à cette  partie  de  mes 
recherches,  et  je  me  suis  principalement  attaché  à les  mettre  en  ordre 
cl  à les  perfectionner  i mais  c'était  à des  intervalles  éloignés  et  pendant  A 

les  courts  loisirs  que  me  laissaient  les  devoirs  de  mon  état.  Elles  auraient 
néanmoins  déjà  recule  jour,  sans  des  circonstances  indépendantes  de 
ma  'volonté.  Quelques  fragmens  de  ces  mêmes  recherches  ont  seulement 
été  publiés  dans  le  tome  l J II  des  Annales  de  Maihémaüques , et  poslérieu- 
rement  encore  fai  présenté  à l'Académie  royale  des  sciences  un  Mémoire 
qui  forme  la  première  partie  de  mon  travail  cl  en  contient  les  principes 
fondamentaux. 

Quoique  le  rapport  qu’en  a fait  M.  C.tvCHY , ait  déjà  été  imprimé 
doits  le  tome  XI  des  Annales  de  Madicmaü<jues , fai  cru  faire  plaisir  au 
lecteur  en  le  reproduisant  ici  en  entier.  On  r<erra  par  là  qiu  fai  cher- 
ché à mettre  à profil , dans  mon  nouveau  travail , quelques-unes  des  ré- 
flexions et  des  remarques  consignées  dans  ce  rapport. 

On  sent  assez , sans  qu'il  soit  besoin  de  le  dire , que  plusieurs  des  ré- 
sultats, auxquels  je  suis  parvenu  depuis  i8i3,  ont  dû  être  rencontrés , 
dans  cet  intervalle , par  différens  géomètres , et  qu’il  m'a  fallu  également 
renoncer  à la  priorité  pour  beaucoup  d’autres,  que  je  ne  pouvais  connaître 
qu' après  des  recherches  pénibles  dans  une  mtdtitude  d'ouvrages  ; fen  ai 
fait  'volontairement  le  sacrifice , préférant  ainsi  à la  gloire  de  paraître 
toujours  neuf  celle  dêtre  toujours  vrai  et  utile.  En  cela  f ai  suivi  V exem- 
ple de  plusieurs  géomètres  recomnumdables , dont  les  noms  sont  souvent 
rappelés  dans  le  cours  de  ces  recherches.  Si  donc  il  arrive  que  je  n'aie 
pas  toujours  indiqué  exactement  les  premiers  inventeurs  de  chaque  théo- 
rème, on  devra  en  accuser  uniquement  mon  peu  d érudition. 

R fin,  d après  la  facilité  avec  laquelle  les  théories  que  f expose  con- 
duisent à la  plupart  des  propriétés  générales  cl  particulières  des  figures , 
on  demeurera  persuadé  que  le  but  de  ce  livre , quelque  volumineux  qu’il 
paraisse,  est  moins  de  multiplier  le  nombre  de.  ces  propriétés  que  d in- 
diquer la  route  que  Ion  doitsuivre.  En  unmot,fai  cherché , avant  tout , 
à perfectionner  la  méthode  de  démontrer  et  de  découvrir  en  simple  Géo- 
métrie. Je  serai  satisfait , si  ton  juge  que  fy  ai  parfois  réussi. 
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Sur  un  Méntoirc  relatif  aux  Propriétés  projectives. 

L'académie  nous  a cliargés,  MSI.  Arago , Poisson  et  moi , de  lui  rendre  compte 
d’un  Mémoire  de  M.  Poncelet  sur  les  propriétés  projectives  des  sections  coni- 
ques. L'auteur 'appelle  ainâ  les  propriétés  relatives  aux  cordes  communes , aux 
points  de  concours  des  tangentes  communes , et  beaucoup  d'autres  semblables 
qui , étant  Indépendantes  des  dimensions  attribuées  aux  courbes  que  l'on  con- 
sidère et  de  leurs  paramètres,  subsistent  lorsqu’on  projette  ces  courbes  sur  de 
nouveaux  plans,  à l'aide  de  droites  qui  concourent  vers  un  même  point ^ 
c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  lorsqu’on  met  ces  courbes  en  perspective^ 
ce  qui  a également  lieu  pour  le  cas  où,  le  point  de  concours  s'éloignant 
à l'infini , les  projections  deviennent  orthogonales.  Nous  allons  d’abord  hidiquer 
les  moyens  que  l’auteur  emploie  pour  établir  les  propriétés  dont  il  s’agit. 

Lorsque  plusieurs  courbes,  qui  composent  une  seule  classe  ou  famille, 
possèdent  en  commun  diverses  pnJpriétés , une  des  méthodes  les  plus  expé- 
ditives pour  la  démonstration  de  ces  mêmes  propriétés  consiste  à les  étabUr 
d’abord  pour  les  courbes  les  plus  simples  de  la  classe  dont  il  est  question , et  à 
les  étendre  ensuite  aux  autres  courbes  de  la  même  classe , par  la  conqKiraison 
de  celles-ci  avec  les  premières.  Celte  méthode  peut  même  servir  à la  rcchci^ 
che  des  propriétés  d’une  courbe  donnée.  Veut-on  connaître , par  exemple , 
celle  d'une  ellipse  F on  commencera  par  supposer  les  deux  axes  égaux  ^ ce  qui 
réduira  cette  ellipse  à une  circonférence  du  cercle.  On  remarquera  que  la 
surface  du  cercle  est  égale  au  quarré  du  raj  on  multiplié  par  le  nombre  qui 
exprime  le  rapjiort  de  la  ctrcoulérence  au  diamètre  ^ que  deux  rayons  qui  se 
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coupenl  à angles  droits  sont  parallèles  aux  tangentes  mene'es  par  leurs  ex- 
trémités 5 que  CCS  mêmes  rayons  comprennent  entre  eux  une  surface  cons- 
tante 5 que  la  somme  de  leurs  quarrés  est  égale  à la  somme  des  quarrés  de  leurs 
projections  sur  un  diamètre  quelconque  ; que  les  tangentes  des  angles  aigus 
qu'ils  forment  avec  un  même  diamètre , étant  multipliées  Tune  par  l’autre , 
domicnt  l’unité  pour  produit  5 enlîn,  que  la  perpendiculaire  élevée  sur  un 
diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  adjacens.  Si 
maintenant  on  considère  une  ellipse  dont  les  deux  axes  soient  inégaux,  on 
décrira  sur  le  grand  axe  de  cette  ellipse , pris  pour  diamètre , une  circonfé- 
rence de  cercle , dont  l’ordonnée , comptée  perpendiculairement  au  grand  axe , 
aura  un  rapport  constant  avec  celle  de  l’ellipse.  Cela  posé , si  l’on  appelle 
diamètres  conjugués  de  l’ellipse  ceux  dont  les  projections  sur  le  grand  axe 
coincident  avec  les  projections  de  deux  diamètres  du  cercle  qui  se  coupent 
à angles  droits , on  conclura  immédiatemment , des  remarques  iliitcs  à l’égard 
du  cercle , que  la  surlàre  de  l’ellipse  est  égale  au  produit  des  deux  demi-axes 
par  le  nombre  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; que , 
dans  la  même  courbe , les  tangentes  menées  aux  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués,  sont  parallèles  à ces  diamètres^  que  deux  demi -diamètres  con- 
jugués comprennent  entre  eux  une  surface  constante  ; que  les  sommes  des 
quairés  de  leurs  projections  sur  le  grand  axe  et  siu-  le  petit  axe  sont  respec- 
tivement égales  aux  quarrés  des  demi -axes,  et  que,  par  suite,  la  somme 
des  quatrés  des  deux  demi-diamètres  équivaut  à la  somme  des  quarrés  des 
deux  «Icmi-axes  ; enfin , que  le  rapport  de  ces  deux  derniers  quarrés  mesure  à 
la  fois  le  produit  des  tangentes  des  angles  aigus  formés  avec  le  grand  axe  par  deux 
diamètres  conjugnés  et  le  rapport  du  quatre  d’une  ordonnée  aux  segmens  cor- 
respondans  de  ce  même  grand  axe.  Au  reste , pour  obtenir  le  cercle  auxi- 
liaire dont  nous  venons  d’indiquer  l’usage , U suflit  de  chercher  dans  l’eqpacc 
lui  cercle  dont  l’ellipse  donnée  soit  la  projection  orthogonale , et  de  rabattre 
ensuite  le  plan  de  ce  cercle  sur  celui  de  l’ellipse , après  avoir  fait  tourner  le 
premier  autour  du  diamètre  parallèle  au  second.  Plus  géticralemcnt , on  peut 
considérer  une  ellipse , une  hyperbole  ou  une  parabole  comme  la  perspec- 
tive ou  projection  centrale  d’un  cercle  quelconque , et  déduii-c , des  propriétés 
de  ce  cercle,  celles  de  la  projection.  Tel  est,  en  ciïet,  le  moyen  employé 
par  M.  Poncelet  pour  déterminer  les  propriétés  projectives  des  sections  co- 
niipies.  II  appelle  centre  de  projection  le  point  où  se  trouve  placé  dans  la 
perspective  l’œil  du  spectateur.  Ce  point  est  le  sommet  d’une  surface  conî- 
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que  du  second  degré  qui  a pour  base  la  courbe  proposée.  Il  est  bon  de 
rappeler,  à ce  sujet , que , si  l’on  coupe  une  surface  conique  quelconque  par 
deux  plans  parallèles,  les  deux  sections  seront  toujours  semblables  entre 
elles.  Il  y a plus,  si,  d’un  centre  de  projection  pris  à volonté  dans  Tes- 
pace,  on  mène  des  rayons  vecteurs  aux  dilTérens  points  d’un  système  com- 
pose de  lignes  ou  de  surfaces  quelconques , çt  que  l'on  lasse  croître  ou  dé- 
croître à la  (bis  tous  les  rayons  vecteurs  dans  un  rapport  donné , on  ob- 
tiendra un  second  système  de  points,  lignes  ou  surfaces,  semblable  an 
premier  et  semblablement  placé , en  sorte  que  les  droites  et  les  plans  menés 
dans  les  deux  systèmes,  par  des  points  correspondans , seront  toujouis  pa- 
rallèles. Le  centre  commun , vers  lequel  convergent  tous  les  rayons  vecteurs , 
est  ce  qu’on  peut  appeler  le  centre  de  similitude  des  deux  systèmes.  Pour 
deux  cercles,  tracés  sur  nn  meme  pbin,  ce  centre  de  nmilitude  ne  peut  être 
que  le  point  de  concours  des  tangentes  communes , extérieures  ou  intérieures. 
M.  Poneelet  expose  ces  diverses  propriétés , dont  un  grand  nombre  dérivent 
immédiatement  de  la  deTmition  même  que  nous  venons  d’en  donner. 

Outre  la  considération  des  prt^ecdons  centrales , M.  Poncelet  emploie  encore , 
dans  son  Mémoire , ce  qu’il  appelle  le  principe  de  continuité.  L’admis- 
sion de  ce  principe  en  Géométrie  consiste  à supposer  que , dans  le  cas  où  ime 
figure  composée  d’un  ^'stème  de  ligues  droites  ou  courbes  conserve  constam- 
ment certaines  propriétés , tandis  que  les  dimensions  alisolues  ou  relatives  de 
ses  diverses  parties  varient  d’une  manière  quelconque , entre  certaines  limites, 
ces  mêmes  propriétés  subsbtent  nécessairement  lorsqu’on  fuit  sortir  les  dimen- 
sions dont  il  s’agit  des  limites  entre  lesquelles  ou  les  supposait  d’abord  renfer- 
mées ^ et  que , si  quelques  parties  de  la  figure  disparaissent  dans  la  seconde 
hypothèse , celles  qui  restent  jouissent  encore , les  unes  à l’égard  des  autres , 
des  propriétés  qu’elles  avaient  dans  la  figure  primitive.  Ce  principe  n'est, 
è proprement  parler,  qu’une  forte  induction , à l’aide  de  laquelle  on  étend 
des  théorèmes , établis  d’abord  à la  faveur  de  certaines  restrictions , aux  cas 
où  ces  mêmes  restrictions  n’etdstent  plus.  Etant  appliqué  aux  courbes  du  se- 
cond degré , il  a conduit  rautetu*  à des  résultats  exacts.  Néanmoins , nous  pen- 
sons qu’il  ne  saurait  être  admis  généralement  et  appliqué  indistinctement  à toutes 
sortes  de  questions  en  Géométrie , ni  même  en  Analyse.  En  lui  accordant  trop 
de  confiance,  on  pourrait  tomber  quelquefois  dans  des  erreurs  manifestes. 
On  sait,  par  exemple,  que,  dans  la  déterminatioa  des  intégrales  définies, 
et  par  suite,  dans  l’évaluation  des  longueurs,  des  surfaces  et  des  volumes, 

b 


X RAPPORT 

on  rencontre  un  grand  nombre  de  formules  qui  ne  sont  vraies  qu'autant  que 
les  valeurs  des  quantités  qu’elles  renferment  restent  comprises  entre  certaines 
limites. 

Au  reste,  nous  distinguerons  soigneusement  les  considérations  de  M.  Poncelet, 
sur  la  continuité,  de  celles  qui  ont  pour  objet  les  propriétés  des  ligues  auxquelles 
il  donne  le  nom  de  cordes  idéales  des  sections  coniques.  Comme  ces  pro- 
priétés nous  paraissent  mériter  d'être  remarquées,  et  qu'elles  fournissent  à 
Fauteur  un  troisième  moyen  de  résoudre  les  questions  relatives  aux  courbes 
du  second  degré , nous  allons  donner  à ce  sujet  quelques  développemens. 

Si,  après  avoir  mené,  p.ar  le  centre  d’une  hyperbole,  un  diamètre  a A qui 
rencontre  les  deux  branches , on  lait  passer,  par  les  points  de  rencontre , des 
tangentes  à rbyq)erbole  et , par  le  centre , une  parallèle  h ces  tangentes  ; puis 
que  l’on  cherche  à déterminer,  par  l'Analyse,  les  coordonnées  des  points  ou 
cette  parallèle  reooontre  la  cotirbe  et  les  distances  respectives  de  ces  points 
au  centre,  on  trouvere,  pour  l’une  et  l'autre  distances,  en  faisant  abstraction 
du  signe , une  expression  imaginaire  de  la  forme  — i ^ et  par  conséquent , 
pour  b distance  entre  les  deux  points , une  autre  expression  de  la  foime  aB  |/ — i , 
Le  coefficient  de  ^ — i,  dans  cette  dernière,  ou  la  longueur  aB,  qui  est  une 
quantité  réelle,  peut  se  construire  géométiiquement ; et,  comme  la  considé- 
ration de  celte  longueur  peut  être  utile  dans  la  recherche  des  propriétés  de 
l’hyperbole , on  lui  a donné  un  nom , en  disant  que  aB  représente  le  dia- 
mètre conjugué  fa  diamètre  a A.  On  sait  qu’étant  donné  le  diamètre  aB , avec 
sa  direction,  on  peut  facilement  en  déduire  le  diamètre  aA^  en  coupant  les 
a^mptotes  par  une  sécante  {parallèle  è la  direction  donnée,  la  ligne  menée 
du  centre  au  milieu  de  la  sécante  indiquera  la  direction  du  diamètre  aA  ; et 
le  rapport  de  cette  dernière  ligne  à la  moitié  de  la  sécante  sera  précbémetit 

< . A 

égal  au  rapport  g-- 

Stipposons  maintenant  que  l’on  cherche , par  l’Analyse , les  points  d’inter- 
section , non  plus  d’un  diamètre , mais  d’une  droite  quelconque  avec  tme 
courbe  du  second  degré , et  la  distance  de  ces  deux'  [wiuts , ou , en  d’autres 
termes,  la  corde  qui  les  unit  ; lorsque  la  droite  ne  rencontrera  plus  la  courbe  , 
la  distance  donnée  par  l'Analyse  deviendra  imaginaire  et  sera  de  la  forme 

aCf/iri, 

tandis  que  le  point  milieu  de  la  corde  coiiscrvcra  des  coordonnées  réelles. 


a' 
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n devient  alors  iililc  de  substituer  à la  corde  imaginaire  qui  n'existe  pas  une 
corde  fictive  aC  comptée  sur  la  droite  propos«'c  et  dont  le  milieu  coïncide 
avec  le  point  dont  nous  venons  de  parler.  C’est  à cèttc  corde  fictive  qu’on 
pourrait  appliquer  la  dénomination  de  corde  idéale  par  laquelle  M.  Poncelet 
désigne  tantôt  la  droite  indéfinie  que  l’on  considère , et  tantôt  la  corde  ima- 
ginaire interceptée  par  la  courbe , puisqu’il  appelle  centre  de  la  corde  idéale 
le  point  réel  que  l’Analyse  indique  comme  étant  le  milieu  de  la  corde  ima- 
ginaire. Le  sens  dans  lequel  l'auteur  emploie  le  mot  idéal  se  trouverait  ainsi 
modifié , de  telle  manière  que  les  longueurs  idéales  resteraient  des  longueurs 
réelles  et  constructibles  en  Géométrie.  Ainsi , par  exemple , dans  une  hyper- 
bole dont  le  grand  axe  rencontre  la  courbe , la  longiiciu'  idéale  du  diamètre 
perpendiculaire  au  grand  axe  serait  le  petit  axe  lui-même.  Si,  en  adoptant 
cette  manière  de  s’exprimer , on  construit , pour  une  section  conique  quel- 
conque , toutes  les  cordes  idéales  parallèles  à une  direction  donnée , les  ex- 
trémités de  toutes  ces  cordes  sc  trouveront  sur  une  nouvelle  section  conique 
qtie  Fauteur  appelle  supplémentaire  de  la  première , relativement  à la  direc- 
tion dont  il  s'agit.  Cela  posé , il  est  facile  de  voir  que  deux  sections  coniques 
supplémentaires  l'une  de  l'autre , relativement  à une  direction  doimée , sont 
nécessairement  on  deux  paraboles,  ou  une  hyperbole  et  ime  ellipse.  Dans  le 
premier  cas , les  deux  paraboles  ont  le  même  paramètre  avec  une  tangente 
commtme,  et  un  diamètre  commun  pssant  par  le  point  de  contact.  Dans 
le  second  cas  les  deux  courbes  peuvent  aisément  sc  déduire  l’une  de  l'autre , 
d’après  la  condition  à laquelle  elles  se  trouvent  assujetties  (Pàtoir  en  commun 
deux  diamètres  conjugués  dont  Ftm  est  prallèle  à la  direction  donnée , tandis 
que  l’autre  rencontre  .à  la  fois  les  deux  courbes.  Dans  le  même  cas,  toutes 
les  fois  que  l’ellipse  se  réduit  à un  cercle,  l’hyperbole  devient  équilatère  et 
a pour  grand  axe  le  diamètre  du-  cerdc.  Enfin  Ton  prouve  aisément  qtic,  si 
deux  courbes  sont  supplémentaires  l’une  de  Fautre  relativement  à mie  direc- 
tion donnée  indiquée  par  une  certaine  droite , leurs  projections  sur  un  pbn 
parallèle  à cette  droite  jouiront  de  la  même  propriété. 

En  vertu  de  ce  qui  précède , si  l’on  donne  une  section  conique  quelconque 
avec  un  centre  et  un  plan  de  projection , il  deviendra  facile  de  déterminer , 
pour  la  section  conique  projetée,  i”.  l’angle  formé  par  deux  diamètres  con- 
jugués dont  l’un  serait  parallèle  au  plan  de  la  section  conique  proposée  ; a®,  le 
rapport  de  ces  mêmes  diamètres.  En  effet,  si  l’on  conçoit  d’abord  que  la 
section  conique  projetée  soit  une  Inpcrbole , un  plan  quelconque  parallèle  au 
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plan  de  projection  coopéra  le  cône , qui  a pour  base  la  courbe  proposée  et 
pour  sommet  le  centre  de  projecdon,  suivant  des  hyperboles  semblables  cl 
comprises  entre  des  asymptotes  parallèles.  Par  suite , si  le  plan  coupant  passe 
par  le  sommet  du  cône , la  secdon  se  trouvera  re'duite  à deux  arêtes  paral- 
lèles aux  asymptotes  dont  il  s'agit.  Comme  d’ailleurs  le  même  plan  coupera 
évidemment  la  courbe  donnée  suivant  une  certaine  corde  terminée  è ces  deux 
arêtes , il  en  résulte  i que  l'angle  cbcrclié  sera  équivalent  à celui  que  forme 
la  corde  en  quesdon  avec  la  droite  qui  joint  sou  milieu  et  le  sommet  du  cône  j 
a*,  que  le  rapport  cherché  sera  celui  qui  existe  entre  la  longueur  de  cette 
droite  et  la  demi-corde.  Lors<pic  Li  courbe  projetée  sera  une  ellipse,  le  plan 
mené  par  le  sommet  du  cône  |xarallélcmeut  au  plan  de  projecdou  ne  ren- 
contrera plus  la  courbe  proposée.  Mais  sa  trace  sur  le  plan  de  cette  dernière 
sera  toujours  une  droite  r<'ellc  à laquelle  correspondra  une  certaine  corde 
idéale  de  la  courbe  donnée.  Dans  la  même  hypothèse  on  appliquera  les  rai- 
sonnemens  que  nous  avons  employés  ci-dessus , non  plus  à la  courbe  pro- 
posée , mais  à la  secdon  conique  supplémentaire  de  cette  courbe , reladvcment 
h la  cordc  idéale  dont  nous  venons  de  parler,  et  l'on  en  conclura,  i".  que 
l’angle  cherché  est  équivalent  à celui  que  forme  la  corde  idéale  avec  b droite 
qui  joint  le  milieu  de  celte  corde  et  le  centre  de  projecdon  5 a®,  que  le  rapport 
cherché  est  celui  qui  existe  entre  b longueur  de  cette  droite  et  b demi-corde. 
Lorsque  b courbe  projetée  se  réduit  à un  cercle , tous  ses  dbmètres  conjugués 
sont  égaux  et  sc  coupent  à angles  droits.  Par  conséquent , dans  ce  cas  pardeulier 
b droite  menée  du  centre  de  projecdon  au  milieu  de  b corde  idéale  de  b 
courbe  donnée  doit  être  pcrpcndicubire  sur  cette  corde  et  égale  à sa  moidé. 

La  quesdon  que  nous  venona  de  résoudre  n’a  pas  été  traitée  directement 
par  M.  Poncelet^  mais  sa  sohilipa  ipie  nous  avons  déduite  des  principes  qu'il 
a établis  fournit  le  moyen  de  ■mplififi  et  de  généraliser  tout  à b fois  celles 
de  plusieim  autres  problèmes  dont  nous  parlerons  ci-après. 

^ Considérons  à présent  deux  sccdons  coniques  tracées  sui'  un  même  plan  j 
il  peut  arriver  ou  qu’elles  sc  coupent  en  quatre  points , ou  qu’elles  se  cou- 
pent en  deux  points , ou  qu'elles  ne  se  coupent  pas.  Si  Ton  cherche , par  l’Ana- 
lyse , les  abscûses  des  points  d^tcrsccdoii , on  trouvera  que  ces  abscisses  sont 
les  racines  d'ime  équadon  dn  tpiatrième  degré  è coefficiens  réels,  et  que  cette 
même  équadon  a quatre  racines  réelles  dans  te  premier  cas , deux  racines  réelles 
et  deux  racines  imaginaires  conjuguées  dans  le  second , enfin  quatre  racines  ima- 
ginairei  conjuguées  denx  à deux  d.m«  le  troisième.  De  }>Ius,  comme  en  combi- 
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nant  les  e'quaüons  des  deux  courbes , on  peut  en  de'duire  une  troisième  équation 
du  second  degré  qui  ne  renferme  l'ordonnée  qu'au  premier  degré  seulement, 
il  en  résulte  que  l’Analyse  indique  seulement  c[uatrc  |]oinls  d'intersection , et  que 
pour  chacim  de  ces  points , on  peut  exprimer  rordouuéc  en  fonction  ratioimelle 
et  réelle  de  l'abscisse.  Par  suite,  si  l’on  trouve,  pour  un  point  d'intersection, 
une  abscisse  réelle , l'ordonnée  le  sera  également  j et  si  PAnalyse  fournit , pour 
deux  de  ces  points , deux  abscisses  imaginaires  conjuguées , les  ordonnées  cor- 
respondantes seront  elles-mêmes  imaginaires  et  conjuguées.  Considérons,  en 
particulier,  deux  points  de  celte  dernière  espèce.  Comme  poiu*  Uansformer 
les  coordonnées  de  l'un  en  celles  de  l'autre , il  sulHra  de  remplacer  ^ — i . 
par  — J/ — i , il  est  clair  que  toutes  les  équadons  et  quandtés  diverses  qui , 
étant  ladonncUes  par  rapporta  ces  coordomtées,  ne  devront  pas  être  altérées 
par  leur  échange  mutuel , seront  nécessairement  des  équadons  réelles  et  des 
quandtés  réelles.  Ainsi,  par  exemple,  l’équadon  de  la  droite  qtii  passe  par 
les  deux  {>oints  sera  réelle , ainsi  que  le  quarré  de  leur  distance  mutuelle , ou , 
eu  d'autres  termes , de  la  corde  qui  les  imit , et  les  coordonnées  du  milieu 
de  cette  corde.  Toutefois,  comme  par  hypothèse,  les  deux  points  ne  sont 
pas  réels , le  quarré  de  la  corde  en  quesdou  ne  pourra  être  qu’une  quandté 
négadve , dont  la  racine , abstracdon  iîûte  du  signe , sera  une  expression  ima- 
ginaire de  la  forme 

aC 

Pour  detenniner  le  coefficient  réel  aC  dans  cette  expression , il  suffira  évi- 
demment de  chercher  la  corde  idéale  qu'on  obtient  eu  considérant  la  droite 
réelle  qui  passe  par  les  deux  points  imaginaires  comme  sécante  idéale  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  deux  courbes  proposées.  Par  conséquent  la  longueur  aC 
sera  celle  d'une  corde  idéale  réellement  commune  à ces  deux  courbes.  Cela 
posé , si  l'on  passe  successivement  en  revue  les  trois  hj-pothèses  que  l’on  peut 
faire  sur  le  nombre  des  points  réels  communs  aux  deux  courbes  proposées, 
on  trouvera  que  ces  deux  courbes  ont , en  général , ou  six  cordes  communes 
paaiant  par  quatre  points  réels,  ou  deux  cordes  communes  dont  une  idéale, 
ou  deux  cordes  idéales  communes.  Toutefois  pour  deux  h^’pcrbolcs  semblables, 
ou  du  moins  comprises  entre  des  atymiptotcs  parallèles,  ainsi  que  pour  des 
ellipses  semblables  et  st^iblablcmcnt  placées , une  seule  corde  commune  na- 
turelle ou  idéale  subsiste , tandis  qu’une  autre  s’éloigne  à rinfml.  C’est  ce  qui 
a lieu  en  particulier  pour  deux  circonférences  de  cercle.  De  plus,  il  peut 
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arriver  que  deux  cordes  communes  viennent  à se  confondre , et  alors , si  ces 
cordes  uc  sont  pas  idéales , les  deux  courbes  se  toucheront  ésidemment  en 
deux  points  réels.  Ajoutons  que,  si  l’on  projette  deux  sections  coniques  situées 
dans  un  meme  plan , sur  un  nouveau  plan  parallèle  à une  corde  idéale  qui 
leur  soit  commune,  la  projection  de  cette  corde  sera  elle-même  une  corde 
idéale  commune  aux  projections  des  deux  sections  coniques.  Par  suite , si  les 
deux  courbes  proposées  étaient  dissemblables  entre  elles,  auquel  cas  elles 
avaient  nécessairement  plusieurs  cordes  réelles  ou  idéales  communes,  pour 
rendre  leurs  projections  semblables  et  semblablement  placées , il  faudra  faire 
en  sorte  qu’une  des  cordes  communes  s’éloigne  à l'infini.  On  remplira  cette 
dernière  condition  en  plaçant  le  centre  de  projection  par-tout  où  l’on  voudra , 
poumi  qu’ensuite  l’on  prenne  le  plan  de  projection  parallèle  à celui  qui  pas- 
sera par  ce  rentre  et  par  l’une  de*  cordes  communes  aux  deux  courbes  données. 

Dans  ce  qui  précède , nous  avons  déduit  de  l’Analyse  la  notion  des  cordes 
idéales  des  sections  coniques.  Mais  on  peut  arriver  au  même  but  par  des  con- 
sidérations géométriques.  Par  exemple,  lorsqu’une  ellipse  ou  une  hyperbole 
se  trouve  coupée  eu  deux  points  réels  par  une  sécante  quelconque , le  milieu 
de  la  corde  interceptée  coïncide  avec  le  point  où  la  sécante  est  rencontrée 
par  le  diamètre  conjugué  à sa  direction , et  la  corde  elle-même  est  équivalente 
au  double  produit  du  rapport  entre  le  diamètre  parallèle  et  le  diamètre  con- 
jugué par  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  du  point  que  l’on 
considère  aux  extrémités  du  diamètre  conjugué.  Si  Ton  détermine,  d’après 
les  mêmes  conditions , la  corde  et  son  milieu , dans  le  cas  où  la  sécante  de- 
vient idéale , on  obtiendra  ce  que  nous  avons  nommé  la  corde  idéale  relative 
à cette  sécante. 

Considérons  encore  deux  cercles  non  concentriques  et  situés  d,ins  im  même 
plan.  Si  par  ces  cercles  on  fait  passer  deux  sphères  qui  se  coupent,  le  plan 
d’intersection  des  deux  sphères  rencontrera  le  plan  des  deux  courbes  suivant 
une  certaine  droite,  et  cette  droite,  si  les  deux  cercles  se  cotipent,  passera 
|)ar  les  deux  points  qui  leur  sont  communs.  Si , au  contraire , les  deux  cercles 
ne  se  coupent  pas,  cette  droite  sera  précisément  la  sécante  idéale  dont  la  di- 
rection coincidc  avec  celle  de  la  corde  idéale  commune , et  le  point  d’in- 
tersection de  cette  sécante  avec  la  distance  des  centres  sera  le  milieu  de  la 
même  corde.  La  construction  précédente,  en  donnant  un  moyen  facile  de 
fixer  la  direction  de  la  corde  idéale  commune  à deux  cercles , sert  en  meme 
temps  à faire  connaître  ses  principales  propriétés.  Par  exemple , si , d’un  point 
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pris  sur  cette  secante , on  mène  une  suite  de  tangentes  aux  deux  sphères , elles 
seront  ésidcmmeut  égales  aux  tangentes  menées  par  ce  même  point  à leur 
cercle  d'intersection.  Il  eu  résulte  immédiatement  que  les  quatre  tangentes 
menées  à deux  cercles  par  un  point  pris  sur  la  direcüon  de  la  corde  com- 
mune sont  égales  entre  elles.  Cette  propriété  était  déjà  connue  des  géomètres. 
On  avait  remarqué  la  droite  à laquelle  elle  appartient,  et  M.  Gaultier,  auteur 
d’un  Mémoire  inséré  dans  le  i6*.  cahier  du  Journal  de  F Ecole  Poljlech- 
nique^  a particulièrement  considéré  les  droites  de  cette  espèce,  auxquelles 
il  a donné  le  nom  <XAxes  radicaux. 

Après  avoir  entretenu  l'Académie  des  méthodes  employées  par  M.  Poncelet, 
noos  allons  présenter  une  indication  sommaire  des  applications  qu'il  en  a laites. 
Son  Mémoire  est  divisé  en  mois  paragraphes.  Le  premier  est  relatif  aux  cordes 
idéales  des  sections  coniques , et  renleniut  leur  définition  ainsi  que  leurs  pro- 
priétés générales  déduites  de  considérations  purement  géomélnques.  L'auteur 
y remarque  également  que  le  point  de  concours  des  tangentes  menées  à une 
section  conique  par  les  extrémités  d'une  même  corde , ou  ce  qu'on  appelle 
ordinairement  le  pAIc  de  cette  corde , est  im  point  réel , lors  même  que  les 
tangentes  deviennent  imaginaires.  11  montre  la  relation  qui  existe  constamment 
entre  ce  pôle  et  le  milieu  de  la  corde,  et  s’en  sert  pour  construire  le  pôle 
idéal  correspond.nnt  à une  corde  idéale  donnée. 

Dans  le  second  paragraphe , M.  Poncelet  s'occupe  d«s  cordes  idéales  consi- 
dérées dans  le  cas  particulier  de  la  cirronfércncc  du  cercle , et  démontre  plu- 
sieurs propositions  relatives  soit  aux  cordes  réelles  ou  idéales , soit  aux  pôles 
de  ces  mêmes  cordes,  soit  aux  centres  de  similitnde  et  aux  cordes  communes 
de  deux  ou  de  plusieurs  cercles  situés  dans  un  même  plan.  On  pourrait  dé- 
duire immédiatement  un  grand  ^^piabre  de  ces  propositions  des  propriétés  que 
possèdent  deux  points  choisis , sur  une  droite  et  sur  sou  prolongement , de 
manière  que  leurs  distances  aux  extrémités  de  la  droite  soient  entre  elles  dans 
In  même  rapport.  Parmi  ces  propriétés , l’une  des  plus  remarquables  consiste 
en  ce  que  « la  circonférence  décrite  sur  la  droite  comme  diamètre  coupe  or- 
» thogonalement  toutes  celles  qui  passent  par  les  deux  points  en  question  ».  On 
doit  distinguer  dans  le  même  paragraphe  une  solution  très-élégante  du  problème 
dans  leqnd  on  demande  de  tracer  un  cercle  tangent  à trois  autres. 

Dans  le  tréiiième  pai^paphe  , l’auteur  établit  les  principes  de  projection  cen- 
trale ou  perspeedn , à Paide  desqueb  on  peut  étendre  les  théorèmes  vérifiés 
pour  le  cas  du  cercle  à des  sections  coniques  quelconques.  Par  exemple , vou- 
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lanl  clctm^lrer  que  les  proprie’tcs  projectives  du  s^’st^me  des  deux  cercles 
situés  dans  un  même  plan , subsistent  pour  le  sj'stème  de  deux  sections  co- 
niques , il  a seulement  'à  faire  voir  que  le  premier  système  peut  être  consi- 
déré, en  général,  comme  la  projection  du  second.  Il  recherche  à ce  sujet 
tous  les  pomts  de  Pespace  susceptibles  de  projeter  deux  sections  coniques  sui- 
vant deux  cercles,  et  prouve  que  toUi  ces  points  appartiennent  à des  cir- 
conférences décrites  avec  des  rayons  perpendicidaircs  sur  les  milieux  des  cordes 
idéales  communes  aux  deux  courbes  données,  et  respectivement  égaux  aux 
moitiés  de  ces  cordes.  Au  reste,  on  est  conduit  directement  au  même  résulut 
par  la  solution  du  problème  que  nous  avons  traité  plus  haut.  On  pourrait 
même , en  s'appuyant  sur  cette  stdution , déterminer  tous  les  points  de  l'es- 
pace susceptibles  de  projeter  deux  courbes  quelconques  du  second  degré, 
suivant  deux  autres  courbes  du  méine  degré  , m,tis  semblables  entre  elles,  pour 
chacime  desquelles  le  diamètre  parallèle  au  plan  des  deux  premières  courbes 
formerait  avec  son  conjugué  un  angle  donné , et  serait  è ce  même  conjugué 
dam  un  rapport  donné.  Ou  trouverait  que  ces  points  sont  âtués  sot  des  circonfé- 
rences de  cercle  décrites  pr  des  rayons  vecteun  qni , aboutissant  au  mOieu 
des  cordes  naturelles  ou  idéales  commîmes  aux  deux  courbes  proposées , foi^ 
ment , avec  ces  mêmes  cordes , l'angle  donne , et  sont  à leurs  moitiés  dans  le 
rapport  donné.  Plusieurs  autres  questiom  du  même  genre , traitées  par  l’auteur 
dam  le  troisième  paragraphe , se  résolvent  d’après  les  mêmes  principes. 

D’après  le  compte  que  nous  venons  de  rendre  du  Mémoire  de  M.  Poncelet, 
on  voit  qu’il  suppose  dans  son  anteur  un  esprit  làmiliarisé  avec  les  concep- 
tiom  de  la  Géométrie  et  fécond  en  ressources,  dam  la  recherche  des  pro- 
priétés des  courbes , ainsi  que  dans  la  solution  des  problèmes  qui  s’y  rapportent. 

Nom  pnsom,  en  consi'qnence , que  ce  mémoire  est  digne  de  fapptoba- 
tion  de  rAcademie,  et  nous  proposerions  de  Pinsércr  dans  le  Recueil  des  Savons 
étrangers , si  Pauteur  ne  le. destinait  & faire  partie  d’un  ouvrage  qu'il  se  pro- 
pose de  publier  sur  cette  matière. 

Sig  ne  Poisson  j Aiugo  j Cauchy,  rapporteur. 

L’Académie  approuve  le  rapport  et  en  adopte  les  conebuions. 

Certifié  conforme  à l'original  : 

Le  Secrétaire  perpétuel Chevalier  des  Ordres  royaux 
de  St.-Michel  et  de  la  Légion  d’honneur , 

Signé  Deulmihe. 
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A.  Irpoquc  où  Mohce  comnicnç.-i  à proPascr  la  Geomëtrie  descriptive,  ou 
plutùt  celle  Gëomciric  générale  qui  fait  le  -caractère  principal  des  ou>Tages 
de  cet  illustre  proftsscur  et  de  ceux  qui  ont  suivi  ses  traces  dans- la  m^c 
canière^  Moicge,  disons -nous,  avait  raison  de  recommander  ans  Elèves 
rémdc  de  la  Géométrie  analytique  ^ celle-ci  étant  très-propre  à donner  aux 
conceptions  géométriques  cette  extension  et  cette  généralité  qui  sont  essen- 
tiellement dans  sa  nature.  En  elTet,*  à cette  époque , la  science  éuit  tout  entière 
4 créer,  et  les  principes,  jusqu'alors  ^vis  et  reçus  dans  la  Stéréotomie ^ 
étaient  beaucoup  trop  restreints  pour  servir  de  base  4 Li. nouvelle  Géométrie. 
Les  leçons  de  Monge  d’ailleurs  s'adressaient  à des  hommes  appelés  à parcourir 
les  diverses  branches  des  connaissances  humaines,  dans  tout  ce  qu'elles  ont 
de  plus  relevé. 

Les  choses  sont  aujourd'hui  différentes  à bien  des  égards;  les  écrits  de 
-Uo.NGB,  ceux  de  ses  nombretex  disciples,  ont  popularisé,  si  je  puis  m’ex- 
primer ainsi , les  idées  générales  ; leur  influence  s'est  manifestée  jusques  dans 
les  Elémens  de  la  science , et  cette  influence  s'étendra  tous  les  jours  davan- 
tage à mesnre  que  les  applications  de  la  nouvdle  Géométrie  deviendront  plus 
multipliées , pins  nécessaires  au  grand  nombre  de  ceux  qui  se  vouent  aux 
arts.  Peu  à peu  aussi  les  conunissanccs  algébriques  deviendront  moins  indis- 
pensables , et  la  science , réduite  à ce  qu'elle  doit  être , à ce  qu’elle  devrait 
être  déj.à , sera  ainsi  mise  à la  portée  de  cette  classe  d’hommes  qui  n’a  que 
des  momeiis  fort  rares  à y consacrer. 

Les  ouvTages  mêmes  de  Mo.nge,  ceux  de  ses  Elèves,  prmi  lesqueb  nous 
devons  sur-tout  citer  fauteur  des  Développemens  tle  Géométrie , ont  prouvé 
que  la  Géométrie  descriptive , c la  langue  de  l'artiste  et  de  l'homme  de  génie  » 
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peut  se  suffire  à eUe-mcme , et  atteindre  à toute  la  hauteur  des  conceptions 
de  l’Analyse  algébrique. 

Cependant  il  reste  encore  quelque  chose  à faire  ; toutes  les  lacunes , tous 
les  tides  ne  sont  pas  encore  remplis , et  ces  lacunes , ces  tides  se  font  sur-tout 
sentir  dans  ce  qui  semble  tenir  de  plus  près  aux  connaissances  préliminaires 
de  la  Géométrie.  Les  grandes  questions  sont  résolues,  la  doctrine  est  faite, 
mais  elle  repose  sur  certaines  données  particulières  qu'il  n'est  pas  aisé  d’ao- 
quérir , même  dans  les  Traités  de  Géométrie  analytique.  En  effet , la  Géomé- 
trie descriptive  ne  peut  opérer  sur  les  corps  à trois  dimensions,  qu’en  ra- 
menant les  diverses  questions  qui  leur  sont  relatives  à d'autres  concernant  les 
figures  tracées  simplement  sur  un  plan,  et  c'est  lè  même  ce  qui  en  cons- 
titue toute  la  beauté  et  l’utilité.  D'ailleurs  les  surfaces  les  plus  générales  ont 
pour  génératrices  des  lignes  constantes  ou  variables , dont  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés. sont  déterminées  à chaque  instant  du  mouvement;  les 
élémens  du  contact  simple  en  un  point  d'une  surface , ne  peuvent  se  déteiv 
miner  autrement  que  par  ceux  de  deux  génératrices  quelconques  passant 
par  ce  point , et  M.  Dupim  a prouvé  que  les  élémens  du  contact  du  second 
ordre  dépendent  pareillement  de  ceux  du  même  ordre  relatifs  à trois  sections 
normales,  et  ainsi  de  suite  pour  les  contacts,  d’ordre  supérieur.  Or  on  est 
dans  l’usage  de  regarder  comme  remplie  la  tAche  du  géomètre , lorsqu’il  est 
ainsi  parvenu  A ramener  les  opérations  de  l'espace  à celles  qui  concernent  sim- 
plement les  lignes  décrites  sur  un  plan.  C'est  donc  supposer  que  la  Géométrie 
descriptive  plane  soit  faite , et  elle  ne  l’est  pas  encore. 

D’un  autre  côté,  les  méthodes  générales,  indiquées  par  la  Géométrie  A 
trois  dimensions , ne  sont  pas  toujoius  les  plus  expéditives  de  Celles  qu'on  puisse 
mettre  en  usage  ; et , pour  remplir  son  but , elle  est  quelquefois  obligée  de  re- 
courir aux  propriétés  particulières  des  figures.  Les  arts  d'ailleurs  et  le  goût 
s’accordent  A n'cmpIoyer  que  des  formes  dont  la  simplicité  et  la  régularité 
présentent  des  avantages  sons  le  rapport  de  fexéculion  : la  ligne  tlioitc , le 
cercle , les  sccüons  coniques  et  quelques  autres  courbes  aussi  faciles  A décrire , 
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en  sont  les  éle'mens  ne’cessaircs  \ U faut  d'abord  savoir  construire  ces  lignes , 
0]>érer  sur  elles , soit  qu'on  les  considère  d'une  manière  isolée , soit  qu'on  les 
considère  dans  Ictus  diverses  combinaisons,  pour  pouvoir  s'ocaiyer  ensuite 
de  oe  qui  appartient  am  formes  plus  ^'néiples  qui  en  dérivent.  Cest  ce  qu’ont 
per6itament  senti  les  plus  grands  gëoMiètres  de  notre  époque , qui  se  sont 
souvent  complus  à delfeendre  des  hauteurs  de  b science  pour  s'occuper  de 
'qnesdons  en  apparence  fort  simples , mais  qui  ne  laissaient  pas  de  présenter 
deardifikuhés  à vaincre.  * 

(Test  donc  cette  (Géométrie  particulière  qu'il  faut  chercher  actuellement  & 
perfectionner,  à généraliser,  étendre  enfin  indépendante  de  PAna^'se  algé- 
brique  ; c’est  Pénide  des  propriété  des  lignes  et  des  surfaces  indrviduelles 
qu'il  faut  chercher  à ramener  dans  le  domaine  de  la  simple  Géométrie , & 
bquelle  elle  semble  encore  se  soustraire  dans  certains  genres  de  questions. 

Les  efforts  à diverses  époques,  ont  été  faits  par  les  géomètres  pour 
rempfir  oe  but , n’ont  point  été  entièrement  infinctueux  ; une  foule  de  pro- 
priétés des  lignes  et  des  surfaces  du  second  ordre  ont  été  découvertes  p*r 
les  principes  de  la  Géométrie  rationnelle , un  grand  nombre  de  questions  par- 
^culières  ont  été  résolues-;  mais  il  reste  encore  beaucoup  à faire  en  ce  genre , 
non-seulement  sons  le  rapport  de  Pinventionj  mais  enéore  sons  celui  de  la 
méthode,  des  principes. 

En  effet , taudis  qne  la  Géométrie  analytique  offre , par  la  marche  qui  lui 
est  propre,  des  moyens  généraux  et  uniformes  pour  procéder  à la  solution 
des  gestions  qui  se  présentent , à la  recherche  des  propriétés  des  figures  ; 
tandis  qu’elle  arrive  à des'résultats  dont  la  généralité  est  sa'™  homes,  l’antre 
procède  au  hasard  ; sa  mXrche  dépend  lout-à-Iàit  de  la  sagacité  de  celui  qui 
l’emploie,  et  ses  résultats  sont,  presque* toujours *,  bornés  i Tétât  particulier 
de  la  figure  que  Ton  considère.  Par  les  efforts  successifs  des  géomètres,  les 
vérités  patllb^ères  se  ^ont  multipliées  sans  cesse , mais  il  est  arrivé  rarement 
que  la  méthode  et -h  diéorie  générale  y aient  gagné  ; encorê  peut-on  repro- 
cher à la  Géométrie  raticmnelle , sur-tout  à la  Géométrie  ancienne , de  faire 
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lin  usage  trop  {ivquent  et  trop  ëtcudu  du  mécanisme  des  proportions,  qui 
n’est  au  fond  qu'un  calcul  déguisé , comme  l'a  observé  un  savant  géomètre , 
M.  Gergo.sne. 

Ce  reproche  ne  saurait  s’adresser  è la  Géométrie  dans  P espace , dont  nous 
avons  déjà  parlé , à cette  Géométrie  générale  créée  par  le  génie  de  Mokge  ^ 
sa  marche  est  exempte  d'hésitation , elle  procède  aveosordre , les  lignes  et  les 
surfaces  qu'elle  contemple  sont  indéfinies,  rien  ne  limite  la  pensée,  et  ses 
résuluts  ont,  jusqu’à  un  certain  point,  toute  l’extension  de  ceux  de  l’ Analyse 
algébrique , extension  qui  souvent  étonne  et  embarrasse  celui  qui  remploie. 
Nous  avons  dit  aussi  que  ce  caractère  de  la  Géométrie  de  Monge  lui  vient 
précisément  de  l’usage  qu’elle  a fait,  qu’elle  (kit  encore,  des  considérations  de 
l’Analyse , de  ce  mélange , de  cette  fusion , en  quelque  sorte  intime , de  ces 
deux  manières  de  traiter  la  grandeur  figurée. 

Quelle  est  donc  cette  influence , cette  puissance  en  quelque  sorte  extensive 
de  l'Analyse  algébrique  P Pourquoi  la  Géométrie  ordinaire  ou  ancieime  en  est- 
elle  naturellement  privée , et  quel  moyen  pourrait-on  lUettre  en  usage  pour 
Pen  faire  jouir  f Voilà  des  questions  qu’il  semble  utile  de  résoudre  et  de  mé- 
diter pour  les  progrès  de  la  simple  Géométrie.  Nous  nous  bornerons  ici  à 
hasarder  quelques  mots , à présenter  quelques  vues  générales , remettant  à une 
autre  époque  de  développer  ce  sujet  avec  toute  l’étendue  qu’il  mérite. 

L’Algèbre  emploie  des  signes  abstraits,  elle  représente  les  grandeurs  ab- 
solues par  des  caractères  qui  n’ont  aucune  valeur  par  eux-mêmes,  et  qui 
laissent  à ces  grandeurs  toute  l’indétermination  possible  j par  suite  elle  opère 
et  raisonne  forcément  sur  les  êtres  de  non  existence  comme  sur  des  quan- 
tités toujours  absolues , toujours  réelles  : a et  b,  par  exemple , représentant 
deux  quantités  quelconqties , il  est  Impossible , dans  le  cours  des  calculs , de 
SC  rappeler  et  de  reconnaître  quel  est  l'ordre  de  leurs  grandeurs  numériques^ 
l’on  est , malgré  soi , entraîné  à raisonner  sur  les  expressions  a — 6,  a — A,  etc., 

comme  si  c’étaient  des  quantités  toujours  absolues  et  réelles.  Le  résultat  doit 
donc  lui-même  participer  de  celte  généralité , et  s’étendre  à tous  les  cas  po»- 
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àbles , à toutes  les  valeurs  des  lettres  qui  y eutrent  5 de  là  aussi  ces  formes 
extraordinaires,  ces  êtres  de  raison,  qui  semblent  l’apanage  exclusif  de  l’Al- 
gèbre. 

Or  on  est  conduit  à toutes  ces  conscquei)fes , non-seulement  qtiand  on  em- 
ploie les  signes  et  les  notaüons  de  TAlgèbre , mais  aussi  toutes  les  fois  qu'en 
raisonnant  sur  des  grandeurs  quelconques , on  fait  abstraction  de  leurs  valeurs 
numériques  et  absolues  ; en  un  mot , toutes  les  fois  qu’on  emploie  le  raison- 
nement sur  des  grandeurs  indéterminées , c’est-à-dire  le  raisonnement  pure- 
ment implicite.  C’est  ce  qui  arrive,  en  particulier,  dans  la  Gcoméuie,  lors- 
que la  ligure  se  complique , ou  que  les  rapports  qui  en  lient  les  parties , se 
multiplient , parce  qu’il  n'est  plus  posnble  alors  de  discerner , au  simple  coup- 
d’œil , Tordre  de  grandeur  et  de  situation  de  ces  parties.  C’est  encore  ce  qui 
a lieu  quand  certaines  de  ces  parties  sont  l’objet  d’une  recherche  faite  sur  la 
figure , ou  qu’on  les  suppose  inconmies  à la  fois  de  grandeur  et  de  situation  ; 
et  voilà  ]K)urquoi  aussi  la  marche  des  Anciens,  qu'Us  nommaient  analj-tique^ 
et  à laquelle  ils  attachaient  ime  si  grande  importance , n’etait  point  tout-à-iàit 
dépourvue  de  cette  généralité , de  cette  force  qui  appartient  à TAIgèbre.  Enfin 
et  c’est  sur-tout  ce  qui  arrive  quand  on  (kit  abstraction  de  la  ligure  et  qu’on 

dispense  de  la  décrire  ^ de  là , et  principalement  de  là  , cette  généralité  de 
conceptions  et  cette  grande  extension  de  la  Géométrie  qui  considère  les  objets 
dans  Tespee  ; de  là  du  moins  provient  la  facilité  avec  laquelle  les  géomètres 
ont  transporté  les  notions  abstraites  et  figurées,  d’abord  manifestées  pr  le 
calcul  algébrique , dans  le  domaine  de  cette  Géométrie. 

Dans  la  Géométrie  ordinaire , qu’on  nomme  souvent  la  ^nthèse , les  prin- 
cipes sont  tout  autres,  la  marche  est  plus  timide  ou  plus  sévère  \ la  figure  est 
décrite,  jamais  on  ne  la  prd  de  vue,  toujours  on  raisonne  sm'  des  gran- 
deurs, des  formes  réelles  et  existantes,  et  jamais  on  ne  tire  de  consétpiences 
qui  ne  puissent _sc  pindre , à l'imagination  ou  à la  vue , par  des  objets  sen- 
sibles j on  s’arrête  dès  que  ces  objets  cessent  d’avoir  une  existence  positive  et 
absolue , ime  existence  pbjrsique.  La  rigueur  est  même  pusséc  jusqu’au  pint 
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de  ne  pas  admettre  les  conséquences  d'un  raisonnetnent , établi  dans  une  cer- 
taine déposition  générale  des  objets  d’une  figure , {tour  tme  autre  dispositioii 
également  générale  de  ces  objets,  et  qui  aurait  toute  l'analogie  possible  avec 
la  première  ^ en  un  mot , dans  cette  Géométrie  restreinte , on  est  forcé  de 
reprendre  toute  la  série  des  raisonnemens  primidËi , dès  l’instant  où  une  ligne , 
un  {toint  ont  passé  de  la  droite  à la  gauche  d’un  autre , etc. 

Or  voilà  précisément  ce  qui  en  fait  la  faiblesse  5 voilà  ce  qui  la  met  ai 
fort  au-dessous  de  La  Géométrie  nouvelle,  sur-tout  de  la  Géométrie  analytique. 
S’il  était  possible  d’y  ap{)liquer  le  raisonnement  implicite , en  faisant  abstrac- 
tion de  la  figure , si  seulement  il  était  permis  d’y  appliquer  les  conséquences 
de  ce  genre  de  raisonnement , cet  état  de  chose  n'existerait  pas , et  la  Géo- 
métrie ordinaire  , sans  |>our  cela  employer  les  calculs  et  les  signes  de  TAlgèbre , 
se  montrerait,  à bien  des  égards,  la  rivale  de  la  Géométrie  analytique,  de 
même  qu'elle  l’est  déjà , avons-nous  dit , toutes  les  fob  qu'il  n’est  pas  {XKsible 
de  conserver  la  forme  du  raisonnement  explicite. 

Considérons  une  figure  quelconque , dans  une  {>osition  générale  et  en  quel- 
que sorte  indéterminée , [>armi  toutes  celles  qu’elle  peut  prendre  sans  violer 
les  lois , 1rs  conditions , la  liaison  qui  subsistent  entre  les  diverses  parties  du 
système  j supposons  que , d’ajirès  ces  données , on  ait  trouvé  une  on  plusieurs 
relations  ou  propriétés , soit  métriques , soit  descriptives , appartenantes  à la 
figure , en  s’appuyant  sur  le  raisonnement  explicite  ordinaire , c'est-à-dire  {lar 
cette  marche  que , dans  certains  cas , on  regarde  comme  seule  rigoureuse. 
N’est-il  pas  évident  que  si,  en  conservant  ces  mêmes  données,  on  vient  à 
faire  varier  la  figure  {irimitive  {lar  degrés  insensibles , ou  qu'on  imprime  à 
certaines  {lartics  de  cette  figure  un  mouvement  continu  d'ailleurs  quelconque , 
n’est-il  pas  évident  que  les  propriétés  et  les  relations,  trouvées  {>our  le  premier 
système,  demeureront  applicables  aux  états  successifide  ce  ^stème,  {Jourvu 
toutefois  qu’on  ait  égard  aux  modifications  {larticulières  qui  auront  pu  y sur- 
venir , comme  lorsque  certaines  grandeurs  se  seront  évanouies , auront  changé 
de  sens  ou  de  signe , etc. , modifications  qu'il  sera  toujours  aisé  de  recon- 
naître à priori.,  et  par  des  règles  sûres? 
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C'est  du  moins  ce  que  Ton  conclurait  sans  pdne  du  raisonnement  implicite  , 
et  c’est  ce  qui , de  nos  jours,  est  assez  géne'ralemcnt  admis  comme  une  sorte 
d’axiome  dont  l’évidence  est  manifeste , incontestable , et  n’a  pas  besoin  d’être 
démontrée  ; témoin  le  principe  de  la  corrélation  des  figures,  admis  par 
M.  Caknot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  pour  établir  la  règle  des  s^esj  ' 
témoin  encore  le  principe  des  fonctions,  employé  par  nos  plus  grands  géo- 
mètres pour  établir  les  bases  de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique  ; témoin 
enfin  le  Calcul  iifinitésimal , la  Théorie  des  limites,  la  Théorie  générale, 
des  équations  et  tous  les  écrits  des  nos  jours , où  l’on  s'attache  à une  cer- 
taine généralité  dans  les  conceptions. 

Or  ce  principe,  regardé  comme  un  axiomo>par  les  plus  savans géomètres, 
est  ce  qu’on  peut  nommer  le  principe  ou  la  loi  de  continuité  des  relations 
mathématiques  de  la  grandeur  abstraite  et  figurée. 

Ce  n’est  pas  qu’au  reste  le  principe  de  continuité  ait  été  admis  dans  toute 
son  étendue  et  sans  aucune  restriction  par  les  difTérens  géomètres  qui  s’en 
sont  servi , soit  ouvertement , soit  tacitement  ; car , sans  cela , ils  se  seraient  jetés 
dans  toutes  ces  considérations  métaphysiques  des  imaginaires , qui  ont  été 
constamment  repoussées  du  sanctuaire  étroit  de  la  Géométrie  rationnelle.  Son 
emploi  explicite,  dans  cette  science,  s'est  presque  toujours  borné  aux  états 
réels  d'un  système  qui  se  transforme  par  degrés  insensibles , et  c’est  même  là 
ce  qui  a donné  lieu  aux  infiniment  petits , aux  infiniment  grands , que  des 
géomètres  cherchent  encore , de  nos  jours , à banir  dn  domaine  des  sciencts 
exactes.  Cependant  nous  avons  montré , plus  haut,  que  ce  principe  revient  uni- 
quement à admettre  les  conséquences  du  raisonnement  implicite , et  que , dans 
bien  des  circoustances , il  était  absolument  impossible,  même  dans  la  Géo- 
métrie ancienne  (*) , d’éviter  ce  genre  de  raisonnement.  Cependant  encore  il 

(*)  ün  exemple  bi«a  simple  de  U D^oeeeiU  d'sdmeure  U lot  de  co&tiooiuf  y nous  est  ofiert  per  U 
Prop.  XXI  du  lâv.  III  de  U GfométrU  d«  V,  LxonrDBlf  OBvrego  coooo  per  le  rigecor  des  dé» 
mooslretioos  et  des  pcinciqes.  Il  s egU  de  démontrer  la  sûnilitnde  des  triangles  qui  ont  les  c6t«s  prr» 
pcadiaileircs  ; or  le  nUonnement^  povr  être  général  y suppose  les  proprictés  des  qnsdrtiatcrcs  Hua 
oonrexes  y qui  ne  Coot  pas  partie  des  Xlémcas.  Il  est  rrai  qos  rsulcnr  montre  ensttite  que  1e  proposilioA 
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ne  gérait  pas  difficile  d'établir  ce  principe , d'une  manière  entièrement  directe  et 
rigoureuse,  à Taidc  des  calculs  mêmes  de  l'Algèbre,  dont  la  certitude  n'est 
du  moins'  plus  mise  en  doute  de  nos  jours , grâces  à deux  siècles  d'clforts  et 
de  succès  ! 

Totuefins  cela  serait-il  bien  necessaire,  et  ne  serait-on  pas  en  droit  d'ad- 
mettre, dans  toute  sou  étendue,  le  principe  de  continuité  en  Géométrie 
rationnelle,  comme  on  l’a  fait  d'abord  dans  le  calcul  a^ébrique,  puis  dans 
l’application  de  ce  calcul  la  Géométrie , si  ce  n'est  comme  moyen  de  dé- 
monstration , du  moins  comme  moyen  de  découverte  ou  d’invention  P n'est-il 
pas,  pour  le  moins,  aussi  nécessaire  d'enseigner  les  ressources  employées,  à di- 
verses époques,  par  les  hommes  de  génie,  pour  parvenir  â la  vérité,  que  les 
efforts  pénibles  qu'ils  ont  été  ensuite  obligés  de  faire  pour  les  démontrer  selon 
le  goût  des  esprits  ou  timides  ou  peu  capables  de  se  mettre  à leur  portée? 

Enfin  quel  mal  pourrait-il  en  résulter,  sur-tout  si  l'on  se  montrait  sévère  â 
conclure , si  f on  ne  se  payait  jamais  de  demi-aperçus , si  l'on  n'admettait  jamais 
l'analogie  et  l’induction , qui  sont  souvent  trompeuses , et  qu’il  ne  faut  pas 
confondre  avec  le  principe  de  continuité?  En  effet,  l'analogie  et  l'induction 
concluent  du  particulier  au  général,  d'une  série  de  faits  isolés,  sans  liaison 
nécessaire , en  un  mot  discontinus , à un  fait  général  et  constant  : la  loi  de 
continuité  veut , au  contraire , que  l’on  parte  d'im  état  général  et  en  quelque 
sorte  indéterminé  du  système , c'est-à-dire  tel  que  les  conditions  qui  le  régis- 
séht  ne  soient  jamais  remplacées  par  des  conditions  plus  générales  encore , et 
qu'elles  subsistent  dans  une  série  d’états  semblables , provenus  les  uns  des  autres 
par  gradation  insensible  ^ elle  exige , en  outre , que  les  objets  auxqueb  elles 
s’appliquent  soient,  de  leur  nature,  continus  ou  soumis  à des  lois  qu’on  puisse 
regarder  comme  telles.  Certains  objets  peuvent  bien  cJianger  de  position , par 

• lieu  poor  tou»  les  e»»,  et  H •ertk  «is^  <l*^»bUr  U démotutraüoo  , moi  aacDiic  mtrietioa , et  ccU 
|M>or  le  ou  gëoértl  ob,  «o  lie*  d'être  perpendicnUiresi  lee  fonBereient  de»  «ogles  egeox  t|«el- 
cooqoe»;  U «uiErAit,  en  effet } de  toppoeer  que  l'on  des  trienglre  teoroiit  d'une  qtumtitc  eagiiUiee  eoo* 
Teoeble.  L'oa  poomit  m^me  életkdrc  cette  dêmonstraüoB  k de»  poljgooc»  quclcooqnn  { mai»  il  e»t 
bbo  de»  exemple» , pin»  compliqué»  qo«  cckiMi  ^ où  la  difficulté  oa  aérait  pa»  aarni  facile  k Taucre* 
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suite  des  viriations  survenues  dans  le  ^stème , d'autres  peuvent  s'éloigner  ii 
l%ifini , ou  se  rapprocher  à des  distances  insensibles , etc.  j les  relations  gé- 
nérales subissent  alors  des  modifications , sans  cesser  pour  cela  de  s'appliquer 
au  système. 

La  seule  difficulté  consiste , comme  on  voit , à bien  entendre  ce  qu'on  veut 
dire  par  ce  mot  état  général  ou  indétermiaé  et  état  particulier  d'un  lystème  ; 
or,  pour  chaque  cas,  la  distinction  est  facile  : par  exemple , une  droite,  qui  en 
rencontre  une  autre  sur  un  plan,  est  dans  un  état  général  par  rapport  au 
cas  où  elle  devient  perpendiculaire  ou  parallèle  ù cette  diXHte.  Pareillement 
une  ligne , droite  ou  courbe , qui  en  rencontre  une  autre  sur  im  plan , est  dan^ 
une  situation  générale  et  indéterminée  k l'égard  de  cette  autre,  et  la  même 
chose  a lieu  encore  quand  elle  cesse  de  la  rencontrer  \ pourvu  que  ces  deux 
états  ne  supposent  aucune  relation  particulière  de  grandeur  ou  de  position 
entre  ces  lignes  ^ le  contraire  aurait  évidemment  lieu  si  elles  devenaient  ou 
tangentes , ou  asymptotes  ou  parallèles , etc. , elles  seraient  dans  un  état  par- 
ticulier à Pégard  de  Pétât  primitif. 

L’admisnon  ouverte  de  la  loi  de  continuité,  dans  les  recherches  géomé- 
triques, conduira  nécessairement  à des  notions  nngulières,  à de  véritables 
paradoxes)  mais  ces  notions,  ces  paradoxes  tmt  subsisté  et  subsistent  égale- 
ment dans  l'Analyse  algébrique,  et  n'ont  pourtant  point  arrêté  sa  marche 
ni  ses  progrès.  D'ailleurs  est-il  raisonnable  de  repousser , en  Géométrie , des 
notions  généralement  admises  en  Algèbre , et  dont  personne  ne  conteste  plus 
la  rigueur  P n’y  a-t-on  pas  déjà  reçu  les  infiniment  petits , les  infiniment  grands , 
dont  l'existence  est  purement  hypothétique  ? qui  empêcherait  enfin  d’y  recevoir 
aussi  les  considérations  relatives  aux  imaginaires  P 

La  Géométrie  d'Eucuna  a certainement  de  très-grands  avantages,  elle  ac- 
coutume l'esprit  à la  rigueur,  à Pélégance  des  démonstrations  et  à Penchai- 
nemeut  méthodique  des  klées  j sous  ces  divers  rapports , elle  est  digne  de 
notre  admiration  et  mérite  seule  de  constituer  la  hase  des  Elémens.  Ce  se- 
rait, sans  doute, une  grande  témérité  que  de  chercher  à intioduire,  dans  cette 
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Géomëtrie,  les  expressions  figurées  de  l'Analyse  ; car,  d’après  la  simplicité  des 
formes  qu’elle  envisage , celte  innovation  serait , pour  le  moins , aussi  inutile 
que  dangereuse.  En  effet , il  n’y  est  guère  question  que  des  proportions  des 
figures  les  plus  régulières  ; rarement  y considère-t-on  leur  manière  d’ètre  mu- 
tuelle , ou , n l'on  veut , leurs  dépendances  relatives  i la  disposition  des  points 
et  des  lignes.  Or  c’esr  précisément  cette  dernière  dépendance,  entre  des  figtues 
qui  paraissent , au  premier  abord , n'avoir  rien  de  commun , qui  peut  exiger 
qu’on  introduise,  dans  le  langage  et  les  conceptions  de  la  Géométrie,  les  ex-..^ 
pressions  et  les  notions  abstraites  de  l’Analyse  ^ elles  seules , en  effet , peuvent 
permettre  d'établir  im  point  de  contact , sinon  absolu , au  moins  fictif,  entre 
certaines  figures  et  certains  résultats  géométriques. 

Cette  manière  de  raisonner , quoique  souvent  abstraite  et  figurée , ne  saurait 
entraîner  à l'erreur , parce  qu’elle  est  fondée  sur  des  rapproebemens  en  eux- 
mèmes  rigoureux  et  exacts-,  elle  a d’ailleurs  l’avantage  d’agrandir  les  idées, 
de  lier  par  imc  chaîne  continue  des  vérités  en  apparence  lointaines,  et  d« 
permettre  d’embrasser , dans  on  seul  théorème , une  foule  de  vérités  particu- 
lières. Si , après  les  travaux  géométriques  des  savans  illustres  qui  composent  la 
moderne  Ecole , on  peut  encore  former  l’espoir  de  faire  faire  quelques  progrès 
vraiment  utiles  â la  science  de  l'étendue , ce  ne  peut  être  évidemment  qti’cn 
suivant  de  près  leurs  traces , qu’en  cherchant  sans  cesse  i généraliser  le  lan- 
gage et  les  conceptions  de  la  Géométrie. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  montrer  comment  l'admission  de  la  continuité  en 
Géométrie  conduit , d'ime  manière  naturelle  et  nécessaire , à l’interprétation 
de  toutes  les  notions  abstraites  ou  métaphysiques  qui  appartiennent  à la  gran- 
deur figurée  ; nous  aurions  à étudier  et  à démontrer  la  loi  de  l’influence  qu’exerce 
la  posiüon  siu-  les  signes  ; ce  qui  nous  conduirait  à considérer,  dans  leur  rap- 
port , FAnalyse  algébrique  et  la  Géométrie , à résoudre  les  difCailtés  et  les  ol>- 
jectlons  que  ce  rapprochement  a fait  naître  justpi’à  cette  hciu-e  ; par  là , nous 
justifierions , d’une  manière  en  quelque  sorte  rigoureuse , le  principe  de  con- 
tinuité , et  dans  sa  nature  et  dans  ses  applications } mais  notre  but , avons-nous 
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dit,  n’a  été  que  de  présenter  quelques  vues  générales , quelques  aperçus  sur 
le  moyen  de  procurer  à la  Géométrie  ordinaire  ce  caractère  d’extension  qui 
lui  manque , et  que  possède  si  bien  la  Géométrie  analytique. 

Je  me  propose  d'ailleurs  de  donner,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  quelques 
éclairdsscmens  sur  les  applications  du  principe  de  continuité , à mesure  qu’il 
pourra  se  présenter  des  circonstances  favorables  pour  le  faire , sans  trop  déranger 
la  marche  générale  des  idées.  Car  mon  objet  n’y  est  point  de  démontrer  ce 
'pincipe , encore  moins  d’en  adopter , sans  réserve , toutes  les  conséquences  ; 
je  - veux  seulement  fixer  l’attention  des  géomètres  sur  son  utilité , signaler 
quelques-unes  des  applications  que  l’on  en  a faites , souvent  sans  s’en  douter  ; 
en  jeter  en  avant  quelques  autres,  moins  évidentes  et  moins  faciles  à ad- 
mettre, après  ks  avoir  justifiées  toutefob  par  la  marche  du  raisonnement 
ordinaire  ; faire  voir , en  un  mot , qu’on  ne  traite  point  encore  la  Géométrie 
avec  toute  l’extension  qu’elle  comporte,  et  qu’il  reste  beaucoup  à faire  pour 
la  rendre,  sous  ce  rapport,  la  rivale  de  l’Analyse  algébrique. 

En  m’arrêtant  quelque  temps  au  développement  de  ces  idées,  j’annonce 
des  considérations  singulières  et  non  accoutumées  5 je  préviens  les  objections 
qu’on  pourrait  leur  faire  ; je  lève  enfin  les  scrupules  qui  auraient  pu  naître 
dans  l’esprit  des  personnes  qui , ne  voulant  absolument  admettre , dans  les 
recherches  géométriques , d’autres  principes  et  d’autre  genre  de  démonstration 
que  ceux  qui  nous  viennent  des  Andens , regardent , avec  raison , la  Géomé- 
trie pure  comme  une  sdence  depuis  long-temps  faite , et  dont  la  marche  et 
la  doctrine  ne  sont  plus  susceptibles  de  perfèctionnemens. 

Mais  le  défaut  de  généralité  et  d’extension  de  la  Géométrie  ordinaire  n’est 
pomt  le  seul  qu’on  puisse  liii  adresser  ^ nous  "avons  dit  qu’elle  manque  encore 
de  méthode  directe  et  uniforme  pour  procéder  à la  recherche  de  la  vérité , 
et  qu’elle  fait  un  usage  trop  frequent,  sur-tout  trop  étendu,  du  mécanisme 
des  proportions. 

Encore  une  fois  ce  Entier  reproche  ne  saurait  s’adresser  à cette  Géométrie 
» générale  de  l’Ecole  de  Mokce,  qui,  des  propriétés  descriptives  de  l’espace, 
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conclut  celles  des  figures  décrites  sur  un  plan , pour  repasser  ensuite  à ce  qui 
concerne  les  figures  à trois  dimensions  5 et  la  même  exception  doit  être  faite , 
jusqu’à  un  ceitain  point,  pour  les  principes  de  la  Théorie  des  transversales; 
car  elle  n’eniploic  uniquement  que  des  rapports  de  lignes , et  elle  se  borne 
à les  mnlü'plicr  entre  eux,  sans  jamais  se  permettre  de  les  décomposer;  au- 
trement dit , elle  ne  fait  gucres  usage  que  des  équations  à deux  termes  et  d« 
leurs  combinaisons  les  plus  évidentes  et  les  plus  'élémentaires. 

n ne  s’agit  ici  que  de  cette  Géoméüie  ancienne,  de  ceue  Géométrie  cultivée 
par  Evcude,  AacnniinE,  ApoiiONros,  et  plus  récemment  encore  par  les  Viète, 
les  Fkhmat,  les  GnÊcomE  de  S’.-Vwcest  , les  Haixet  , les  VrvuM,  les  R.  Sim- 
son,  etc. , de  cette  Géométrie  mixte  ou  particubère  enfin,  qui,  mettant  en 
œuvre  une  multitude  de  relations  et  de  lignes  auxiliaires , a une  marche  à la 
fois  embarrassée  et  incertaiuc. 

En  réfléchissant  attentivement  à ce  qui  fait  le  principal  avantage  de  la  Géo- 
métiie  descriptive  et  de  la  Méthode  des  coordonnées,  à ce  qui  fait  que  ces 
branches  des  Mathématiques  offrent  le  caractère  d’une  véritable  doctrine , dont 
les  principes , peu  nombreux , sont  liés  et  encliainés  d’une  manière  nécessaire 
et  par  une  marche  miiforme , 'on  ne  tarde  pas  à reconnaître  que  cela  tient 
imlqucmcnt  à l’usage  qu’elles  font  de  la  projection. 

En  effet,  la  Méthode  des  coordonnées  rapporte,  les  objets , décrits  dans  un 
plan  ou  dans  l’espace,  à deux  droites  ou  à trois  plans  fixes  au  moyen  de 
deux  ou  de  trois  systèmes  de  droites  abaissées , des  difl’éicns  points  de  b figure , 
parallèlement  à ces  axes  ou  à ces  plans  ; ce  qui  revient  proprement  à faire  b 
projection  de  ces  points  sur  les  axes  et  les  pbns  dont  il  s’agit.  La  Géométrie 
descriptive  considère  également  les  projections  des  figures  dans  l’espace , mais 
seulement  snr  deux  plans  coordonnés , ce  qui  est  un  degré  de  simplification  ; 
elle  pourrait  même  ne  faire  usage  que  d’un  seul  plan  de  projection,  en  in- 
diquant b hauteur  des  points  au-dessus  de  ce  plan  jxir  des  cotes,  comme 
ü arrive  dans  certa'ins  levés  militait  es,  et  comme  ccb  est  géuci-alemcnt  usité 
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en  Fortificaiion  (*),  où  le  peu  de  régularité  des  formes,  dans  le  sens  vertical, 
joint  à leur  peu  de  relief,  relativement  aux  dimensions  horizontales , prête 
difficilement  à la  reprcsenuiion  au  moyen  de  projections  verticales. 

Voici  donc  quel  est  l'avantage  de  ces  différentes  méthodes'  : jpar  la  projec- 
tion des  figures  planes  sur  des  droites , on  réduit  Texamen  des  relations  de  ces 
figures  à celui  des  relaticms  beaucoup  plus  simples  entre  les  distances  comprises 
sur  les  axes  de  projections*,  au  lieu  de  deux  dimensions,  on  n'en  a souvent 
jdus  qu'une  à etmsidérer,  ou , si  l'on  en  a deux , elles  sont  toujoun  mesurées 
dans  des  directions  paraQcles  ou  sur  les  mêmes  droites  ; des  réflexions  analogues 
sont  applicables  aux  coordoimées  dans  Pcspacc.  D'ailleurs  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles  et  la  proportion  de  Pstuacoke  , qui  sont-  les  bases  de  1a  Géo- 
métrie, suffisait  dans  tous  les  cas  pour  repasser,  de  ces  relations  particulières 

(*)  Dâiu  ee  proÿrctioay  U po&itioa  abioW  éîrotu  dâ&i  Tespaoe  eti  iodupi^e 

par  Us  cotrt  <te  deux  poinu  de  u projection;  ccUe  d’oa  pUa  Test  p«r  sa  treec  faoriimule  cl  U 
cote  d'toi  qoelconquc  de  icf  poinu  , on  pet  U prejcciion  cotée  de  sa  ligne  de  plot  grsDde  porte , on 
pu  les  cotes  de  trois  tpiclcoiM{BM  de  ses  points^  dont  on  ■ U projection , etc.  Qttanl  à la  msnière 
dé£uiir  les  surfices}  on  est  dsns  rosage  ^ sof-toot  poor  ccQct  ne  sont  pas  •ssujetiies  ■ use  loi 
rtgooreusc,  de  te  donner  la  soité  des  Uenebes  parallèles  m plia  de  projection,  et  Wurs  cotes 
ao^stoa  de  oc  plan  ; mais  fleat  ^vldeM  ^e,  dans  1a  plopari  de*  ta*f  on  pcvit  te  cootenter|  comme 
ca  Gconëtrie  descriptive , de  Mcnatire  le  mode  particalierde  génération  de  la  serfacc , en  sedoiraaot, 
pardesMicSf  les  poioU|  Ica  droites  ou  plans  fixes  anxqocJa  Q se  repporte.  A Vt%ard  des  géitératdccs , si 
elles  sont  planes  et  constantes  de  forme , il  saJfit  d*aroir  k rabattement  de  l'cae  ({tieleonqne  d’entre 
elles  i«tr  le  plan  de  projection.  Enfin  les  lignes  k donUe  coorbare  peuvrai  être  défimes  par  Unr  pro* 
jectioc  et  par  one  sarface  quelconqae  q[u  en  contiendrait  les  dificrens  pointa.  £n  un  nuMt,  b figure 
dans  l'eipaoe  doit  être  tcn«neat  définie,  <]a’oo  puiftic  aisément  trooTcr  U cote  d’un  de  ses  pomts 
dont  00  entait  simplement  U peojccüon.  Il  est  drident  epe  b pKipcrt  des  figures  employées  dans  les 
aria  ee  prétest,  aana  dtfknltés,  li  een  diversca  ctmdiiiona;  en  sorte  qn'3  doit. être  posiibb  de  rd« 
sctulre  sar  elles,  direcumenl  et  à l’aide  d’nn  seul  plan  deprnjecUoB,  tontes  les  ipieitioDS  90  sont 
dw  ressort  de  b Géométrie  dcacriptive  ordinaire.  * 

£«s  premiers  essais,  en  ce  genre,  ont  été  bdtéjà  l’Ecole  do  Ocob.de  Méakees,  et  ils  sont  dos  k 
MX.  de  CitiTiLLON,  MrucT  oc  Mtrnx.ti;,  Dosoat,  McotiiTCn  et  on  Mémoire,  <pii 

a pont  dite  rannibi77S,  McrsKicm  a fait  «me  application  fort  hroreusc  du  tracé,  par  conibea  ko» 
riionCalca^  ponr  b rechercha  do  plan  tangent  (Dorni,  Etia»  historique  sur  pag.  137  et  soir.). 

Un  de  mes  anciens  camarades  è l'KcoIe  Pulytcoliuhpie  et  1 l’Ecole  de  Meta,  W,  Ü. , Capitaine  dn 
Génie , a fait , de  cette  partio  de  U Géométrie  descriptive , l'objet  de  aea  médiuuaiis  ; eapérooa 
n'en  restera  pas  U,  et  (jn’apgcs  avoir  donné  à aea  reclicrcitra  la  dévrtoppemeot  dont  ellee  aont  tua— 
ecptihlca,  il  consemin  k ^H|be  jour  sei  camarades,  h ecs  reclterchet  ponrroot  être  pbs  pat- 
ticoUèremeut  utiioc.  larWrv  1.  ‘ 
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aux  rcL-itions  généi-alcs  qtii  subsistent  entre  les  objets  mêmes  de  la  figure  ] de  là 
doit  donc  résulter  à la  fois  uniformité  et  simplidlé  dans  la  méthode,  mais 
aussi  nécessité  d'employer  des  calculs  plus  ou  moins  compliqués,  et  impos- 
sibilité de  poussoir  jamais  opérer  directement  sur  les  figures  ou  sur  les  grandeurs 
graphiques  qui  les  composent.  Malgré  ce  dernier  désavantage,  qui  cesse  d’en 
être  un  lorsqu’il  ne  s’agit  que  d’examiner  les  relations  purement  métriques 
d’une  figure , on  a vraiment  lieu  de  s’étonner  que , dans  les  Elémens , on  fasse 
si  peu  usage  de  la  conndération  des  projections  pour  simplifier  à la  fois  les 
énoncés  et  les  démonstrations  de  certains  théorèmes. 

Pour  montrer  im  seul  exemple  de  cette  application,  nous  considérerons 
un  poly  gone  quelconque  plan , coupé  par  une  droite  transversale  arbitraire. 

Si , en  effet , on  prt^ette  ce  polygone , sur  une  nouvelle  droite  quelconque , par 
des  parallèles  à la  première , et  si  l’on  observe  que  les  rapports  des  distances, 
qui  .ippai  üenneut  à un  même  côté , restent  les  mêmes  en  projection , on  en 
conclura  aisément  la  relation  conpue  entre  les  dilférens  segmens  formés  par  la 
transt'crsult;  sur  les  côtés  du  polygone  ; car  celte  relation  se  réduira  à une 
simple  identité  pour  la  projection. 

La  Tliéorie  des  transversales  qui,  suivant  la  remarque  déjà  faite  par  M.  Cakxot, 
n’est  à proprement  parler  que  la  Théorie  des  coordonnées  prises  sur  une  même 
droite,  et  réduite  par  conséquent  à un  plus  grand  degré  de  simplicité,  n’est 
donc  qu’un  corollaire , en  quelque  sorte  évident , des  principes  de  la  Méthode 
des  projections.  Or  un  grand  nombre  d’autres  théorèmes  sur  les  polygones 
et  sur  les  polyèdres  se  rattaclient  également , comme  on  sait , à ces  principes. 

Mais  poursuisons. 

Nous  avons  dit  que  la  Géométrie  descriptive , telle  qu’on  remploie  d’owB- 
naire , a , sur  celle  des  coordonnées,  l’avantage  de  ne  faire  usage  que  de  deux 
plans  de  projection.  De  plus,  elle  opère  directement  et  graphiquement  sur  les 
figures  de  projection , et , par  des  opérations  graphiques  encore , elle  remonte 
à ce  qui  concerne  la  ligure  même  dans  fcspace.  En  un  mot,  toutes  les  rela- 
tions ou  propriétés  descriptives  du  plan  sont  traduites,  par  elle,  en  relations  ^ 
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ou  propriétés  de  l'c^ace , et  réciproquement.  De  D donc , mdépendammcni 
du  caractère  d'extension  qu’elle  imprime  aux  objets  de  ses  conceptions , doit 
résulter  une  foule  de  rapprochemens  et  de  conséquences  infiniment  profita- 
bles k la  simple  Géométrie  et  à la  Géométrie  à trob  dimensions;  ce  dont 
Mohce  a montré  les  plus  beaux  exemples  dans  sa  Géométrie  descriptive  et  dans 
les  diOërens  Mémoires  qu’il  a publiés  depuis,  parmi  les  Recueils  de  l’Ecole 
Polytechnique.  Il  est  évident  que  ces  avantages  sont  uniquement  dus  à la  na- 
ture même  de  la  projection  qui , en  modifiant  la  forme  et  l’espèce  particulière 
des  figures , les  place  dans  des  circonstances  ou  plus  générales  ou  au  contraire 
plus  restreintes,  sans  pour  cela  en  détruire  les  relations  et  propriétés  géné- 
riques , ou  en  les  modifiant  seulement  d’après  des  lois  fort  amples  et  toujours 
faciles  à deviner  et  à saisir.  Tout  autre  mode  de  déforroatioD  n’aurait  point 
évidemment  les  mêmes  avantages. 

Mais  la  Méthode  des  projections  ne  se  borne  point  là,  et  ses  avantages  ne 
sont  point  limités  à ceux  qui  appartiennent  en  propre  à la  Géométrie  des- 
criptive ordinaire  et  à la  Théorie  des  coordonnées.  En  ciTet , dans  l'une , la 
projection  réduit  les  lignes  et  les  surfaces  à une  seule  dimension  en  longueur, 
et , dans  l’autre , les  lignes  courbes  restent  il  est  vrai  des  courbes , mais  les 
surfaces  sont  représentées  par  des  aires  planes;  c’est  un  avantage  sous  un 
cci^l^  rapport , mais  c’est  un  inconvénient  sous  plusieurs  autres , notamment 
eoi  ce  que  les  dimensions  efifectives  de  ces  objets  ne  peuvent  point  se  conclure 
directement  de  leurs  projections,  comme  cela  a lieu  pour  les  simples  dis- 
tances dans  le  premier  cas,  et  pour  les  simples  courbes  dans  le  second.  Or, 
il  est  une  manière  plus  générale  de  considérer  la  projection,  c’est  de  pro- 
jeter les  lignes  courbes,  planes  ou  à double  courbure,  sur  d’autres  lignes 
planes  ou  à double  courbure , et  de  projeter  pareillement  les  surfaces  courbes 
quelconques,  suivant  d’autres  surfaces  pareilles;  c’est-à-dire  qu’une  ligne  tout 
entière  sera  représentée  par  une  L'gnc  en  projection , et  une  surface  tout  entière 
par  tme  autre  surface  du  même  genre  : c’est  ce  qu’on  peut  nommer  propre- 
ment la  projection  reliej'  des  lignes  et  des  surfaces. 
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Celte  méthode , il  est  vrai , ne  sera  pas , sons  le  rapport  des  constructions , 
aussi  avantageuse  que  celle  de  la  Géométrie  descriptive  ordinaire  j mais  elle  aura 
la  propriété  de  conserver  la  plus  grande  analogie  possible  entre  la  figure  primi- 
tive et  sa  dérivée , et  de  permettre  ainsi  de  ramoier  facilement  les  relations 
métriques  ou  descriptives  de  Tune  de  ces  figures  à celles  qui  appartiennent  à 
fautre.  Elle  doit  donc  être  la  plus  féconde  de  toutes  lorsque , voulant  simple- 
ment ne  faire  usage  que  des  considérabons  de  la  Géométrie  rationnelle , on 
a pour  but  de  décousTir  les  pnqiriétés  des  lignes  et  des  surfaces  individuelles. 
Nous  véiTOns,  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  que  c'est  k ce  genre  de  pro- 
jection générale  qu’il  faut  rapporter  divers  modes  de  transformation , cmploj’és 
dans  les  arts  pour  les  lignes  et  les  surfiices  : comme  lorsqu'on  fait  croître  ou  dô- 
croHre  leurs  ordonriéea  dans  un  certain  rapport , soit  dans  leur  propre  di- 
rection, soit  dans  des  directions  parallèles  quelconques,  c'est-ct-dire  en  les 
faisant  balancer  ou  osciller  en  même  temps  sur  leurs  bases,  suivant  une 
quantité  angulaire  constante  (*).  Nous  verrons  aussi  que  ces  dilTérens  modes 
de  transformation  des  figures  ont  été  employés  par  plusieurs  géomètres , 
notamment  par  li>I.  Dcpiii  et  Chasles  , j>our  arriver  à la  connaissance  d’nn 
grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  des  lignes  et  des  surfitoes  du  second 
ordre. 

Enfin  jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  coordonnées,  ou  projetantes,  pai^l- 
lèles  entre  elles,  mais  cette  condition  n'est  pas  indispensable , ou  plutôt  on  petac 
la  i-cmplacer  psu-  la  condition,  beaucoup  plus  générale,  que  toutes  ces  projo- 
taiitcs  aillent  concourir  vers  un  point  ou  centre  de  projection  umqne  du  plan 
de  la  figure  ou  de  fcspacc  ; alors  la  projoction  sera  proprement  ce  qu'on  nomme 
conique  ou  centrale;  ce  sera,  si  l’on  veut  encore,  une  sorte  de  perspective 
dont  le  |)oIiit  de  vue  sera  ce  que  nous  venons  de  nommer  le  centre  de 

(*)  L«  premier  moyen  e»t  «oarent  employé  en  Foriificeiion  poor  renforcer,  snr  le  deuin,  le  relief 
3ee  ooTragcft,  toujoort  pen  eonftîdérable , comme  noue  t’avone  £iii  obeerrer,  eu  égard  en&  dimanione 
boriionules  da  projet;  l'objet  eai,  par  U,  d'aegmenier  récbêUedce  coautradioni , et  de  Ice rendre 
plu»  rigoureuses.  Le  second  est  principalement  usité  en  Arcbiiecture , ponr  oenTertix  les  arcs  droits 
en  arcs  rampans,  cto.  * 
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projcctiou , mais  qui  ii'aura  vcntablemcnt  de  tableau  que  dans  le  cas  où  tous 
les  objets  de  la  figure  primitive  seront  à la  Ibis  projetés  sur  une  seule  et  même 
aire  plane , ou  sur  une  seule  et  même  aire  courbe. 

Les  relations  on  propriétés , soit  métriques , soit  descriptives , qui  subsiste- 
ront à la  fois  dans  l'une  et  dans  l'autre  figures , auront  nécessairement  toute 
la  généralité  , toute  l'indétermination  possible  ; elles  devTont  être  indépendantes 
de  toutes  gnndeuis  absolues  et  déterminées , telles  qu'ouvcrturcs  d'angles , dis- 
omees,  paramétres  constans,  etc.  ; en  un  mot,  elles  seront  des  propriétés  de 
genre  et  non  d'espèce , comme  il  peut  arriver  pour  les  projections  par  des 
parallèles,  qui  ont  été  définies  précédemment. 

On  voit,  d'après  les  diverses  réflexions  qui  précèdent,  que  deux  moj'ens 
généraux , également  puissans , se  présentent  pour  perfectionner  la  Géométrie 
rationnelle  : l’un  qui  consiste  à étendre  l'objet  des  conceptions  de  cette  Géo- 
métrie à l'aide  du  priucipe  de  continuité , l'autre  qui  met  en  usage  les  principes 
de  la  doctrine  des  projections  pour  procéder,  par  une  marche  à la  fois  rapide 
et  exempte  d'bésitadon , à la  recherche  des  vérités  géométriques. 

Agrandir  les  ressources  de  la  simple  Géométrie,  en  généraliser  les  concep- 
tions et  le  langage  ordinairement  assez  restreints , les  rapprocher  de  ceux  de  la 
Géométrie  analyûque,  et  sur-tout  ofiTiir  des  moyens  généraux  propres  à démontrer 
et  A faire  découvrir,  d'une  manière  facile , cette  classe  de  propriétés  dont  jouis- 
sdlt  les  figures  quand  on  les  considère  (func  manière  purement  abstraite  et 
indépendamment  d'auaine  grandeur  absolue  et  déterminée , tel  est  fobjet  qu'on 
s'est  spécialement  proposé  dans  cet  ouvrage.  De  telles  propriétés  subsistent , 
avons-nous  dit , à la  fois  pour  une  figure  donnée  et  jxmr  toutes  scs  projections 
ou  perspectives  ^ ou  a donc  dû  les  distinguer  de  toutes  les  autres  par  le  nom 
générique  de  propriétés  projectives  en  rappelle,  d’ime  manière  abrégée, 
la  véritable  nature. 

Indépendamment  de  tout  ce  qui  a été  dit , dans  ce  qui  précède , sur  les 
propriétés  projectives,  fpnunc  elles  doivent,  sans  contredit , compter  parmi 
les  plus  généialcs  que  l'on  comiaissc,  elles  méritent,  à ce  titre  seul,  toute 
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l'attcution  tics  gcomctres  ; on  sait , en  eflet , que  les  pEopric'tcs  de  rétcndiie 
sont  d'autatit  [)lus  fécondes  en  conséquences  curieuses  ou  utiles  à la  pratique , 
tpi'ellcs  SC  trouvent  rcafcmiées  sous  des  énoncés  plus  généraux , plus  iàmplcs 
et  plus  faciles  à saisir.  On  sait  encore  que,  sous  l'indétermination  même  qui 
leur  est  propre,  elles  enveloppent  implicitement , et  comme  corollaires  immé- 
diats, toutes  les  propiiétés  particulières  des  figiffes. 

D’un  autre  côté,  nous  avons  vu  que,  pour  le  perfectionnement  de  la 
Géométrie  descrilnivc , comme  pour  celui  des  divers  ai-ts  dont  elle  est  la  base , 
ce  sont  principalement  les  méthodes  de  la  Géométrie  plane  qu'il  faut  tJienJier 
à étendre  et  à simplifier  ; et  que , parmi  les  propriétés , soit  métriques , soit  des- 
criptives, qui  jicuvent  appartenir  à celte  Géométrie,  celles  qui  sont  simplement 
relatives  aux  lignes  droites  et  aux  sections  coniques  sont  sur-tout  utiles  et  in- 
téressantes par  l’élégance  de  la  forme  et  la  facilité  de  la  description  de  ces  li- 
gnes. C’est  donc  vers  rétude  des  propriétés  projectives  de  ces  sortes  de  figures 
et  des  principes  de  projection  qui  les  concernent  que  nous  avons  dû  prin- 
cipalement diriger  nos  elTorts,  en  entreprenant  ce  travail. 

Un  grand  nombre  de  géomètres  distingués , à la  tête  desquels  il  faut  placer 
l’illustre  Monge  , ont  senti  toute  l'importance  des  ressources  que  pouvait  offrir 
la  doctrine  des  projections  pour  la  recherche  et  la  démonstration  des  propriétés 
générales  des  figures.  Pascau  , De  Lauike  , Lambert,  et  plus  récemment  encore 
M.  Carnot,  dans  son  Essai  sur  la  Théorie  des  transversales , MM.  Gercosne  , 
Servois,  Ferrjot,  Durrarde,  etc.,  dans  les  Annales  de  Mathématiques ^ 
MM.  Uachette  , Roche  , Chasles  , dans  la  Correspondance  sur  l’Ecole  Pofy- 
technique , ont  successivement  fait  usage , avec  plus  ou  moins  de  restriction , 
de  considérations  semblables  poitr  étendre  le  résultat  des  premières  conceptions 
géométriques.  Enfin  M.  Briakchon  a fait  insérer,  dans  le  X'.  cahier  du  Journal 
de  r Ecole  Polj'technique , un  Mémoire  qui  présente,  sur  ce  sujet,  des  ré- 
flexions à la  fois  neuves  et  étendues  ; je  me  fais  un  plaisir  et  un  devoir  de 
reconnaître  que  je  dois  l’idée  première  de  mon  travail  à la  lecture  de  cet  écrit. 
Mais  tous  ces  géomètres,  n’ajrant  en  vue  que  la  démonstration  de  quelques  pro- 
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priétés  particulières  des  figures , ne  se  sont  pas  occupes , d'une  tuanière  spèciale  j 
de  rechercher  les  divers  principes  que  la  seule  doctrine  des  projections  pouvait 
fournir  \ ce  qui  fait  que , pour  la  plupart , ces  propriétés  auraient  pu  être  établies 
d'une  manière  plus  générale  et  plus  simple  encore , comme  on  aura  lieu  de 
s’en  convaincre  par  la  suite. 

Un  Traité  complet  sur  les  propriétés  projectives  des  figures  embrasserait , pour 
ainsi  dire , toutes  les  propriétés  particulières  et  générales  de  fétcnduc  ; aussi 
voulons-nous  borner  presqu'uniquement  nos  recherches  aux  considérations  qui 
sont  relatives  à la  projection  conique  ou  centrale.  Malgré  cette  restriction , qui 
doit  entraîner  avec  elle  toute  la  généralité  possible  dans  les  énoncés,  nous 
aurons  lieu  de  voir  que  la  classe  des  propriétés  projectives , ainsi  définies , est 
encore  d'une  étendue  immense , et  qu'à  cette  classe  se  rattachent  les  plus  an- 
ciennes comme  les  plus  intéressantes  découvertes  géométriques.  On  doit  dis- 
tinguer sur-tout  les  recherches  qui  font  le  sujet  ordinaire  de  la  Géomélrie  de 
la  ligne  droite  ou  de  la  règle , et  de  cette  ingénieuse  Théorie  des  transver- 
sales, dont  les  principes,  aussi  simples  que  féconds,  ont  beaucoup  accru,  dans 
ces  derniers  temps , le  champ  de  la  Géométrie  spéculative  et  pratique , et  mé- 
riteraient bien , selon  le  vœu  d’un  de  nos  savans  modernes  (*)  et  celui  de  l’au- 


(*)  Voy«s  U DoU  pUcée  au  eoameacaDCOt  èa  beau  JkUmtwt  sur  Us  Po{fgomtstt  Us  Pofy^cs^ 
par  M«  PoiiraOT)  ( X*.  cahier  ^ Journal  êa  VSettU  Poljisûmi^us  ).  Il  aérait  bien  à deairer  qce  le 
Cooaen  de  perfeclioanemeot  de  l’Ecole  Poljiuchmtpie  et  ldM«  lee  prcfeeae«>ra  dea  Collège*  (îiaasetit 
leur  auentioa  aur  oel  objet)  beaucoup  phia  importent ipi’oo  ne  le  penae  d'ordinairC)  teot  à cauae  dea 
développement  coosàdérablct  que  peut  encore  recevoir  U Théorie  det  IraïUTeraalet , que  parce  qu'elle 
tend  A remplir  un  vide  qui  te  fait  de  plot  en  plut  aeoUr  dans  le*  Elémcna  de  la  acieaee.  Noua  dteroiu 
▼doDtiera  l'encmple  de  notre  ancica  profeeceur  eu  Lycée  de  Meta,  M.  BadillI)  coonn  per  le 
grand  nombre  d’EUvea  qu'il  a formea  pour  l'Ecole  Polytechnique  y et  qui  ) dana  aes  court , ne  manquait 
jamais  de  donner  une  notion  aulfiaemment  approfondie  des  principes  de  oeiU  Théorie. 

La  Théorie  det  transvartalcs  rectilignei  et  tpbiriquet  vient  d'acquérir  d'ailleuri  un  nouvean  degré 
d'intéréi,  par  le  rapproidicnMat  qui  a été  fait  entre  tes  principet  et  ceux  de  U composition  des  forces 
en  Mécanique.  Bf.  CojJOLtS)  répétiteur  d' Analyse  k l'Ecole  Polytechnique)  a bien  voulu  m'en faire 
part  (Us  t&sO)  et)  sur  une  simple  tndicsüonj  M.  Gui(202t!Ct  s'en  est  servi  enauite  pour  de'monirer 
les  deux  beaux  tbéorcmea  de  la  pag.  189  du  tom.  IX  dca  Annales  tU  MaShétnatiijtm  y dont  l'un  avait 
été  énoncé  aeulemeot  par  M.  CoitiOLis.  Il  convient  ««hv»  de  dire  que  M.  GtaoOfWl  avait  déjà  ap« 
pUqué,  peu  de  temps  auparavant)  dea  principes  acmblables  & d'autres  recherches  géométriques. 
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leur  qui  les  a,  le  premier,  réunis  en  corps  de  doctrine,  d’être  admis  au 
nombre  des  Elémens  de  la  G<‘ométric  oixlinaire. 

Au  surplus , la  simplicité  des  considérations  mises  en  usage  par  la  Théorie 
des  transversales , sufllrait  seule  pour  faire  soupçonner  que  les  Grecs  ont  dû 
s’en  occuper,  si  d'ailleurs  I’appcs,  auteur  du  4'.  siècle , ne  nous  apprenait, 
dans  la  préface  du  MJ',  livre  des  Collections  mathématiques^  rjuTccxinE 
avait  composé  un  Traité  , eij  trois  livTCS,  sur  les  Porismes^  dont  les  considé- 
rations se  rapprochaient  probablement  beaucoup  de  celles  de  cette  Théorie 
et  de  la  Géométrie  de  la  règle.  Au  rapport  de  Pappis,  cet  ouvrage  d’Ec- 
(xiDE  était  plein  de  génie  et  d’invention  (arti/îciosissimiis) , et  fort  utile  pour 
la  résolution  des  problèmes  dilllciles  et  compliqués  ^ il  dit  que,  de  son  temps , 
on  ne  connaissait  plus  la  véritable  signification  des  Porismes,  parce  que  des 
commentateurs  peu  instruits  les  avaient  obscurcis  et  mutilés,  pour  ne  les  avoir 
pas  com[iris  dans  toute  leur  généralité , et  avoir  voulu  substituer  des  démons- 
trations restreintes  à celles  de  l'auteur.  Il  cherche  ensuite  à expliquer  fpiel 
sens  l’on  doit  atuicher  au  mot  Porismes;  mais  cette  explication,  déjà  peu 
satisfuisaulc  par  elle-même , renferme  encore  des  lacimcs , et  les  figures  sont 
perdues. 

Les  commentateurs  modernes,  parmi  Icsrjuels  on  doit  citer,  en  première 
ligne , les  Commanoix  , les  Fermât  , les  Schooten  , les  R.  Simson  , ne  paraissent 
guères  avoir  mieux  réusri  que  Pappis  ; et  nous  croirons  volontiers  que , de  leur 
temps , la  Géométrie  n’avait  point  encore  .assez  fait  de  progrès  : le  ilernier 
cependant  doit  être  excepté  pour  la  restitution  qu'il  a faite  de  plusieurs  pro- 
positions dans  le  genre  des  Porismes,  et  dont  les  énoncés  sont  mutilés  dans 
le  texte  de  Pappls  , grâce  à la  barbarie  des  siècles  du  moyen  âge  et  à figno- 
rance  des  copistes!  Pour  nous,  qui  n’avons  pas  la  prétention  d’expliquer  le 
sens  du  texte  de  Pappcs,  nous  nous  contenterons  de  faire  conuaitio,  dans 
le  cours  de  cet  ouvrage,  et  à mesure  que  l’occasion  pourra  s’en  présenter, 
divers  théorèmes  qui  ont  dû  ajipai  tenir  au  Traité  d’EitxiDE  sur  les  Porismes 
et  dont  CoMMASDis , dans  sou  commentaire  sur  Pappis  , a , nud-à-projxis , res- 
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treinl  les  énonces,  les  démonstrations  et  les  figures  : nous  y ajouterons  aussi 
ceux  qui  ont  été  restitués  ou  indiqués  par  R.  Snwsox  et  par  les  difTérciis  géo- 
mètres tpii,  de  nos  jouis,  sc  sont  occupés  de  la  Théorie  des  transversales, 
et  l’on  demeurera  convainni,  ou  du  moins  l’on  inclinera  fortement  à croire 
que  le  traité  des  Porismes  d’EücuoE  n’avait  guères  d’autre  objet  que  ces  pro- 
priétés générales  et  abstraités  des  figures , dont  le  caractère  ne  pouvait  que  dif- 
ficilement être  défini  par  la  langue  de  la  Géométrie  ancienne  5 en  un  mot, 
que*  les  Porismes  étaient  de  véritables  propriétés  projectives , déduites , par 
Euclide  (•) , des  considérations  de  la  Perspectis  e , qui  lui  étaient  devenues 
familières,  à en  juger  par  un  Traité 'qn’il  a ptîblié  sur  ce  dernier  objet.  On 
trouve  d’ailletirs , dans  les  Coniques  d’Apou-osivs  du  Perge , plusieurs  pro- 
positions du  même  genre , et  que  nous  ferons  connaitre  dans  la  II”,  section 
de  ce  Traité. 

Nous  aurons  aussi  l’occasion  de  voir,  au  sujet  de  ces  diverses  recherches, 
que  les  Anciens  ne  s'étaient  point  bornés  simplement  aux  considérations  re- 
latives auîi  figures  planes,  et  qu’ils  avaient  également  découvert  le  principe 
fondamental  de  la  Théorie  des  transversales  sphériques^  ipie  Cl.  Ptolémée 
même , dans  son  Almngeste , en  a fait  usage  jKuir  résoudre  plusieurs  pro- 
blèmes d’Astionomie  5 mais  notre  intention  n’est  pas  defiiirc  ici,  en  détail,  l’hLs- 

(*)  Telle  parait  éir#  tiiui  ropinion  peraoonelle  clu  tarant  profcaieur  à l'Ecole  des  ponti  et  chausa^et 
de  France,  M.  fisCKMAinr,  qui  a'eii  occupé  de  traduire,  dana  notre  langue,  ronrrage  de  Pa?rrs, 
et  qui  ne  tardera  probablemcDt  pas  k faire  jouir  le»  amaicura  de  l'ancienne  Géooictrie , de  ce  fruit 
de  longue»  et  pénibles  recbcr^ca.  Remarquona,  à celte  occasion,  que  Ton  a géoeralemeot  tort  de 
croire  qu'il  oc  faille  que  de»  coDuaisiancea  fort  ordinaire» , m Géométrie , pour  tire  et  comprendre  le» 
ouvrages  qui  noos  ont  été  transmis  par  les  Anciens;  tout  porte  k penser,  au  cuntraire,  que  leur» 
eonoaiasanecs  en  ce  genre  étaient  auaai  profondes  qu*«tenduca  ; car  la  plupart  de  leurs  écrit»  scito- 
tifiqoes  ne  noaa  sont  cnnuus  que  par  le»  frngmeo»  imparfaits  qui  noua  realeol  dca  CoiUetiont  de 
Pappu»,  qui  pourtant  u’claicnt  que  de  aiuapica  Lemmcjf  de  aimple»  éclairciaactnens  wr  certains  pas- 
sages diQicilca  {pic  présentairal  ces  écrits , dtji  drligurés  ou  mal  rouipti»  Je»  le  temps  <le  ce  ge’omèlre, 
c‘esl>à-dire  vers  le  4^  siicle  de  l'ire  clirctienue.  Il  est  même  ii  remarquer  que  C«  n est  que  depuis  pea 
que  Ton  est  pair  sam  à restituer  quelques-uns  des  Leimues  de  Pappcs  , et  saixs  doute  que  plusieurs 
des  rctuluis  géométriques,  dont  s*lionorem  Ira  Modentra,  ont  été  preseeniis  o«t parfaiterueot  connus 
dta  Grecs.  Noua  u’en  ▼ooloBê'.ponr  |imyc  que  le  iliéorènc,  sur  la  cubalurs  des  subUra,  al  gcaé- 
ralemeut  connu  et  si  mnUa-peopos  attribue  k GvLDtlf,  bien  qo*d  se  trouve  énoncé  foruicUcmrnt  dan» 
les  CvUcationt  de  Pappcs. 
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tonquc  des  propriétés  projectives , pour  lequel  on  doit  beaucoup  à M.  Bhiah- 
cnoN , et  nous  coutiiiuerons , dans  ce  qui  suit , d'en  présenter  simplement  le 
point  de  vue  général  et  philosojibiquc. 

Desargves  , ami  de  nilustre  Descartes  , et  dont  cclui<i  faisait  le  plus  grand 
cas,  comme  géomùüej  Desarcues  qu’on  peut  appeler,  à plus  d'im  titre,  le 
Mokge  de  son  siècle,  que  les  biographes  n’ont  pointasses  connu,  ni  assez  compris  \ 
Desarge'es  enfui  que  des  contemporains , indignes  du  beau  titre  de  géomètre , 
ont  noirci , persécuté  et  dégoûté , pour  n’avoir  pu  se  mettre  à la  hauteur  de 
ses  idées  et  de  son  génie,  fut, .je  crois,  le  premier,  d’entre  les  modernes,', 
qui  envisagea  la  Géométrie  sous  le  point  de  vue  général  que  je  viens  de  faire 
connaitre.  H uaita,  soit  par  les  conridérations  de  l’espace,  soit  par  la  Théorie 
des  transversales , quelques-unes  des  propriétés  des  triangles  et  du  quadrila- 
tère, en  imaginant,  à cet  effet,  une  notation  ingénieuse,  à l’aide  de  laquelle 
il  réduisait  la  multiplication  et  la  division  des  rapports  composés , qui  se  re- 
produisent à chaque  pas  dans  cette  Théorie , à de  simples  additions  et  sous- 
tractions de  quantités.  On  peut  en  voir  un  exemple  dans  une  petite  note 
placée  à la  fin  de  certains  exemplaires  du  Traité  de  Perspective  publié, 
en  1648,  par  Rosse,  qui  n’était  rien  moiqj  que  géomètre,  bien  qu’il  fut  ex- 
cellent graveur , et  qu'il  eût  reçu  des  leçons  de  Desarcoes. 

Descartes  écrivait , en  janvier  1 63g , au  sujet  d’un  papier  de  Desargces  , 
que  lui  avait  transmis  le  P.  Mersexse  : « La  façon  dont  il  commence  son  rai- 
» sonncmciit , en  l’appliquant  tout  ensemble  aux  lignes  droites  et  aux  cour- 
» bcs , est  d'autant  plus  belle  qu'elle  est  plus  générale , et  semble  être  prise 
* de  ce  que  j’ai  coutume  de  nommer  la  Métaphysique  de  la  Géométrie , qui 
» est  ime  science  dont  je  n’ai  point  remarqué  qu’aiiam  autre  se  soit  jamais  servi , 
» sinon  Abciiiüiéue.  Pour  moi , je  m’en  sers  toujours  pour  juger  en  général  des 
» choses  qui  sont  n-ouvablcs,  et  en  quels  lieux  je  les  dois  trouver.  » Il  ajoute 
qu’on  ne  doit  pourtant  pas  tellement  s’y  fier  qu’on  se  croie  dispensé  de  toute 
es|iècc  de  démonstration  : que , par  exemple , en  appliquant  les  mêmes  raison- 
nemens  aux  lignes  droites  et  aux  courbes , il  faut  preucL'e  garde  qu’il  n’y  ait 
rien  qui  ajiparliemie  à leur  différence  spécifique. 
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Il  parait  bien  évident , d'après  cette  lettre , que  Desaucves  avait  deviné  et 
connu  Textemion  qu’on  pouvait  donner  aux  principes  élémentaires  de  la  Tliéorie 
des  transversales,  en  les  appliquant  indistinctement  aux  systèmes  de  ligues 
droites  et  aux  lignes  courbes  j et,  eu  elTet,  M.  Carxot  a démontré  depuis, 
dans  sa  Géométrie  de  position  (Voy.  le  ch.  I''.,  sect.  II,  du  présent  ouvrage), 
qtie  la  relation  entre  les  scgniens , formés  sur  les  côtés  d'un  triangle  coupé  par 
une  courbe  géométrique  d'ordre  quelconque , est  précisément  celle  qui  a beu 
pour  un  autre  triangle  coupé  par  un  système  de  droites  en  nombre  égal  à 
celui  qui  marque  le  degré  de  cette  courbe  ; de  sorte  que , sous  ce  point 
de  vue  général , le  système  de  deux , de  trois , ....  droites  tracées  cLins  un  plan  , 
doit  être  considéré  comme  représentant  une  courbe  du  a*. , du  3". , ....  onlre, 
doit  jouir  des  mêmes  propriétés , quant  à ce  qui  concerne  la  direction  indéliulu 
des  li^cs  et  leurs  rapports  indéterminés  de  grandeur,  propriétés  que  nous  avons 
d'dessus  caractérisées  ]>ar  l'épithète  de  projectives. 

Au  surplus,  il  ne  parait  pas  que  Desargces  ait  rien  écrit  sur  les  combes 
d’ordre  supéricm , et  qu’il  ait  envisagé  la  (picstion  dans  toute  sa  généralité } 
il  est , au  contraire , raisonnable  de  croire  qu'il  s’est  contenté  d’examiner  le 
cas  où  la  courbe  est  simplement  une  section  conique,  pom  lequel  le  théo- 
rème de  M.  Carxot  i>cut  se  démontrer  directement  et  d’une  manière  pure- 
ment élémentaire.  Cest  ce  qu’on  voit  par  ime  autre  lettre  de  Dfscartes  , où 
il  est  question  d'un  projet  de  Traité  des  sections  coniques  dont  s'occupait 
Desargces,  et  dans  laquelle,  tout  en  lornint  ce  dernier  sur  le  but  qu’il  cherchait 
à remplir,  il  le  blimc  d'avoir  voulu  refaire  la  langue  de  la  Géométrie  an- 
cienne , et  d'avoù*  employé  des  termes  nouveaux , dans  l'invention  desquek  il 
reconnaît  ]x>urtant  s de  fesprit  et  de  la  grâce  ».  On  voit  aussi , dans  cette  lettre, 
que  Desabgi'u  avait  coutume  de  considérer  les  systèmes  de  droites  parallèles 
comme  coucomaut  à fiuGni , et  qu'il  leur  appliquait  le  même  raisonnement  j 
sur  quoi  Descartes  fait  des  réOexions  analogues  à celles  que  nous  avons  déjà 
rapportées  ci-dessus. 

Nous  citons  d'autant  plus  volontiers  ces  passages  des  lettres  de  Descartes, 
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qu’ils  moulrcnt  qu’à  une  époque  où  la  Méthode  des  coordonnées  venait  à 
peine  de  naître , Dusaju;les  cherchait  à imprimer  aux  conceptions  de  la  simple 
Géoméüie , une  gétniralité  qu’elle  n’a  reçue  que  heaucoup  plus  tard  , et  par  le 
concouis  d'un  grand  nombre  de  sas  ans  géomètres. 

Quant  au  Traité  des  sections  coniques,  dont  parle  DEscAr.Tts,  il  p."irait  être 
le  même  que  l’écrit  qui  a été  publié  en  1 63t),  sous  le  titre  de  : lirouiUon-Projet 
d’une  alicinte  aujc  éeéncmens  des  ratcontres  du  cône  aeec  un  plan , etc.  \ 
OuM-age  que  nous  ne  connaissons  que  par  la  critique,  l'ort  amère  et  fort  peu 
lumineuse , qui  en  a été  faite  par  I!e.vicra>t>,  dans  une  lettre  imprimée  qu’on 
trouve  encore  à la  Blhhothèque  du  Ifoi , et  rpii  est  loin , sans  doute , de  pouvoir 
fixer  nos  idi'cs  sur  l’esprit  de  la  méthode  employée  pr  Dcs.uicu£S,  Kous  fe- 
rons connaître,  au  commencement  de  la  seconde  section  de. cet  ouvxage,  le 
peu  que  nous  a transmis  ÜtACGictND  sm'  cet  écrit  de  Dessboces  , cl  fou  verra 
qu’il  devait  briller  partout  des  traits  de  l’originalité  et  du  génie. 

PxsiUL , qui  n’avait  encore  que  seize  ans , cl  qui  déjà  comptait  parmi  les 
plus  grands  géomètres  de  son  temps , guidé  d’ailleurs  par  les  pré<-eples  et  l’exem- 
ple de  Dks.vrcl'es,  comme  il  a soin  de  nous  f apprendre  lui-même,  fit  pa- 
raître en  t64o,  c’est-à-dire  peu  de  temps  après  l'écrit  de  ce  dernier,  son 
Essai  pour  les  Coniques;  c’est  une  notice  très-courte,  remarquable  par 
l’usage  que  P.VSCAL  y fait  des  considérations  de  la  perspective  ou  projection 
centrale , et  par  un  passage  où,  en  donnant  les  plus  grands  éloges  à Desargi'es  , 
il  dit  que  ce  géomètre,  dans  la  méthode  qu'il  avait  suivie,  traitailgénéralemenl 
des  sections  du  cône , sans  se  servir  du  Irian^le  par  Tojce.  Parmi  plusieurs 
propositions  dans  le  genre  de  celles  de  la  Géométrie  de  la  règle  et  de  la 
Théorie  des  transversales,  cet  Essai  renferme  fénoncé  de  la  propriété  de  l’hexa- 
gone inscrit  aux  coniqubs , attrilruée  à Desxbgces  par  Desiartes  , et  que  Pascal 
a ensuite  employée  sous  le  nom  d'ilejcagrammiim  mfsUcum^datis  un  Traité 
inédit  sur  les  sections  coniques,  que  Leibmtz  a eu  entre  les  mains,  lors  de 
son  séjour  en  France,  en  1676,  cl  dont  ce  grand  homme  nous  a transmis  une 
analyse  très-succincte , qni  est  tout  ce  qui  nous  reste  de  cet  ouvrage  de  Pascal. 
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A en  jnger  par  les  titres  des  six  livres  dont  il  ëtait  composé  (*) , cet  ouvrage , 
beaucoup  plus  étendu  que  celui  de  Desargces,  sur  le  même  sujet,  devait 
renfermer  les  plus  belles  des  propriétés  projectives  des  sections  coniques , au- 
joordliui  généralement  connues  des  géomètres  ; et , en  effet , elles  ne  sont , pour 
la  plupart , que  des  corollaires  fort  simples  .de  l'hexagramme  mystique , qui 
lui-même  n'est  qu'une  extension  du  Porisme  de  Pappcs,  ou  plutôt  d'EucuDE, 
sur  l'hexagone  inscrit  à Pangle  formé  par  deux  droites.  Quelle  fatalité  a 
donc  fait  disparaître  ces  productions  de  trois  hommes  doués  d’un  génie  éga- 
lement original  et  profond  f 

Dans  un  autre  écrit,  qui  porte  la  date  de  l654 1 encore  men- 

tion de  son  Traité  complet  des  sections  coniques,  en  rendant  compte  de 
plusieurs  ouvrages  dont  il  s'était  occupé , et  dont  il  se  contente  simplement 
de  rapporter  les  dtres.  Parmi  ces  recherches  de  Pascu.  , nous  ne  citerons  id 
que  celles  qui  sont  relatives  aux  Contacts  des  sections  coniques , aux  Lieux 
plans  et  à la  Perspective^  qui,  d'après  ce  qu'il  en  dit  lui-même  (**) , devaient 
être  traitées  avec  une  grande  généralité , et  par  des  prindpes  tout  è fait  difiërens 
de  ceux  jusque-là  mis  en  usage , soit  par  les  andens , soit  par  les  nouveaux 
géomètres. 

L'éditeur  des  OEu\Tes  de  Pascai.,  que  Ton  croit  être  M.  l'abbé  Bosser, 
pensait,  d'après  les  progrès  qu'avaient  faits  toutes  les  branches  des  sciences 
exactes  depuis  ce  grand  homme , que  l’on  ne  devait  pas  beaucoup  regretter 
la  perte  des  divers  ouvrages  que  nous  venons  de  rappeler  ^ nous  croyons  que 

(*)  Nogs  IruMcriTou  id  oc*  tiins,  d'aprt*  U leUn  de  Lnaxirx,  iiitcrte  dan*  le*  OSaTro  d* 
IPascai.  (tom.  4.  Xd.  d*  1779)^  et  dont  I*  det*  cet  dn  So  *oAt  1676: 

I.  Gtmrùiio  cord  netùmum  tar^sntium  H nea/Umm  , eôv  frc/telio  pcnpStrûg  fangMliim  ce  mow- 
ImmenW.,  in  ^uüutcun^  oeulî ^ pUni  oc  tah*Ba  poûtiooiSuc.  II.  J3e hexegremno  mjetioo  cicocùcoi 
Tll,  De  qnahcor  tangentihu»  yd  nctit  puncta  eooenvm  jungcntiSuCy  ymSi  rectnntm  hnrmonici  uctorum 
et  âiametrerum  proprietatee  oriuntur,  IV.  De  preportionHut  tegmentcnpn  eecantûan  et  tar^entàm, 
V.  De  tnctiooAu  oonicicy  tête  ie  punetit  et  reetù  quat  lectio  camco  attli^it,  VI.  De  loco  cotldo, 

(**)  -Eoej  PZdtti  t tton  tolùm  mi  quoi  é eeteriSnt  tempo*  aèripoil  y nec  tolùm  UH  quoi  hit  ret» 
tituti*  perilhulrù  hujut  tecifecmetra  eoijunril  y teS  et  olü  hue  oiqœ  non  meti,  utrotque  ccmpleeletde* , 
et  umüi  latiàt  erulennteey  methejoy  ut  ccnjicere  eily  emoM  nceây  quippe  nwS  pnetUnley  eût  Icmen 
longi  inneri.  PSRSPMCTtVA  ttSTBODCSy  etc. 
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Lieu  peu  de  personues , qui  aiment  à 5ui\TC  la  luarcLe  progressive  de  nos  ide'es 
et  de  nos  découvertes  en  Ccomctrie , seront  de  cet  avis , sur-tout  si  elles  se  re- 
portent à l'c[)oquc  où  e’erivait  ce  savant  éditeur  j nous  croyons , en  outre , 
qu'on  nous  pardonnera  aisément  les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  en- 
trés , et  qu’on  ne  les  trouvera  pas  dénués  de  tout  intérêt. 

Apres  DrsAnccEs  et  Pascal,  il  s'écoula  un  grand  nombre  d’années,  sans 
qu'il  parût  rien , sur  les  propriétés  projectives  des  figures , qui  soit  digne  d’être 
cité  ou  qui  ITit  véritablement  neuf.  En  elTet , l'ouvrage  de  Grégoire  de  St.- 
Yimest,  intitulé:  Opus  geometriciun  ^ et  qui  parut  en  i647i  renferme, 
eu  ce  genre , que  quelques  théorèmes  relatifs  à la  division  harmonique  des 
lignes  droites , qu’il  nomme  mojenne  et  extrême  raison  proportionnelle  ; et 
ces  théorèmes  se  trouvent  exposés  , pour  la  plupart , dans  les  Collections  de 
Pafpvs  ; on  en  peut  dire  à peu  près  autant  du  Traité  in-4°.'  des  sections 
coniques  -que  De  Laüire  fit  paraître  en  i6y3,  et  qui  contient  presque  toute 
la  Théorie  âes  pôles  et  des  polaires  des  lignes  du  second  ordre,  outre 
celle  do  la  division  harmonique  des  lignes  droites , mais  d'après  une  marche 
dénuée  entièrement  d’élégance  et  de  généralité.  De  Laure  écrivait  peu  de  temps 
apres  Desargles  et  Pascal  , et  il  cite , dans  sa  préface , les  écrits  du  premier^  il  a 
donc  dû  connaître  plusieurs  des  beaux  résultats  auxquels  ib  étaient  parvenns  j 
sou  travail , qui  fit  beaucoup  de  bruit  dans  le  temps , sur-tout  à l’étranger , doit 
aiusi  être  placé  bien  au-dessous  de  celui  de  ces  illustres  géomètres , tant  pour 
l’invention  que  pour  l’exposition,  et  parce  qu’il  n’est  point,  à beaucoup  près, 
aussi  complet  et  aussi  étendu  que  le  leur  5 sous  ce  rapport  même , on  peut 
dire  que  cette  partie  de  la  science  avait  rétrogradé. 

Ce  ne  fut  que  vers  le  commencement  du  siècle  suivant,  c’est-à-dire  de  1720 
à 1750,  que  le  célèbre  Mac-Laoris,  reprenant  le  travail  de  De  Lahire,  re- 
trouva , sans  doute  (*)  sans  avo’ir  eu  connaissance  des  écrits  de  DrAAnccrA  et  de 

(*)  BCaoLavmH  notai  tppriod,  an  lojet  d«  la  diapotc  qai  l'eii  clevee  cuire  lui  et  BnAiKnniTDOB , 
dans  les  Transaetiom phUotophùjutt  àt  1735,  c'cM  peoebot  ton  i^jottr  k Nancy,  en  ooTonbre  1733, 

qa'ü  entreprit  cci  recherches.  • 
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Pascal  , les  priacipaiix  théorèmes  qui  avaient  dû  les  occuper , notamment  la 
propriété  de  l'hexagramme  mystique  j il  en  découvrit  en  outre  plusieurs  autres, 
d’un  genre  analogue , soit  sur  les  sections  coniques , soit  sur  les  courbes  d'ordre 
supérieur,  et  il  indiqua  même  des  moyens  pour  décrire,  par  points,  ces 
dilTérentes  courbes.  On  remarquera  toutefois  que  sa  méthode  est  inférieure  à 
celles  de  ces  géomètres,  en  ce  qu’Q  emploie  sonvent  le  calcul  algébrique, 
et  qu'il  ne  fait  jamais  usage  de  ces  considérations  générales  fournies  par  la  Per- 
spective ou  par  la  Tliéorie  des  transversales. 

Nous  ne  croyons  pas  nécessaû-c  de  faire  connaître  la  multitude  des  ouvrages , 
sur  les  sections  coniques , qui , depuis  Mac-Lacrin  , ont  paru  soit  en  Angle- 
terre, soit  en  Suède,  soit  en  Allemagne,  et  dans  lesquels  les  recherches  de 
ce  géomètre  ont  été  reproduites , souvent  par  des  voies  pénibles , quelquefois 
d'une  manière  incomplète,  et  presque  toujours  sans  rien  y ajouter  qui  soit 
bien  digne  d’intérêt.  Draire!cku>ce  et  R.  Simsoh  , qui  écrivaient  à-pen-pres  en 
même  temps  que  Mac-Lacbm  , doivent  cependant  être  exceptés , tant  parce 
qu’il  .est  encore  douteux  que  le  premier  ait  eu  connaissance  des  travaux  de 
ce  géomètre , qu’il  a même  devancé  dans  la  publication , que  parce  que  l'antre 
a découvert  ou  restitué  plusieurs  théorèmes  des  Anciens , qui  ont  pu  ouvrir 
la  voie  à Mac-Lauris  pour  des  rechcrclies  plus  relevées.  Le  TVaité  des  sec- 
tions coniques^  que  R.  Simsoh  a fait  paraître  à Edimbourg , en  i ^So , et  dans 
lequel  se  trouvent  exposées  plusieurs  des  propriétés  projectives , soit  graphiques  , 
soit  métriques,  qui  ont  occupé  Desadgces,  Pascal  et  Mac-Lacaih  , est  d'ailleurs 
remarquable  par  la  riguciu  des  démonstrations,  toutes  à la  manière  d'EucuoE 
et  d’ApoLLOHics.  Enfin  on  doit  encore  distinguer  le  célèbre  Iamuert  qui , dans 
un  Traité  de  Perspective , publié  en  1 77.4 , employa  le  premier , depuis  De- 
SABGCES  et  Pascal,  les  considérations  générales  de  celte  Théorie  pour  établir 
plusieurs  propositions  élégantes  (Lins  le  genre  de  celles  de  la  Ciiométrie  de  la 
règle , et  cpii  sentit  ainsi , jusqu'à  un  certain  point , les  ressources  (ju'on  pouvait 
tirer  de  ce  genre  de  considérations.  * 

On  avait  entièrement  oublié  ces  sortes  de  recherches  en  France , où  les  es- 
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priu  se  trouvaient  naturellement  dirigés  vers  des  spéculations  plus  relevées, 
mais  non  plus  intéressantes , ni  plus  immédiatement  utiles , lorsque  Mokce  , 
dans  son  immortelle  Géométrie  descriptive,  démontra,  avec  cette  élégance 
qui  lui  est  propre , les  principales  propriétés  de  la  Théorie  des  pôles  des  lignes 
et  des  surfaces  du  second  ordre.  Bientôt  après  parut  la  Géométrie  de  position 
de  M.  Cahkot  , qui  renferme , à-pen-près , tous  les  résultats  auxquels  ont  dû 
parvenir  Eccude  , Desaagces  et  Pascal  , et  où  se  trouve  exposée , pour  la 
première  fois  et  dans  toute  sa  généralité , cette  belle  Théorie  des  transversales 
dont  nous  avons  déjà  si  souvent  parlé  dans  ce  qui  précède , et  dont  les  Anciens 
n'avaient  fait  qu'entrevoir  les  principes  et  la  fécondité. 

Ce  savant  ouvrage  fût  aussiôt  suivi  de  plusieurs  autres , où  Ton  s'attache  à 
simplifier  et  à étendre  les  mêmes  doctrines.  Telles  sont  les  Solutions  peu  connues 
de  différens  problèmes  de  Géométrie  pratique^  publiées  en  i8o5,  par  M. 
Sekvois  ; ouvrage  vraiment  original , et  qui  a le  mérite  d’offrir  les  premières 
applications  de  la  Théorie  des  transversales  à la  Géométrie  de  la  Règle  ou  des 
Jalons^  et  d'avoir  ainsi  mis  au  jour  la  fécondité  et  futilité  de  cette  Théorie.  Telles 
sont  aussi  les  recherdies  ingénieuses  de  M.  Bmakcho»  , qui  étendit  les  théo- 
rèmes de  Mohc.e  et  de  Lnxr , sur  les  pôles  et  polaires  des  surfaces  du  second 
ordre , et  découvrit  la  propriété  de  fhexagone  circonscrit  aux  coniques , non 
moins  féconde  et  non  moins  élégante  que  celle  de  Pascal  sur  fhexagone 
insciit.  Tel  est  enfin  ï Essai  même,  de  M.  Carnot  , sur  la  Théorie  des  trans- 
versales j oaws^e  dons  lequel  fauteur,  mettant  à profit  scs  propres  découvertes 
et  celles  des  savans  qui  viennent  d'être  cités,  offre  un  résumé  lumineux  des 
divers  principes  élémentaires  et  des  applications  de  cette  Théorie. 

Depuis  cette  époque , beaucoup  d'autres  géomètres,  dont  les  noms  ont  déjà 
été  rappelés  plus  haut , se  sont  occujtés  des  mêmes  questions  et  des  mêmes 
théories , soit  dans  les  Recueils  de  f Ecole  Polytechniipc , soit  dans  les  yin- 
uales  de  Mathématiques  i mais  il  n’en  est  aucun  qui  ait  autant  fiiit  potir  elles 
que  M.  Rmanchon.  Son  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre  ^ publié 
en  1817,  celui,  sur  les  courbes  de  raccordement ^ qu'il  a inséré  tout  ré- 
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cenuneot  «lan»  le  XK*.  Cahier  du  Journal  de  (Ecole  Pofytechnique  ^ etc. , 
renferment , outre  plusieurs  prindpes  nouveaux  sur  les  sections  coniques  et  les 
^sternes  de  lignes  droites , la  solution  gàiërale  et  purement  géométrique  de 
cette  intéressante  quesdon  : Décrire  une  section  conique  assujettie  à toucher 
des  droites  ou  à passer  par  des  points , donnés  sur  un  plan  f Ce  qui , en 
admettant  que  certaiiu  points  ou  ccrtunc  droite  puissent  se  trouver  à l'infini , 
comprend  implicitement  toutes  les  questions  analogues  relatives  à rhjperbolc 
et  à la  parabole , comme  l’a  fait  voir  lui-même  M.  Biuancboi*  , aux  endroits 
dtés,  et  comme  Ta  aussi  montré,  d'après  ses  indications,  M.  Coste,  dans 
un  Mémoire  sur  la  parabole^  inséré  au  VUI*.  volume  des  drmalcs  de 
Mathématiques. 

U convient , au  surplus , de  remarquer  que  plusieurs  de  ces  questions  avaient 
déjà  été  traitées,  tTime  manière  à-peu-près  semblable  pour  quelques-unes  de 
celles  qui  n’exigent  que  la  règle , et  d'une  manière  beaucoup  moins  simple 
et  moins  élégante  pour  quelques  autres , d'abord  par  De  Labim  , ensuite  par 
MAr-LA.nwit , Bbai*ei«*idge  , Simso»  , etc.  Pascal  paraît  avoir  résolu  aussi  les 
mêmes  prtÿlèmcs  dans  scs  écrits  géométriques  (voj.  la  note  de  la  pag.  xlj  ) , 
mais  il  ne  nous  en  est  absolument  rien  parvenu. 

Quant  à ce  qui  concerne  i'bistoire  des  recherches  entreprises  par  les  géo- 
mètres sur  les  propriétés  projectives  des  ftgnres  à trois  dimensions  , nous  nous 
contenterons  de  signaler  celles  de  Moxce  sur  les  diamètres  conjugués  paral- 
lèles , finterseciion  et  le  contact  des  surfaces  du  second  degré  ^ celles  de  MM. 
Duptiis,  Dcpw,  Gaultier,  Cercosre,  etc.  sur  les  propriétés  générales  des  cercles 
et  des  sphères  qui  se  coupent  ou  se  touchent  ; celles , sur  les  projiriétés  analogues 
«les  suriàccs  du  second  degré  scmbbbles  et  semblablement  placées , qu’on  doit  à 
M.  Chasles,  qui  a mis  eu  «euvre.,  d’une  manière  très-heureuse,  les  principes 
de  la  Tliéorie  des  transversales , pour  démontrer  la  plupart  des  Üiéorèmes  de 
MoscEj  celles  cniiu  «le  M.  Lamé,  sur  les  surfaces  du  sccon«l  ordre  assujeuies 
à passer  par  les  mêmes  points  ou  par  les  mêmes  comlxrs.  Nous  avons  d'ailleurs 
déjà  (lit  un  mot  de  «jnclques  autres  recherches  semblables,  par  i!M.  ^!o^f^, 
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Livet,  Dcpim  , BniMicaoii  et  CoAstxs^  tel  est  donc  l'ensemble , assez  vaste , des 
decouvertes  géométriques  qui  se  rapportent  spécialement 'aux  propriétés  pro- 
)cctives  des  ligures , considérées  soit  dans  l'espace , soit  dans  un  plan. 

Dans  ime  analyse  aussi  succincte , et  pourtant  déjà  bien  étendue , il  a dû 
nous  échapper  beaucoup  de  choses,  et  il  ne  nousia  guères  été  possible  d'in- 
diquer, a^  ec  précision , la  nature  et  l'épOquc  des  diverses  découvertes  ; encore 
moins  avons-nous  pu  faire  connaître  l'esprit  des  méthodes  employées  par  les 
différens  géomètres  ; nous  avons  dû  nous  étendre  principalement  sur  les  ou- 
vrages peu  connus , ou  dont  il  ne  nous  reste  que  quelques  traces } en  im  mot 
sur  les  ouvrages  des  hommes  de  génie , qui  mai-quèrent  nos  premiers  pas  dans 
cette  partie  de  la  science  où  l’on  envisage  les  relations  les  plus  générales  et 
les  plus  abstraites  des  figures. 

D'ailleurs  le  but  de  l'Ouvrage  que  nous  mettons  au  jour,  est  d'offrir  un 
tableau , sinon  complet  ^ du  moins  assez  étcudu  , des  propriétés  projectives  ^ 
et  nous  saisirons  toutes  les  occasions,  qui  poun'Ont  s'offrir,  de  signaler  les 
premiers  inventeurs.  Cet  ousTage  sera  donc  véritablement  un  exposé  histo- 
rique et  scientifique  de  cette  branche  intéressante  de  la  Géométrie.  Nous  re- 
grettons toutefois  que  le  défaut  d'espace  ne  nous  permette  pas  d'y  faire  entrer 
nos  recbcrclics  relatives  aux  propriétés  projectives  des  courbes  géométriques 
des  diveis  ordres , et  nous  oblige  d'en  renvoyer  la  publication  à une  époque 
plus  recidéc  : cet  ensemble , plus  complet , aurait  montré  qu'il  est  pen  de  pro- 
priétés géiiéiiJes  de  l'étendue  qu’on  ne  puisse  ramener  dans  le  domaine  de 
la  simple  (iéomélric , au  moyen  des  ressources  ofl’et  les , soit  -par  la  doctrine 
des  projertions,  soit  par  loi  de  continuité. 
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PROPRIÉTÉS 

J^ROJECTIVES. 


SECTION  PREMIÈRE. 

PRINCIPES  GÉNÉRAUX. 

Il  d’cd  est  pas  de  la  méthode  purement  géométrique  comme  de  cefle  de 
TAnaljse  des  coordonnées;  dans  ccllc-ci  tout  se  ramène  immédiatement  i 
des  principes  connus , k des  procédés  unirurrocs  de  calcul , et  il  ne  reste  à 
celui  qui  l'emploie  qu'à  développer  les  conséquences  d'une  manière  plus  ou 
moins  élégante  et  rapide  ; dans  l'autre , au  contraire , les  principes  peuvent 
entièrement  manquer,  au  moins  ceux  d'où  découlent,  d'une  manière  directe 
et  immédiate , l'objet  particulier  que  l'on  a en  vue  ; et , pour  remplir  les  lacunes , 
ou  se  voit  quelquefois  obligé , après  plusieurs  essais , de  reprendre  les  choses 
d'un  peu  haut  pour  se  frayer  une  route  qui  soit  facile.  Tel  est  précisément 
le  cas  des  recherches  qui  suivent  ; comme  elles  se  rattachent  nécessairement 
à des  notions  jusqu'ici  étrangères  à la  simple  Géométrie , nous  nous  voyons 
entraînés  naturellement  à exposer  d'abord  ces  notions , pour  parvenir  ensuite , 
d'une  manière  à la  fois  rapide  et  simple , à Fobjet  partiadier  et  véritable  de 
ces  mêmes  recherches.  VoQà  poiuxpioi,  après  avoir  exposé  dans  le  premier 
chapitre  de  cette  scctioo  les  notions  préliminaires  concernant  la  projection  on 
perspective  des  ligures  en  général , nous  laisserons  là  ce  sujet  pour  ne  nous  oc- 
cuper , dans  le  chapitre  suivant , que  des  notions  relatives  à la  manière  d'être 
de  certaines  ligues  particulières  ; notions  sur  lesquelles  rej>osent , de  toute  néces- 
sité, les  principes  de  pcojection  qui  doit  ont  former  la  base  de  tout  l'ouvrage. 

Si  cette  marche  n’a  pas  l'avantage  d'être  aussi  directe  qu’on  pourrait  le 
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dtwcr,  clic  nous  fournira,  en  revanche,  l’occasion  de  présenter,  sur  Ici 
dépendances  qui  lient  entre  elles  les  lignes  droites  ei  les  sections  coniques, 
un  grand  nombre  de  considérations  nouvelles,  qui  nous  mettront  à même 
de  généraliser  le  langage  et  les  conceptions  de  la  Géométrie  ^ ce  qui  n’est  paj- 
le  but  le  moins  important  que  nous  ayons  cherché  à atteindre  dans  ce  travail. 

Au  reste , ayant  principalement  pour  objet  Pexamtn  des  propriétés  de 
figures  décrites  sur  un  plan , et  notamment  de  celles  où  n’entrent  que  det 
systèmes  de  lignes  droites  et  de  sections  coniques,  qui  offrent  par  ellcs-mèmet 
un  assez  vaste  sujet  de  recherches , et  sont  d’ailltnirs  presque  les  seules  em- 
ployées dans  les  arts  fondés  sur  le  dessin  linéaire,  nous  ferons  toujours  er 
sorte  de  ne  jamais  perdre  de  vue  ce  but  véritable  de  notre  travail,  et  di 
ne  recueillir  sur  notre  route  que  des  vérités  qui  s'y  rattachent  de  la  manièn 
la  plus  intime. 

D'après  cela , il  ne  sera  guères  question , dans  cette  première  partie  de  l’ou- 
vrage, que  des  notions  qui  peuvent  appartenir  en  propre  à ces  sortes  di 
figures , quoique  la  plupart  d’entre  elles  puissent  s’étendre , d’une  mam'ère  ana- 
logue , aux  figures  dans  l'espace  et  notamment  aux  surfaces  du  second  ordre 
Ou  aura  lieu  de  s’apercevoir  d'ailleuis,  qu’au  moj’cn  îles  principes  établis 
cette  extension  devient  assez  facile  et  assez  évidente , pour  que  nous  puission. 
laisser  à d’autres  le  soin  de  la  développer,  et  nous  renfermer  dans  les  juste 
limites  du  sujet  que  nous  voulons  traiter,  néanmoins,  dans  les  autres  partie 
de  l'ouvrage,  qui  coiicemcnt  proprement  les  ajiplications  des  principes  ren- 
fermés dans  la  première , il  nous  arrivera  (|uclqucfois  d'indiquer,  chemin  faisant 
soit  pr  des  notes,  soit  d’une  manière  très-rapide  thms  le  texte  lui-même 
l’extension  dont  jiourraient  être  susceptibles  certaines  propositions  ou  certaine 
tlicorics  particulières,  relativement  aux  figures  consdérces  en  gi'uéral  dan' 
Tcspacc.  Enfin  nous  donnerons , dans  le  supplément.^  voie  idée  assez  étendue 
de  la  manière  dont  ou  doit  traiter  ces  sortes  de  figures,  et  notamment  les 
surfaces  du  premier  et  du  second  ordre , pour  arriver  aux  principales  comme 
aux  plus  importantes  des  propriétés  qui  les  concernent. 

Pour  éviter  toute  espèce  d’ambiguité  par  la  suite , nous  rroj'ons  devoir  pré- 
venir expressément,  avant  d’entrer  en  matière,  tpie  les  droites,  les  courbes, 
les  plans,  etc.,  dont  il  sera  fait  mention  dans  le  cours  de  ce  travail,  seront 
supposes  indéfiniment  prolongés  dans  l'espace;  le  discoius  fera  connaître  les 
cas  où  l'on  n'en  considérerait  qu’une  portion  terminée  et  finie.  Ainsi , quand 
il  sera  question  des  points  de  rencontre  de  certaines  coixles  inscrites  à des 
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courbes,  ou  de  certains  côtes  d’un  pol^'j-onc  avec  une  ligne  ou  transversale 
quelconque , nous  entendrons  toujoui'S  parler  de  la  direction  indéOiiie  de  ces 
cordes  et  de  ces  çôtés^  il  est  sans  doute  inxililc  d’ajouter  que  nous  donnerons 
au  mot  de  poljgonc  toute  l’e'tcnduc  de  sens  qu'il  comporte , et  que  par  con- 
séquent une  telle  figure  pourra  avoir  des  angles  rentrens  et  des  cotes  qui 
se  croisent  ou  se  replient  les  uns  sur  les  autres. 

Par  ligne  géométrique  d’un  certain  degré  ou  d’im  certain  ordre ^ nous  enten- 
dions d’ailleurs  jiarler  d’une  ligne , plane  ou  à double  courbure , qui  ne  puisse 
être  coupée  par  une  djoite  ou  par  un  plan  arbitraire  en  un  plus  grand  nombre 
de  points  qu’il  est  marqué  par  ce  degré  ou  cet  ordre,  et  qui  puisse  cependant 
l’être  en  un  tel  nombre  de  points  : la  même  définition  devra  s’étendre  d’une 
manière  analogue  aux  surfaces. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Notions  préliminaires  sur  la  Projection  centrale. 

I . l^AKs  ce  qui  suit , nous  donnerons  presque  toujours  au  mot  de  projection 
le  meme  sens  que  celui  de  perspective  j ainsi  la  projection  sera  conique  ou 
centrale. 

Dans  cette  sorte  de  projection , la  surface  sur  laquelle  on  projette  la  figure 
donnée  peut  être  quelconque  j cette  figure  elle -même  peut  être  située  ar- 
bitrairement dans  l’espace  \ mais  cette  grande  extension  étant  inutile  i l’objet 
particulier  des  recherches  qui  suivent,  nous  supposerons,  en  général,  que 
la  figure  donnée  et  la  siuface  de  projection  soient  l’une  et  l’autre  planes: 
lorsqu’il  nota  arrivera , par  la  suite , d’être  obligés  d’employer  le  mot  de  pro-  _ 
jection  dans  un  sens  plus  étendu  ou  au  contraire  plia  restreint  encore , nous 
aurons  soin  d’en  prévenir  à l’avance  d’une  manière  expresse , ou  bien  nous 
emploierons  des  épithètes  convenables  et  exactement  définies. 

D’après  cela , concevons  que , d'un  point  demie  pris  pour  centre  de  pro- 
jection , parte  un  faisceau  de  lignes  droites  dirigées  vers  tous  les  points  d’une 
figure  tracée  sur  un  même  plan  ; si  l’on  vient  à couper  ce  làisceau  de  droites 
projetantes  par  un  autre  plan  disposé  d’une  manière  arbitraire  dans  l’e^ace , 
il  en  résultera , sur  ce  plan , une  nouvelle  figure , qui  sera  la  projection  de 
la  première.  i* 
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a.  Cette  projection  ne  change  cvidcnunent  ni  la  corrélation,  ni  le  degré 
ou  ordre  des  lignes  de  la  figure  primitive , ni , en  général , toute  espèce  de 
dépendance  graphique  entre  les  parties  de  cette  figure , qui  ne  concernerait 
que  la  direction  indéfinie  des  lignes,  leur  intersection  mutuelle,  leur  con- 
tact , etc.  j mais  elle  poiura  làire  varier  seulement  la  Ibrtne , l’espèce  particulière 
de  ces  mêmes  lignes , et , eu  général , toutes  les  dépendances  qm  pourraient 
coitcemcr  des  grandeurs  .absolues  et  déterminées,  telles  que  ouvertures  d’angles, 
paramètres  constans , etc.  Ainsi , par  exemple , de  ce  qu’une  ligne  est  perpen- 
diculaire à une  autre  dans  la  figure  primitive , on  ne  saurait  en  conclure  qu'eUfi 
le  soit  dans  la  projection  de  cette  figure  sur  un  nouveau  plan. 

3.  Toutes  ces  propriétés  de  la  projection  centrale  résidtent,  d’une  manière 
pmemeut  géométrique , de  sa  nature  propre  et  des  notions  les  plus  commu- 
nément admises , et  il  n’est  pas  besoin  de  recourir  à FAnalyse  algébrique  pour 
les  reconnaître  et  les  démontrer  : ainâ  pour  prouver  qu'une  ligne  du  degré 
m reste  du  même  degré  dans  la  projection,  il  suffit  de  remarquer  que , la 
première  ne  pouvant  être  coupée  eu  plus  de  m points  par  une  droite  arbitraire 
tracée  dans  son  plan,  il  devra  nécessairement  en  être  de  même  de  l’autfej 
puisque  la  projection  d'une  droite  est  toujours  une  ligne  droite , qui  doit  passer 
par  tous  les  points  rorrespondans  à ceux  de  la  piemière. 

4.  Suivant  la  définition  A' Apollonius  généralement  admise  en  Géométrie, 
une  section  conique  ou  simplement  une  conique  est  la  ligne  suivant  laquelle 
un  plan  arbitraire  rencontre  un  cène  quelconque  à base  circulaire  j une  co- 
nique n’est  donc  autre  chose  qtic  la  projection  d’un  cercle,  et,  d'après  ce 
qui  précède , c’est  aus«  une  ligne  du  second  ordre , puisque  la  circonférence 
du  cercle  ne  peut  être  coupée  en  plus  de  deux  points  par  une  droite  arbitraire 
tracée  dans  son  plan  (*). 


( * ) Oest  une  eüipsCf  uno  parabole , ou  une  hyperbole p tuiTant  que  le  plan  sécant  ren- 
contre k U fois  toutes  les  arêtes  du  edne^  est  parallèle  à Pune  d*elles|  ou  est  parallèle  en 
‘même  teoipa  k deux  d’entre  elles;  dans  le  pretnier  cas»  la  courbe  n’a  qu’une  branche  en- 
tièrement fermée  » dans  le  second  » cette  branche  est  fermée  d’un  c6té  et  s’étend  à l’Infini 
de  l’autre;  dans  le  troisièinei  la  courbe  a deux  branches  infinieSi  séparées  et  distinctes* 
D’après  cela , il  est  aisé  de  Toir  que  l’hyperbole  a deux  points  à l’infini  ayec  deux  tangentes 
M oes  points  nommées  asymptotes , et  que»  pour  1a  parabole»  ces  deux  points  et  cet  deux 
tangentes  se  confondent  en  un  seul  point  et  on  une  seule  tangente  située  tout  entière  à l’infini* 
Nous  rerieodroas)  dans  le  Chap.  111»  sur  ces  noüont|  en  lea  exposant  dans  toute  leur 
généralité. 
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5.  Une  figure  dont  les  parties  n’anront  entre  elles  que  des  dépendances 
graphiques  de  la  nature  de  celles  qui  précèdent , c’est-à-dire  des  dépendances 
indestructibles  par  l’effet  de  la  projection , sera  appelée  j dans  ce  qui  va  sui\Te , 
figure  projective. 

Ces  dépendances  elles-mêmes , et , en  général , toutes  les  relations  ou  pro- 
priétés qui  subâstent  à la  fbb  dans  la  figure  donnée  et  dans  scs  projections  j 
seront  appelées  également  relations  ou  propriétés  projectives, 

6,  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  des  propriétés  projectives  de  dis- 
position ou  graphiques,^  il  sera  toujours  làcile  de  reconnaître  si  des  pro- 
priétés sont  telles  à leur  simple  énoncé , ou  à l'inspection  de  la  figure  ; et  il 
résulte  immédiatement  de  leur  nature  particulière  qu’il  suffu^  de  les  établir 
«a  de  les  démontrer  pour  une  projection  quelconque  de  la  figure  à laquelle 
elles  appartiennent , pour  qu’elles  soient  en  général  applicables  à cette  figure 
elle-même  et  à toutes  ses  projections  possibles. 

•J,  Quant  aux  propriétés  projectives  qui  concernent  les  relations  de  grandeur 
et  qu’on  peut  appeler  métriques^  il  est  certain  que  rien  ne  peut  indiquer, 
à priori,,  si  clics  subsistent  dans  toutes  les  projections  de  la  figure  à laquelle 
elles  appartiennent  : en  effet , la  relation  connue  entre  les  segmens  des  sécantes 
du  cercle , qui  ne  concerne  que  des  grandeurs  indétenninées , n’est  pas  pour 
cela  une  relation  projective  ; car  on  sait  bien  qu'elle  ne  subsbte  pas  pour 
une  section  conique  quelconque,  projection  de  ce  cercle,  et  la  raison  en  est 
que  cette  relation  dépend  implicitement  du  paramètre  ou  rayon. 

D’un  autre  côté,  de  ce  qu’une  figine  donnée  renferme  des  lignes  d’une 
espèce  particulière,  comme,  par  exemple,  des  circonférences  de  cercle,  il 
ne  làut  pas  en  conclure , de  suite , que  toutes  les  relations  qui  lui  appartiennent 
cessent  par  là  même  de  subsister  dans  des  projections  générales  de  la  figure  ^ 
car,  si  ces  rcladcms  ne  portent  sur  aucune  grandeur  déterminée  et  constante 
et  qu’elles  appartiennent  à tout  un  genre , le  contraire  aura  évidemment  lieu. 

Si  donc  une  figure  d’e^èce  particulière  jouissait  de  certaines  proj)riétés  mé- 
triques, on  ne  pourrait  allirmcr  à priori,  et  sans  examen  préalable,  ni  que 
CCS  propriétés  subsistent , ni  qu’elles  cessent  de  subsister  dans  les  diverses  pro- 
jections de  la  figure  primitive.  Or  on  sent  toutefois  l'importance  qu’il  y aurait 
à pouvoir  reconnaître , à l’avance,  si  telle  ou  telle  relation  examinée  est  ou 
n’est  pas  projective  de  sa  nature  ; car  il  en  résultcr:ût  qu’ayant  démontré  celte 
relation  pour  une  figure  particulière,  on  jtounait  de  smte  l’étendre  à toutes 
les  projections  possibles  de  cette  figure- 


6 . propriétés  projectives. 

8.  II  UC  parak  -piis  facile  d'élablii'  une  sùlc  simple  jMur  tous  les  cas  ^ la 
tnédiode  trigopoinrtriqiic  et,  l'Anoljac  des Wurdunnées  ue  coiidiilraicnt  elle»-' 
mêmes  qu’à  dos  cértultats  rebutaiis  par  la  prolixité  des  calculs  j rejicndaat,  vu 
sou  importance , mte  'question  est  digne  d'attirer  rattentiou  des  géomètres. 
En  atteudaut  qu'ils  %ieut  la'soluc  d'une  mauière  comrenablc,  pour  les  rela- 
tions projectives  en  général,  nous  nous  occuperons  d'une  classe  particulière, 
qHOi'piè  très-étendue,  de  ces  sortes  de  relations,  dont  le  caraclèro  est  aussi 
r^^rtpiablc  par  sa  simplicité  que  iàdle  à vérilier  et  à rcconnaiire  dans  les 
rdations  qui  en  sont  douées. 

I 9.  Pour  traiter  la  question  avec  La  généralité  qui  lui  est  propre , nous  sup- 
poserons que  la  figiuc  (pie  l'on  conâdère  soit  située  arbitrairement  dans  l’espace. 

Appelons  A,  R,  C (tig.  1)  les  dill'érens  points  de  cette  figure;  soit  S 

le  centre  de  projection  ; imaginons  que  de  ce  point  partent  dilférentes  droites 
projetantes  dirigées  vers  les  po'ints  A , •••  ; soient  pris  siv  la  direction  de 

CCS  droites  de  nouveaux  po'uits  A',  D',  C' , correspondaut  respectivement 

aux  premiers  ; soient  jo'ints  ces  points  entre  eux  par  des  lignes  droites  de  même 
que  dans  la  figure  donnée , en  coiiscrsant  par  conséquent  aux.  parties  de  la 
nouvelle  figiuc  la  liabon  qtii  subsbte  dans  la  primitive  ; cette  nouvelle  figure 
pourra  èti’c  regai'dée  comme  luic  espèce  de  projection  de  la  première  ; mab 
le  mot  de  projection  aura,  dans  ce  cas,  un  sens  plus  étendu  que. celui  que 
nous'lui  avons  accordé  dans  ce  qui  précède.  Cela  posé,  considérons  eu  pai^ 
tlculicr  ce  qui  sc  passe  dans  le  plan  formé  par  les  projetantes  indéfinies  SA,  SB 
passant  par  les  extrémités  des  droites  AB  et  A'D' , dont  la  dernière  est  censée 
la  projection  de  l’autre. 

D’après  un  üiéorême  fort  connu  de  la  Géométrie  élémentaire , les  surfaces 
des  triangles  SAB,  SA'B',  qui  ont  l'angle  en  S conuntm,  sont  entre  elles 
comme  les  rectangles  SA. SB,  SA'.SB*  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle, 
et  par  conséquent  le  rapport  de  la  surface  de  chacun  de  ces  triangles  au  rec- 
tangle qui  lui  correspond  est  constant.  Si  donc  on  nomme  ~ ce  rapport, 
qui  ne  dépend  évidemment  que  de  l'ouverture  plus  ou  moins  grande  de  l'angle 
en  S , et  qu'on  représente  simplement  par  a , & les  longueurs  des  projetantes 
SA , SB , et  par  p celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  projection 
sur  la  direction  de  AB,  on  aura 

Surf.  SAB  = i/>.AB  = Ljn*  & j '# 

d'où  Ton  tire 

I AB  = m.  ili, 

P ’ 
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ïfxprcssion  beaucoup  plus  simple  que  celle  qui  serait  fournie  par’ la  Trigono- 
métrie (*),  et  qui  no\is  préseutera  de  grands  avantages  par  la  s\iltc. 

En  considérant  une  autre  droite  CD  de  la  figure  donnée,  et  appelant  c^d^ni 
et  /?'  les  nouvelles  grandcuis  qui  lui  correspondent,  on  aurait  de  même 

et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  autres  parties  de  la  figure. 

10.  Maintenant , soit  une  relation  queleonquc  existant  entre  les  parties  do  la 
figure  donnée  ABCD , et  supposons  qu’il  s'agisse  d’ex.amincr  si  cette  re- 

lation subsiste  aussi  tlans  toutes  les  figures  qui,  ainsi  que  celle  A'B'C'D'.... , 
peuvent  être  regardées  comme  les  projections  de  la  première. 

Puisque  cette  relation  doit  avoir  lieu , quelle  que  soit  la  position  particulière 
des  points  A , B , C...  ou  A', B',  C'....  sur  les  projetantes  SA,  SB...,  il  s'ensuit 
que , si  on  met  à la  place  des  quantités  qui  y entrent  les  valeurs  correspon- 
dantes trouvées  cÎKlessus , elle  devra  être  satisfaite , indépendamment  de  toute 
grandeur  particulière  attribuée  aux  droites  S.\ , SB...  ou  a , 6,  p..., , qui  fixent 
la  position  des  points  correspondans  A,B....  j donc  ces  droites  ou  distances  doi- 
vent disparaître  d’elles-mèmes  du  résultat  de  la  snbstitution , soit  par  réductions 
partielles , sSil  comme  factcùis  à tous  ses  termes  ; en  sorte  qu’il  né  resterait  plus 
qu’ime  relation  entre  les  constantes  m , m'... , si  l’on  rcmjilaçait  en  même  temps 
les  {rerpendiculairësp, /f...  parles  valeurs  qu'elles  représentent  dans  chaque 
triangle  partiel  S.’^B,  SA'D'.... 

Réciproquement , si  les  choses  se  passent  ainsi , la  relation  examinée  sera  né- 
cessairement projective 5 c’est-à-dire,  qu’elle  aura  lieu  pour  toutes  les  figures, 
telles  que  A'B'C'D' , qui  peuvent  être  rcgai-décs  comme  les  projections  de  la 
première  : en  effet , il  en  résultera  , en  premier  lieu , qu’il  existe  entre  les  cons- 
tantes m,  m'...  une  certaine  relation  ; mais  les  distances  .A'B',  B'C'....  de  la 
nouvelle  figure  peuvent  s’exprimer,  de  la  même  manière  que  celles  de  la  figure 
primitive , au  moyen  des  projetantes  qui  lem‘  correspondent  et  des  constantes 
m,  m'...idonc,  si  l’on  substitue  pareillement  dans  la  relation  examinée, à la  place 
des  distances  AB,  BC...,  les  nouvelles  distances  A'B',  B'C' ... , ou  jilutôt  les 
expressions  qui  les  représentent,  il  ne  restera  également  qu’une  relation  entre  les 


( * ) £n  efTot , on  obtiendrait  par  cette  dernière  la  formule 


AB  — — a a àcor.AbB. 
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constantes  m , m identique  arec  b première  ; d'où  il  résulte , en  second  lieu , 
que  les  Jistauccs  de  la  nouvelle  figure  saüsfui^xactenient  à la  relation  proposée , 
cl  que  cette  relation  est  par  conséquent  projective. 

1 1 . 11  existe  une  cl.'isse  très-étendue  de  relations  pour  lesquelles  les  per- 
pendiculaires P,  p'...  disparaissent  à la  fo'ts,  avec  a,  ù... , du  résultat  de  la 
substitution , sans  qu'on  soit  obligé  de  les  remplacer , comme  dans  la  suppo- 
sition générale  ci-dessus,  par  les  valeurs  qu'elles  représentent  dans  les  trian- 
gles correspondans.  Ce  sont  précisément  ces  sortes  de  relations  que  nous  avions 
eu  vue  dans  ce  qui  précède. 

Et,  comme  on  n'a  fait  absolument  aucune  h}q>otbèse  particulière  sur  la 
situation  des  points  A',B',C'....  dans  l'espace,  non  plus  que  sur  celle  des  points 

A,B,C dont  ils  sont  censés  la  projection,  il  s'ensuit  que  toute  relation, 

qui  satisfera  aux  conditions  précédentes,  aura  non -seulement  lieu  dans  les 
projections  ordinaires  de  cette  figure  sur  un  plan,  mais  encore  dans  toutes 
les  figures  rectilignes  et  gauches  qui  pourraient  être  censées  résulter  de  la 
première  par  l'espèce  de  projection  que  nous  venons  de  considérer. 

ta.  Cette  conséquence  suppose  expressément  que  les  lettres  a,  p.... 
disparaissent  du  résultat  de  la  substitution  indépendamment  de  toute  relation 
particulière  de  grandeur  existante  entre  elles , et  en  ayant  simplement  égard 
à la  liaison  purement  descriptive  qui  existe  entré  les  points  et  les  distances 
du  système , telle  que  leur  coutiguité  ou  juxta-position , leur  direction  en  ligne 
droite  , etc.  Mais  il  serait  inutile  d'avoir  égard  à toute  dépendance  moins  géné- 
rale j comme , par  exemple , à celle  qui  aurait  lieu  à un  certain  nombre  de 
points  étaient  rangés  sur  une  circonférence  de  cercle  ^ car  les  relations  exa- 
minées ne  poun-aient  s’appliquer  ù toutes  les  projections  possibles  de  la  figure, 
mais  seulement  à celles  où  la  circonférence  en  question  demeurerait  un  cercle  j 
or  ces  relations  doivent , par  hypothèse , se  vérifier  indépendamment  de  ces 
circonstances  particulières. 

i3.  La  contiguité  ou  jiixta-posidon  de  deux  distances  ou  de  deux  segment 
de  ligne  droite , AB  et  BC , qui  ont  ime  extrémité  commune , peut  s'exprimer 
immédiatement , en  écrivant  que  la  projetante  SB  ou  ù , qui  correspond  â cette 
extrémité , est  la  même  pour  l'une  et  pour  l'autre  ; leur  direction  en  ligne 
droite  peut  s'exprimer  d'une  manière  tout  aussi  ample , en  écrivant  que  les 
perpendiculaires  p qui  leur  correspondent  sont  aussi  égales.  Quant  à la  con- 
dition qui  exigerait  que  la  figure  lut  en  totalité  ou  setdement  en  partie  sur 
un  plan,  elle  serait  beaucoup  plus  difficile  à exprimer  j aussi  voulons -nous 
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bonior  nos  recherches  aux  relations  qui  se  vérilient  indépendamment  de  cette 
circonsUncc  particulière  ^ et  sont^pcccssniremcnt  plus  générales  que  les  autres , 
puisqu'elles  auront  lieu,  non  seulement  pour  les  projections  phines  de  la  figure 
proposée , mais  aussi  pour  la  projection  beaucoup  plus  génénie  définie , art.  9 , 
et  qu’on  peut  appeler  projection  ou  perspective  relief. 

14.  Il  y a plus,  ces  relations  sidisisteront  même  quand  on  siqiposcra  que 
tout  se  passe  dai«  un  plan  5 c’est-à-dire  quand  on  supposera  que  le  centre 
de  projection,  la  figtire  donnée  et  sa  projection  se  trouvent  à la  Ibis  ilans 
un  seul  et  même  plan.  Ce  genre  particulier  de  projection  pourrait  s’appeler 
projection  ou  perspective  dans  un  plan.  On  petit  la  considérer  évidemment 
comme  la  projection  plane  d'imc  autre  proje&ion  déjà  exbtante  tlans  l'espace , 
ou  comme  le  rabattement  de  cette  demiere  sur  le  plan  de  projection. 

15.  Enfin  ces  mêmes  relations  subsisteront  encore  pour  la  projection  <le 
la  ligure  donnée  sur  ime  seule  et  unique  ligne  droite  ; ce  qui  sup|x>sc  néces- 
sairement que  cette  droite , le  centre  de  projection  et  la  ligure  donnée  soient 
dans  un  même  plan , comme  dans  le  cas  qui  précède.  La  droite  en  question 
remplissant  ici  la  rouctioii  de  plan  de  projection , ou  de  tableau , on  peut  appeler 
l'espèce  de  projection  tpii  en  résulte  projection  sur  une  droite. 

16.  Au  reste,  ou  peut  remarquer,  tjuellc  que  soit  l’espèce  de  projection 
que  l’on  considère,  que  les  relations  projectives  qui  appartiennent  à la  figure 
proposée,  par  cela  même  qu’elles  satisfont  aux  conditions  ci-dessus  prescrites  ( ■ 1), 
doivent  aussi  subsister  entre  les  constantes  m,  rn'....,  lesquelles  ne  dépendent 
absolument  (9)  que  de  l’ouverture  plus  ou  moins  grande  des  angles  ASB , 
CSD... , qui  leur  corrcsjxmdent  respectivement,  et  qu’on  peut  appeler  angles 
projetons  des  droites  AD, CD.... 

Eu  elTet  supi>osons  chactine  de  ces  relations  réduite  à sa  plus  simple  ex- 
pression , et  par  conséquent  composée  de  termes  tous  dilTérens  et  sans  dé- 
nominateurs , il  est  clair  qu'en  substituant  dans  cliaque  terme , à la  place  des 
longueurs  AD, CD....,  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  (9)  qui  letir  correspon- 
dent respect! vemeut , il  ne  pourra  se  faire  aiiaine  réduction  de  terme  à terme , 
non  plus  qii’auparavant  ^ car  chaque  nouveau  terme  sera  alTecté  d'un  coeffi- 
cient composé  en  m,  m' ... , comme  l’ancien  l'était  en  AB,  CD ...  5 c’est-à-dire 
qu’ils  seront  tous  dilTérens  entre  eux.  Donc,  les  lettres  <i,6,/>...  devant  dis- 
paraitre  indépendamment  d’aucune  rcbition  partiailièrc , il  làtidra  ipi’elles  dis- 
paraissent comme  facteurs  communs  à tous  les  termes^  en  sorte  qu’il  ne  restera 
plus  qu’une  relation  composée  en  m , m' ...  seules , comme  la  relation  proposée 
l'est  elle-même  en  -\B,CD...  a 
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Rédjiroqucincnt , s'il  existe  ciilrc  les  constantes  m,  m'...,  appartenant  aux 
tlifli'reus  angles  projetans  d'une  figure  donnée,  une  iclaüon  telle  qu'eu  y 
remplaçant  ces  constantes  par  les  distances  qtii  leur  coiTCspondcnl  respecti- 
vement , la  nouvelle  relation , ainsi  obtenue , salisliisse  aux  conditions  par- 
ticulières de  Part.  1 1 ; cette  rebuion  aura  lieu  elTcctivcment  entre  les  dis- 
tances dont  il  s’agit , non-sculcment  pour  la  figure  que  l’on  considère  en  par- 
ticulier, mais  encore  jwur  toutes  celles  qui  peuvent  eu  être  censées  la  pro- 
jection (*). 

17.  I.es  quantités  que  nous  venons  de  considérer,  ne  sont 

évidemment  autre  chose  que  les  sinus  des  angles  projetans , ou  les  rapports 
coiistans  entre  les  pcrjieudiculaircs  abaissées  des  dilTérens  jioints  de  l’un  des 
côtés  de  chacun  de  ces  angles  sur  le  côté  correspondant,  et  les  distances 
de  ces  mêmes  jwiuts  au  sommet  commun  ou  centre  de  projection;  ainsi  Ton 
peut  énoncer  le  principe  général  qui  suit  : 

Si,  à partir  diin  point  quelconqur  pris  pour  centre  de  projection, 
on  dirige  un  faisceau  de  lignes  droites  projetantes  vers  les  diffërens 
points  dune  figure  donnée  arbitrairement  dans  P espace  ou  sur  un  plan , 
et  que  les  parties  de  cette  figure  aient  entre  elles  une  ou  plusieurs  re- 
lations métriques  projectives,  satisfaisant  aux  conditions  prescrites, 
art.  1 1 , les  mêmes  relations  auront  lieu  aussi  entre,  les  sinus  des  angles 
projetans  qui  leur  correspondent  respectivement. 

18.  Supjtosons  maintenant  que  le  centre  de  projection  soit  préebément  le 
centre  d’ime  surface  sphérique , prise  elle-même  pour  surface  de  projection  ; 
les  diverses  longueurs  ou  distances  linéaires  de  la  figure  donnée  se  trouveront 
remplacées  par  des  arcs  de  grands  cercles  de  la  sphère,  lesquels  auront,  pour 
sinus , les  sinus  mêmes  des  angles  projetans  qui  leur  correspondent  respec- 
tivement ; en  sorte  qu’on  a cet  autre  Üiéorême  général , identique , quant 
au  fond , avec  le  premier  : 

Lne.  figure  étant  donnée,  à volonté,  dans  V espace  ou  sur  un  plan, 
si  on  la  projette  sur  une  surface  sphérique  quelconque,  dont  le  centre 
coïncide  avec  celui  Je  projection,  toutes  les  relations  projectives  satis- 
faisant aux  conditions  prescrites,  art.it  , et  qui  appartiennent  aux  dis- 
tances qui  séparent  entre  eux  les  divers  points  de  cette  figure,  auront 
lieu  aussi  entre  les  sinus  des  arcs  de  grands  cercles  correspondons. 

(*)  On  doit  pourtant  excepter  le  ca»  où  le  centre  de  projection  serait  supposé  à l’infini, 
parce  qu’alors  lea  relations  jKMiéei,  art.  9,  cessent  de  subsister  (Voyei  plus  loin  art.  ^y). 
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19.  Les  mêmes  choses  ont  êvidemmeiil  lieu , tl'imc  manière  analogue,  poul- 
ies relations  purement  graphiques  de  la  ligure  donnée , et  qui  sont  projectives 
de  leur  nature  (5);  c’cst-à-Klire  ipic  ces  relations  subsisteront  aussi  entre  les 
droites , plans  et  cônes  projelans,  et  entre  les  points,  arcs  de  grands  cercles 
et  courbes  à double  coiu-bure  qui  leur  coiTCsjMmdent  respectivement  sur  la 
surface  de  la  sphère  qui  a jnnir  centre  celui  de  projection,  pourvu  toutelbis 
qu’on  n’entende  plus  parler , diuis  ce  dernier  cas , du  degré  des  tbverses  lignes , 
qui  sera  nécessairement  double  aussi  bien  que  le  nombre  des  points  de  la 
ligure.  Celle  dernière  extensiou  a même  lieu  quand  ou  projette  la  figure  donnée 
sur  ime  surlàce  quelconque , à partir  d'un  ^uit  donné  de  l'cspce  pi-is  pour 
centre  de  projection  ; mais  ces  considérations  générales  sont  étrangères  à l'objet, 
véritable  des  rctbercbcs  rpie  nous  avons  en  vue  dans  ce  travail. 

ao.  Parmi  l’mfiiiité  de  relations  projectives  qui  satisfont  aux  conditions  parti- 
culières de  l’an.  1 1 , il  eu  est  iiiii  méritent  sur-tout  d'ètrc  remarquées  par 
la  facilité  avec  laquelle  on  jveut , à l'av  ance , en  assigner  le  caractère , et , par 
suite , les  reconnaitre  au  simple  énoncé , sans  qu'il  soit  nécessaire  d’efl'ectucr 
eu  aucune  manière  les  substitutions  prescrites. 

Supposons,  en  efl’cl,  une  relation  ou  équation  à deux  termes,  sans  dé- 
nominateurs , composés  chacun  d'un  même  nombre  de  facteurs  exprimant  de 
simples  dislance|ri®trc  les  divers  points  d'une  figure  tlomiée  ; supposons  en- 
core, si  l'on  veut,  que  l’un  des  membres  ou  tous  deux  soient  multipliés  p* 
des  nombres  absolus  d’ailleurs  quelconques  j il  est  évident  tpie  cette  relation 
satisfera  aux  conditions  de  l’article  dont  il  s’agit,  i”.  si  les  memes  lettres 
se  retrouvent  dans  les  facteurs  linéaires  qui  composent  les  deux  membres  ^ 
a®,  si  à cluique  distance,  appartenant  à l’un  des  membres , il  en  corres- 
pond une  autre  dans  le  second^  qui  ait  la  même  direction  que  la  pre- 
mière^ ou  soit  sur  la  même  droite.  Car,  par  suite  de  la  prcmiêi-e  h^-podicsc, 
toutes  les  projetantes  a^b^c...  dispaj-aitront  du  résultat  de  la  substitution, 
et,  par  suite  de  la  seconde , il  en  sera  encore  ainsi  des  pcrpendiailaires^,^....  ^ 
en  sorte  qu’il  ne  restera  plus  qu’une  relation  entre  les  quantités 
qui  sont  indépendantes  les  unes  des  antres.  ''  — v 

On  remarquera  que , pour  arriver  à cette  conséquence , il  n’est  nullement 
nécessaire  de  recourir  aux  principes  de  FAlgèbrcj  il  suffit  de  posséder  les 
notions  les  plus  simples  de  la  théorie  ordinaire  des  proportions  ou  des  rap- 
ports géométriques  J car  la  relation  qui  vient  de  nous  occuper  peut  aisément 
se  ramener  à l’égalité  de  deux  rapports  composés,  et  les  ralsoiinemens  des 


la  PROPRIÉTÉS  PROJECTUTS. 

art.  9 et  1 0 peuvent  aloi-s  se  réduire  eux-mèmes  à des  consideVadoDS  fort  sim- 
ples sur  ces  sortes  de  quauütes. 

Kous  verrons,  plus  tard,  que  les  reladons  parüculières , qui  viennent  d’être 
dêfmies  d’une  manière  pmement  géométrique , sont  prcsrpie  les  seiües  qu’on 
rencontre  dans  les  recherches  où  l’on  se  propose  de  décousiir  les  propriétés 
projeedves  de  certaines  figures;  ou  doit  concevoir,  d’après  cela  et  d’après  ce 
qui  a été  dit  ci-dessus  (7),  quelle  est  l’importance  des  discussions  auxquelles 
nous  nous  sommes  livrés  dans  ce  qui  précède. 

a I . Pour  donner  un  exemple  très-simple  de  cette  soitc  de  reladon , nous 
considérerons  les  quatre  points  A , £ , C , D (Fig.  a ) , situés  eu  L'gue  droite , et 
liés  enüc  eux  par  la  pro;)ordon 

lU 

CD  “ Dit  ’ 

c’est-à-dire  que  la  ligne  AD  est  divisée  en  segmens  proportionnels  par  le 
}>ouit  C et  le  point  D. 

Il  est  évident  que  cette  reladon  rentre  dans  la  classe  pardciüière  de  celles 
de  l’art.  30;  doue  elle  aura  lieu  pour  toutes  les  projecdons  de  la  figure  (*): 
propriété  qui  a été  comme  des  anciens,  comme  il  parait  d’après  la  Propos. 
CXLV  du  Ml',  livre  des  Collections  Mathématiques  de  Pappus. 

aa.  La  reladon  ci-dessus  jouit  d’un  grand  nombre  de  propriétés  curieuses, 
et  SC  reproduit  souvent  dans  les  recherches  géoméüiques  ; eu  la  mettant  sous 
cette  forme 

DA— DC  _ DA 
ÜC  — 1>«  ” DD’ 

on  voit  qu’elle  revient  à la  proportion  harmonique , telle  qu'elle  a été  definie 
par  les  grecs  (même  ouvTage,  liv.  III),  propordon  où  n’culrent  que  les  dis- 
tances du  point  D aux  trois  autres  A , C , B ; c'est  pourquoi  la  distance  du  point  D 
au  point  C,  intermédiaire  entre  les  points  A et  D,  se  nomme  la  moyenne 
harmonique  des  deux  auti'cs  DA  et  DB. 


( * ) Ma  Brianchon  arrive  à ce  résultat  ) ainsi  qu'à  quelques  autres  y d'une  manière  à peu 
près  semblablo|  on  observant  que^  « pour  quatre  droites  fixes  issues  d'un  même  point, 
» aoua  des  angles  quelconques,  et  rencontrées  en  A,  B,  C,  D par  une  droite  transversale 
» arbitraire , 


AC  , BC  n . . 

- - - — ~ Constante.  » 

AD  • BD 


(MeOnoire  sur  lef  Lignes  du  second  ordre,  Paris,  1817.) 
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a3.  D’après  cela,  on  dit  aussi  qu'une  droite  est  divise'e  hannonit/uement 
par  deux  points,  lorsqtie  les  segniens  respectifs  qu’ils  forment  sur  elle  sont 
|)roportionueLs  ; ce  qui  exige  nécessairement  qtic  l’un  de  ces  points  soit  sur 
la  droite  elle-même  et  l’autre  sur  son  prolongement. 

Ainsi  les  droites  AB  et  CD  sont  disisées  harmoniquement,  la  première  par 
C et  D,  l’autre  par  A et  B;  car  on  a réciproquement  (ai), 

^_BC 
AD  ~BU’ 

Les  deux  points  C et  D eLaut  étroitement  liés  entre  eux  par  rapport  à la 
droite  AB  sur  laipiclle  ils  se  trouvent,  sont  conjugués  l’un  de  l’autre  : il  en  est 
de  même  des  points  A et  B p.ar  rapport  à CD. 

Nous  verrons,  plus  tard(i55),  im  moyen  de  trouver,  ai'cc  la  règle  seule ^ 
le  point  fpii  est  le  conjugué  d’un  autre , et  divise  avec  lui  la  droite  correspou- 
daute  eu  segmens  proportionnek  ou  liaimoniqucmcnt. 

a4<  Les  quatre  points  A,B,C,D  qui  viennent  d'être  défmis  se  nomment, 
par  abréviation , harmoniques , et  il  en  est  de  même  des  quatre  droites  qui 
projeteraient  ces  points  d’un  autre  point  quelconque  de  l’espace  ; Fensemble 
de  ces  quatre  droites,  que  Lahirc  appelle  aussi  harmonicales  (f)  ^ forment, 
de  plus,  im  faisceau  harmonique  (**);  ainsi  (ai) 

Un  faisceau  harmonique  est  coupé  par  une  droite  transversale  quel- 
conque en  quatre  points  harmoniques. 

a5.  11  est  évident  encore  que  la  proportion  (ai)  a lieu  entre  les  smus  des 
angles  qui , dans  le  faisceau  harmonique , coirespondent  aux  segmens  dont  elle 
se  compose  et  en  sont  les  angles  projetans  (i  7)  ; et  réciproquement , si  la  relation 
dont  il  s'agit  a lieu  entre  les  angles  de  quatre  droites  convergeant  en  un  même 
point,  ces  quatre  droites  formeront  un  faisceau  harmonique  (***).  Il  n’en  est 
plus  de  même  de  la  proportion  (aa) , car  elle  ne  satisfait  pas  aux  conditions 
particulières  de  fart.  11.  11  ne  faut  pourtant  pas  en  conclure  qu'elle  ne  soit 
pas  prtqective , puisque  le  contraire  a évidemment  lien.^  , 

a6.  En  général , quand  une  relation  quelconque  entre  les  distances  d’une 
figure  ne  latisfàit  pas  aux  conditions  dont  il  s'agit , on  ne  peut  alfirmer , ni 


(♦)  Traité  ïn-fô1^.  dkt  sacUiiuw  eoiuqaet,  Bt.  T". , pag.  5.  r, 

(**)  Voyez  le  Mêmotefrée  &C.  BrianclioB,  déjà  cité  précédemment  (si , note>- 
(***)  EssaiturU  Théorm  deà-taamênaltif  par  M,  Carnot,  art.  i5. 


« 


O 
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qu’elle  soit,  ni  qu’elle  ne  soit  jws  projective;  seulement,  elle  ne  peut  être  de 
la  nature  de  celles  qui  sont  à deux  tonnes , lesquelles  doivent  toutes  (ao)  satis- 
faire à ces  conditions  pour  être  projectives.  Il  finit  alors  avoir  recoure  à d'autres 
moyens,  et  cliercher,  j>ar  exemple,  à transformer  cette  relation  en  une  autre 
qui  jouisse  du  caractère  [lartieulier  dont  il  s’agit.  Cest  ainsi  que,  la  proportion 
(23)  se  ramenant  de  suite  à celle  (21),  ou  en  peut  conclure  qu'elle  est,  par 
là  même,  projective  de  sa  nature. 

Il  y a tout  lieu  de  croire , au  reste , (pie  les  mêmes  transfonnations  doi- 
vent êlj  c poss'diles  pour  des  rcLatious  projectives  tpieleonqucs  ; car  d’une  part , 
comme  uoius  l’avons  déjà  fait  observer,  presque  toutes  les  relations  projectives 
• (pi’on  rencontre  dans  les  rechcrclies  sont  de  la  nature  particulière  de  celles  qui 
satisfont  aux  conditions  de  Part.  30  ; et , d’une  autre , on  jKiit  obtenir  au  moveii 
de  ccll(>ci,  combinées  d'tmc  manière  convenable  avec  celles  qui  expriment 
la  jiixla-position  des  distances  rangées  sur  une  même  droite , une  infuiité  de 
relations  tpii  seront  nécessairement  projectives,  et  ne  satisferont  pourtant  pas 
aux  conditions  particidièrcs  dont  il  s’agit. 

2".  Supposons  (Fig.  2)  cpic  le  point  D soit  à Pinfini,  ou  que  SD  soit  parallèle 
à Alî  ; les  segmeus  DA  et  DR  devenant  à la  fois  iul'inis , et  ne  dilPérani  entre 
eux  que  de  la  quantité  finie  AC , auront  pour  lapport  l'unité , et  il  en  sera  de 
P même  par  consétpient  de  ceux  CA  et  CD  auxtpicls  ils  sont  projwrtionnels  : 
c’est-à-dire  (pie. 

Si  Von  coupe  un  faisceau  de  quatre  droites  harmoniques  (24)  par 
une  autre  droite  parallèle  à T une  quelconque  des  premières , la  conjuguée 
ft  celle-ci  dis'isera  en  parties  égales  la  distance  comprise  entre  les  deux 
autres  sur  la  transversale  ; et  réciproquement , si  cela  a lieu  à.  [égard  du 
faisceau  de  quatre  droites  convergeant  en  un  même  point , ces  quatre 
droites  seront  harmoniques. 

Si  la  ligne  AD  SC  trouvait  divisée  en  un  nombre  (pielcotupie  de  parties  égales, le 
point  à Pinfini  de  cette  droite  serait , d'après  ce  (pii  précède , le  (piatrième  lianno- 
ni(pie  de  trois  points  de  division  consécutifs  quelconques;  donc,  si  l’on  projetait 
tous  ces  points , à partir  de  S , sur  une  tivuisversale  arbitraire  A'!!*,  en  observant 
(pic  la  projetante  du  jiointà  l'infini  est  paiallèle  à AD,  la  même  relation  aurait 
lieu  encore  entre  les  difTérens  points  de  la  projection , et  l'on  obtiendrait  sur 
la  distance  (pii  représente  AB  ce  qu’on  nomme  une  Echelle  fuyante.^  échelle 
qui  est  d'un  grand  sccouis  dans  la  perepectiv  e : le  nombre  des  (Lvisions  de 
l'éclielle  liarmoni(pie  aussi  bien  que  le  point  (pii  représente  celui  à Pinfini  de 
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l’cchcile  ortlinairc  étant  donnés,  il  sera  aisé  d'obtenir,  soit  par  le  caleiü, 
soit  de  tout  autre  manière , les  dillérentcs  parties  dont  elle  se  compose  (*  ). 

aS.  La  proposition  énoncée  ci-dessus  sur  le  ruisceau  de  tpiatic  droites  har- 
moniques, pouvant  SC  démontrer  d'une  manière  très-simple,  à l'aide  de  qu*;l- 
ques  triangles  semblables , il  en  résulte , n posteriori  y une  justification  entière- 
ment rigoureuse  de  la  notion , souvent  admise , d'où  nous  sommes  partis , et 
dont  rénoncé  général  est  que, 

Si  dcttjc  distances  on  grandeurs  infinies  ne  diffèrent  entre  elles  que 
(T  une  quantité  finie  et  dowiée^  leur  rapport  sera  t unité}  en  sorte  qu'elles 
pourront  être  regardées  comme  rigoureusement  égales  entre  elles. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  cela  a lieu , soit  que  les  distances  inllnies  que  l'on 
considère  appartiennent  à une  même  droite , ou  à des  droites  dilTércntcs  et 
par  conséquent  parallèles;  on  voit  de  plus  que,  pour  que  la  condition  soit 
parfaitement  remplie  dans  les  deux  cas , il  est  indispensable  que  ces  diverses 
distances  puissent  être  censées , d'une  part , aboutir  au  même  point  à finllni , 
et  que , d'une  autre , elles  aient  leur  origine  en  des  points  doiuu^  à distance  ûuie 
des  autres  objets  de  la  ligure  ; car  c'est  alors  seulement  qu'on  pourra  regarder 
ces  mêmes  distances  comme  différant  entre  elles  de  quantités  également  Unies. 

aQ.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  (27)  relativement  au  cas  où  l’un  quel- 
conque des  quatre  points  harmoniques  A , B , C , D passe  à l'iui'mi , on  voit 
que , si  le  centre  de  projection  S , où  convergent  les  quatie  droites  du  liiisccau9 
harmonique  qui  s’appuie  sur  ces  points , passe  en  même  temps  à l'inHui , ou 
que  CCS  quatre  droites  deviennent  parallèles , on  voit , dis-  je , que  la  droite  qui 
répond  au  point  dont  il  s'agit  passera  cUe-même  tout  entière  h finfuii,  et 
que  sa  conjuguée  harmonique  divisera  en  parties  égales  l'intervalle  compris 
entre  les  deux  autres  ; c’est-à-dire  que  celles-ci  seront  placées  ^metriquement 
par  rapport  à la  première. 

Réciproquement,  si  trois  droites  parallèles  sont  disposées  ainsi,  la  conju- 
guée harmonique  de  celle  du  milieu  pourra  être  regardée  comme  située  entiè- 
rement à l'infini  ; et , en  effet , toute  transversale  déterminera  év  idemment  dans 
le  faisceau  de  ces  quatre  droites  quatre  |ioinls  harmoniques  (a8),  puisque, 
d'après  les  notions  les  plus  simples  de  la  théorie  des  parallèles , le  point  con- 
jugué à celui  qui  est  à l'infmi  divisera  en  parties  égales  la  distance  comprise, 
sur  la  transversale,  entre  les  deux  autres. 


t*)  Application  de  la  Thêoria  des  trantversalec  f par  C.  J.  Bnanebon , ÿ 67.  Paris,  1818. 
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30.  La  division  harmonique  des  liftes  donne  lieu  à beaucoup  d'autres  remar- 
ques curieuses  : ainsi , par  exemple , on  a , entre  les  segmens  formés  par  les 
quatre  points  harmoniques  A,  B,  C,  D considc'rés  ci-dessus  (ai)^  la  nouvelle 
relation 

CD  CB- 

.7^  =r  a vn  ou  AB'CD  = aAD-CB. 

AU  Ab 

En  effet , d’abord  cette  relation  est  projective  (ao) , ensuite  elle  a lieu  sur 
une  droite  parallèle  à la  projetante  du  jtoint  D 5 car , d’après  ce  qui  précède , 
le  point  D passant  à Pinfim , le  rapport  de  CD  à AD  devient  Piuiité , tandis 
que  celui  de  CB  à AB  est  une  demie. 

On  a de  même  ctidemment  la  relation 

AB-CD  = a.AC-BD, 

qui  est  imc  suite  de  la  précédente , et  aurait  pu  se  déduire  directement , ainsi 
qu’elle , de  celle  qui  délinit  les  quatre  points  harmoniqtics  .A , B , C , D j si  nous 
n’avions  préféré  montrer  une  nouvelle  application  des  principes  posés  dans  ce 
chapitre. 

3 1 . Supposons  que  l’on  divise  la  distance  CD , moyenne  harmonique  entre 
DB  et  D.A , en  deux  parties  égales  au  point  O , on  pourra  mettre  la  proportion 
de  l’art.  31  sous  cette  forme 

AO  — DO  AO-f-DO 
DO  — BO  ■"  DO  -t-  BO  ’ 

d'où  l’on  tiie 

DÔ’  = ÜC’  = OA-OB.  ■ 

La  même  proportion  donne  encore 

CV_CA  DA  AO  — DO  AO-fDO  _ ÂÔ-  — DÔ’ 

CB’  “ CB  DB“"dO  — BO  DO-fBO  ~”dü’— BÔ’  ’ 
et  par  conséquent , en  substituant  à 1)0’  sa  valeur  ci-dessus , 

__  M 
CB‘  ~ 1J‘^* 

Ces  dernières  relations  nous  seront  uules  pour  la  partie  des  applications  où 
nous  aurons  à faire  connaitre  <jiielques-uncs  des  propriétés  du  point  O.  On 
remarquera , au  surplus , qu’elles  uc  saluaient  appartenir  aux  projections  de  la 
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figure , attendu  que , pour  ces  projections , le  point  O cesse , en  général , d'ètre 
le  milieu  de  la  distance  CD. 

3a.  Nous  croyons  superflu  de  doimcr  d'autres  exemples  de  relations  pro- 
jectives ; leur  nombre , en  se  boniaut  même  à celles  qui  sont  relatives  aux 
st^icns  ibrmés  par  dilTcrcus  |K>iuts  rangés  sm*  une  même  droite,  n'est  pas 
aussi  restreint  qu’on  pourrait  le  croire  au  premier  abord,  et  cbacunc  d'elles 
donnerait  lieu  à des  observations  aussi  intéressantes  que  celles  qui  viennent 
d'être  faites  sur  la  proportion  harmonique. 

La  plupart  de  ces  relations  paraissent  d'aifleurs  avoir  été  connues  des  an- 
ciens qui  en  étudiaient  les  transformations  sous  le  litre  de  Lemmes  ,•  c’est  ce 
qu’on  peut  voir , entre  autres , par  le  Vil",  livre  des  Collections  Mathe'ma-  • 
tiques  de  Pappus.  Mais  les  anciens  ne  s'étaient  |vas  bornés  simplement  aux 
relations  projectives,  ils  avaient  étendu  leurs  rccberclics  à toutes  sortes  de 
relations  entre  les  distances  de  divers  points  rangés  sur  une  même  droite  ; et 
cette  jjarlie  de  Icuis  travaux , alors  si  pleine  d'intérêt  et  aujourd'hui  si  négligée 
par  suite  des  progrès  du  calcul  algébrique , formait  à elle  seule  la  moitié  de 
leurs  écrits  géométritpies,  dont  elle  était  la  base  essentielle. 

Nous  ptmsons  que  c'est  dans  ces  sortes  de  Lemmes , qui  correspondent  pariài- 
tement  à nos  translùmutions  algébriques , que  consistait  principalement  l'avan- 
tage de  r Analyse  géométrique  des  Grecs.  Tel  est,  par  exemple,  ce  leinrae 
qu'on  retrouve  encore  dans  tous  les  élémens  de  nos  jouis  ; « le  carré  fait 
» sur  la  somme  ou  la  diflërence  de  deux  lignes  égale  le  carré  de  la  première , 

» plus  le  carré  de  la  seconde , plus  ou  moins  le  double  du  rectangle  de  l'une 
a par  Tautre.  > ^ 

Il  est  évident  qu'il  ne  fallait  plus  qu'un  ps  pour  passer  de  là  au  calcul 
algébrique  lui-même.  Mais  les  Grecs  n'emploYaient  presqu'cxrluaivcmeut  que 
le  mécanisme  des  proportious  pour  opérer  ces  sortes  de  translbmiations , et , 
quoiqu'ils  .s’y  fùssent  rendus  très- habiles,  ils  n'uvaient  pas  créé  d’algorithme 
général  et  de  règles  fixes;  aussi  sonléLs  rcsti's  fort  aii-detsous  des  motlemes. 

33.  Avant  de  terminer  ce  sujet , nous  donnerous , dèa^&-f>n'seut , une  idée 
de  la  facilité  avec  laquelle  les  principes  qui  'précèdent  peuvent  conduire  aux 
diverses  propriétés  connues  des  sections  cbiuqucs,  d'autant  plus  que  presque 
toutes  CCS  projiriétivs  nous  seront  indispensables  pour  ce  que  rions  aivons  à 
(bre  dans  les  chapitres  siiivans. 

Je  commencerai-  établir  ce  beau  lliéorêmc , qui  n’est , comme  on  le  verra 
plus  Uird , qu’un  c.-is  particulier  d’un  autre  beaucoup  plus  général  dû  à l'itlustre 
auteur  de  la  Géométrie  de  position.  3 
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34.  Soit  -\BC  (Fig.  3)  Hn  triangle  quelconque^  situé  sur  le  plan  d'une 
section  conique , et  dont  les  eûtes  AB , BC , AC , ou  leurs  prolongemens , 
sont  rencontrés  en  P P*,  Q et  Q",  R et  R'  respectivement  par  cette  courbe  j 
Je  dis  qu'on  aura 

AP-AP'  • BQBQ'  • CR-CR'=BP-BP'  • CQ-CQ'  • AR-AR'. 

Eu  cflcl , cette  relation  est,  de  sa  nature , projective , et  satisfait  aux  conditions 
particulières  de  Part,  ao  ; de  plus , elle  se  vérifie  aisément  pour  le  cas  du  cercle , 
au  moyen  de  la  propriété  connue  des  sécantes^  elle  a donc  lieu  pour  une 
section  conique  quelconque,  dont  le  cercle  peut  cire  censé  la  projection. 

' 35.  Supposons  que  les  côtés  AB  et  AC,  de  concourons  qu’ib  étaient,  de- 
• vieiuient  parallèles  (Fig.  4)?  1®  sommet  A passera  à Pinfini,  et  les  segmens 
qui  lui  correspondent  pourront  être  considérés  comme  égaux  (28)5  donc  la 
relation  ci-dessus  se  changera  en  cette  autre 

BQ-BQ' • CR-CR'=BP'BP' • CQ-CQ' , 
on 

BP-BF  _CR-CR' 

BQ-BQ'“  CQ-CQ'’ 

c’est-à-dire  que  le  produit  des  ordonnées  BP , BF  est  à celtti  des  abscisses 
correspondantes  BQ , BQ'  dans  un  rapport  constant  pour  toutes  les  pa~ 
rallèles  à AB  -.  propriété  trcs-ancicnncmcnt  connue  des  sections  coniques,  et 
qui  suLsiste,  ainsi  que  la  précédente,  quand  on  remplace  la  courbe  par  le 
sy'stème  de  deux  ligues  droites  quelconques. 

36.  Supposons  encore  que  le  uiangle  ABC  (lig.  5),  au  lieu  d'avoir  des  côtés 
parallèles , soit  circonscrit  à la  section  conique  , et  Li  touche  aux  points  P,  Q , R , 
la  relation  ci-dessus  (34)  deviendra  évidemment,  à cause  que  les  points  P 
et  F , Q et  Q' , R cl  R'  (Fig.  3)  se  seront  respectivement  confondus  en  un  seul , 

AP-BQ-CR  = BP-CQ-AR, 

laquelle  exprime  ime  autre  propriété  très-remarquable  des  sections  coniques 
également  due  à M.  Caraoi. 

37.  .Supposons,  de  plus,  maintenant  que  le  côté  BC  du  triangle  circons- 
crit soit  mené  parallèlcnicut  .à  la  corde  de  contact  PR  de  l’angle  oppose  A , 
c'est-à-dire  à la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  côus  de  cet  angle , 
ou  aura 

IIP  ~ CR’ 
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donc  BQ=CQ,  et  par  conséquent  le  point  Q appartient  à la  droite  AO  qui 
passe  par  le  sommet  de  Tangle  A et  par  le  milieu  O de  la  corde  de  con- 
tact PR. 

En  menant  la  nouvelle  tangente  FC'  parallèlement  à la  première  RC  et  à 
la  corde  PR , on  conclurait , de  même , que  son  point  de  contact  Q'  est  sur  la 
droite  AO  : ainsi  cette  droite  appartient  à la  fois  à toutes  les  cordes  de  la  section 
conique  qui  seraient  parallèles  à celle  PR  ou  aux  tangentes  BC  et  B'C' ^ c’est-à- 
dire  , eu  d'autres  termes , que  les  cordes  parallèles  des  sections  comques 
ont  leurs  milieux^  et  les  points  de  concours  des  tangentes  qui  corres- 
pondent à leurs  extrémités  respectiees distribués  sur  une  même  droite 
appelée  diamètre. 

38.  Pareillement,  si  l’on  observe  que  les  trois  tangentes  BQ,  BF,  B'Q*, 
prolongées  d'une  manière  convenable , peuvent  être  censées  former  un  triangle 
circonscrit  BFK  dont  les  côtés  BK  et  B'K  sont  parallèles  et  concourent  à rinflni 
en  K (*) , on  conclura  de  ce  qui  précède  ( 28  et  36)  la  nouvelle  relation 

PBQ'F  = PB'-QB. 

Mais , à cause  des  parallèles  BQ , OP  et  FQ' , 

I^_OQ  QB  _AQ 
PF^OQ”  Q'F~AQ'’ 

donc 

OQ 

00"  “AQ'’ 

c’est-à-dire  que  le  diamètre  QQ'  est  divisé  harmoniquement  (a3)  par  le  mi- 
lieu de  chaque  corde  PR  et  par  le  sommet  A de  Vangle  circonscrit  cor- 
respondant (**). 

On  voit  que , si  l'une  des  extrémités  du  diamètre , Q par  exemple , passait 
à l’infini , ce  qui  arrive  nécessairement  quand  la  courbe  est  une  parabole , la 
relation  ci-dessus  deviendrait  simplement  (27) 

• 0Q'  = AQ'5 

c’est-à-dire  que,  dans  la  parabole^  la  partie  du  diamètre  comprise  entre. 


t*)  DéflOrmaîs,  pour  indiquer  que  plusieurs  lignes  ont  un  point  commun  hors  du  champ 
de  la  figure,  nous  terminerons  ainsi  leurs  catrdmités  par  la  meme  lettre  cens^  représenter 
ce  point. 

(•*)  C'est  U XXXVni'.  Propos,  du  t«>.  Ht.  dos  Coniques  A'jippollonius. 

3* 
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la  corde  du  contact  et  le  sommet  de  l'angle  circonscrit  correspondant 
est  divisée  en  parties  égales  par  le  sommet  de.  la  courbe, 

3g.  De  là  on  déduirait  immédiatement  toutes  les  définitions  et  les  proprié- 
tés connues  du  centre , des  axes , des  diamètres  conjugués  et  des  a^mp- 
totes  (4)  des  sections  coniques. 

Soient , par  exemple , ALN  et  PR  ( Fig.  6)  deux  cordes  parallèles  d’une  section 
conique  quelcontpie,  AB  le  diamètre  conjugué  à leur  direction  comnuuic, 
c’est-à-dire  celui  qui  passe  par  leurs  points  milieux  0 et  Q (3^),  la  propor- 
tion de  l’art.  35  deviendra  évidemment 

' . ÔM’  P(p 

OPÔB  ~ Q^gB’ 

d’où  l'on  lire 

ÜM’  = ;>.OA-OB, 

P étant  une  quantité  constante  qui  ne  varie  qu’avec  la  direction  du  diamètre  AB , 
et  représente  évidemment , dans  le  cas  de  ï ellipse  et  de  Yhjrperhole , le  rap- 
port inverse  du  carré  de  ce  diamètre  à celui  qui  lui  est  conjugué. 

40.  Dans  le  cas  p.artiailicr  de  la  parabole,  les  mêmes  choses  n’ont  plus 
lieu , à cause  que  l’une  des  extrémités , B par  exemple , du  diamètre  AB  passe 
nécessairement  à rinfmi  avec  le  centre  de  la  courbe  ; b relation  de  l'art.  35 
devient  simplement  alors , en  observant  que  les  segmens  BQ  et  BO  tpii  partent  du 
sommet  B ont  pour  rapport  l’iinité, 

ÔM’_PQ‘ 

OA  “ QA  ’ 

d'où  l'on  tire 

üll’  = p.OA , 

P étant  encore  un  quantité  constante  pour  un  même  diamètre,  et  qui  a évi- 
demment une  signification  tout  autre  que  celle  qu’on  lui  a attribuée  ci-dessus, 
puisqu’id  c’est  une  ligue  appelée  paramètre,,  et  non  plus  simplcmeiu  un 
nombre. 

4 1 . Dans  tous  les  cas , cl  quelle  que  soit  la  nature  particulière  de  la  courbe , 
ou  obtiendra  très-facilement  la  valeur  de  la  constante  p , au  moyen  d'une  seule 
ordonnée  OM  et  du  si’gment  ou  des  sc’gmcns  qui  lui  correspondent  sur  le 
diamètre  AB 5 de  sorte  que,  sans  s’inquiéter  si  celte  courbe  est  de  telle  on 
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telle  esjièce  ^ on  pourra  la  conslruire  entièretneiit  au  moyen  de  ces’  seules 
donne'es,  et  être  sûr  par  conséquent  que  c’est  une  section  couii|ue.  Or,  il 
en  résulte  cette  conséquence  générale , qu’il  nous  éuit  indispensable  d’établir 
pour  ce  qui  suit  : La  fp-o/ection  d'une  section  coniijue  queloonque  sur  un 
plan  arbitraire  est  encore  une  section  co/iiVywt?. 

Il  est  visible , en  effet , que  la  projection  d’une  section  conique  quelconque 
sur  un  plan  devra  jouir  de  la  propriété  générale  de  Part.  34 , puis<ju’elle  est 
projective,  et  par  suite  de  toutes  celles  qui  sieiment  d’étre  établies  daus  ce 
qui  précède , et  qui  sont  la  const-quence  de  celle-là  5 mais  les  dernières  de  ces 
propriétés  sont  aptes  à décrire  la  courbe,  et  ne  peuvent  décrire  que  des 
sections  coniqties  sous  les  mêmes  données  ; donc  la  projection  d'une  section 
conique . est  nécessairement  aussi  une  section  conkpie. 

4a.  Au  reste,  ou  déduirait  avec  la  même  facilité,  de  ce  qui  précède,  les 
propriétés  de  similittule  des  sections  coniques  en  général.  A cet  effet,  nous 
ferons  obsert’er  que , pour  que  deux  courbes  quelron<pies  soient  semblables , il 
faut  qn’on  puisse  les  considérer,  l'une  et  l’autre , comme  les  limites  de  poly- 
gones semblables  d'un  nombre  infini  des  côtés  infiniment  petits.  Mais , d’a-  , 
près  la  théorie  de  ces  sortes  de  figures , pour  que  deux  polygones  soient  sem- 
blables , il  est  nécessaire  et  Q suffit  qu’on  puisse  les  décrire , Piin  et  l’autre , 
sous  des  données  et  par  des  constructions  elles-mêmes  semblables^  c'csl-.â- 
dirc  telles  que  les  parues  qui  les  composent  appartiennent  à des  figures  sem- 
blables, ce  qiû  exige  simplement  que  les  disumees  homologues  y soient  pro- 
portionnelles et  fassent  les  mêmes  angles  de  part  et  d’auü-e  j donc , jxjur  que 
deux  courlres  quelconques  soient  semblables , il  est  nécessaire  et  U suflit  que 
les  mêmes  conditions  soient  remplies ^ c’est-à-dire  que,  ces  conditions  ayant 
lieu , toutes  les  atUres  lignes  homologtu-s  seront , par  là  même , propor- 
tionnelles, et  formeront  les  mêmes  angles  dans  les  deua:  courbes  (•); 
ainsi , par  exemple , on  pourra  inscrire  et  circonscrire  à l'iinc  d'elles  des  poly- 
gones semblables  à ceux  qui  sont  inscrits  et  circonscrits  à fautre , etc. 

43.  Pour  en  venir  maintenant  à notre  objet,  nous  remarquerons  que,  d'a- 
près ce  qui  précà'de , poiu-  que  deux  sections  coniques  soient  semblables , il 
(hiit  d'abord  qu’elles  soient  de  même  espèce  ; que  de  ]>lus , en  Uaçant  daus 


(•)  S'k,  ie  plu»,  le*  droite»  homologue»  »ont  parallèle»  il»n»  le»  fignrei  èlcmcntairn 
qui  cOiuIruUent  le»  proponSo»,  U même  choie  aura  lieu  clan»  celle-ci}  en  K) rte  qu’elle»  ne 
seront  plus  timplemcnt  semblable» , maXê  temblahtes  et  semblablement  placées  entre  elles. 
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l'une  et  Hans  l'autre  deux  diamètres  homologues,  que  je  nomme  (AB)  et 
(A'!!”) , les  conjugués  à ces  diamètres , ou , plus  généralement , les  directions  de 
cordes  que  ces  diamètres  divisent  rcs|>ectivcment  en  parties  égales,  lassent 
avec  etix  le  même  angle  de  part  et  d'autre  , car  ces  directions  sont  parallèles 
à celles  des  tangentes  aux  extrémités  - des  diamèu-es  (AB),  (A'B'),  lesquelles 
sont  évidemment  homologues.  Eu  second  lieu , si  l'on  prend  à cliaque  instant 
sur  ces  diamètres  des  points  (0)  et  (O^  qui  les  divisent  en  segmens  propor- 
tionneb,  ou  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  (AB)  à (A'B'),  il  faudra 
que  les  ordonnées  ou  dcmhcordcs  correspondantes  (OM)  et  (OM')  soient  aussi 
entre  elles  dans  le  même  rapport  ; car  alors  la  construction  des  deux  courbes 
(4i)  sera  exactement  ce  que  nous  avons  appelé  semblable  de  part  et  d'autre , 
et  ces  courhes,  par  conséquent,  seront  elles-mêmes  semblables.  Mais,  puis- 
qtie  ce  sont  des  sections  coniques,  on  a en  général  (3g) 

ÜM‘  = ;>.OA-OB , 

ÔM'’  = p'.O'A'-O'B'  i 

d'où 

ÔM‘  p.OA-OB 
(ÿjf-  “ ;>'.0'A'-0'B' 

D'un  autre  côté , on  a , par  h^qrathèse , 

OA  _ PB  _ AB 
O'.V  “ C'E*  “ A'B'  ’ 

donc 

ÔM'  _ p.KW  , 

W ~ p'..VB'’  ’ 

par  où  l'on  voit  que  les  ordonnées  OM,  OTII'  ne  peuvent  être  entre  elles  dans 
le  rapport  de  AB  et  A'B',  à moins  que  les  constantes  p et  f/  (pû  leur  appar- 
tiennent ne  soient  égales. 

Réciproqtiement , si  cela  est , et  qu'eu  même  temps  les  autres  conditTons  qui 
précèdent  soient  remplies , les  ordonnées  correspondantes  à des  segmens  pro- 
portionnels aux  diamètres  AB  et  A'B'  seront  elles-mêmes  proportiopnelles  à 
CCS  diamètres , et  les  constructions  des  deux  courbes  seront  semblables  : c'est- 
à-dire  que 
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Deux  secUons  coniques  (elliiws  ou  hyperboles)  sont  semblable*^  quand 
les  cordes  conjuguées  à deux  diamètres  de  ces  courbes  forment , de  part 
et  d autre , le  même  angle  avec  ces  diamètres , et  que , de  plus , la  cons- 
tante P qui  correspond  à ces  diamètres  est  aussi  la  même^  ou^  en  d’autres 
termes , quand  ces  diamètres  sont  entre  eux  conune  leurs  conjugués  (*). 

44*  Oaus  le  cas  partinilier  où  les  sections  coui<jucs  sont  des  paraboles,  les 
diamètres  AB  et  A'B'  deviennent  infinis,  et  les  raisoimcmcns  qui  précèilent 
n'ont  plus  lieu  5 mais , si  l’on  choisit , dans  deux  paraboles  quelconques , deux 
diamètres  qui  fassent  le  même  angle  avec  leurs  cordes  conjuguées , ce  qui  est 
possible  d’imc  infinité  de  manières,  puis  qu’on  prenne,  sur  ces  diamètres,  des 
abscisses  AU , A’U'  qui  soient  dans  le  rapport  des  paramètres  p e\  pè  ipii  leur 
correspondent  respectivement,  on  aura  (4o) 

ÜM-  __  ;>.0A  . 

tÿM'*  ~ /é.OA'  ~ />'•  ’ 

c’est-à-ilirc  que  les  ordonnées  OM , O'M'  seront  elles-mêmes  dans  ce  rapport  ; 
d'où  il  suit  par  conséquent  que  les  courbes  sont  semblables  : ainsi 
Deux  paraboles  quelconques  sont  deux  courbes  semblables. 

45.  C’est  sur  ce  petit  nombre  de  principes,  di’jà  connus,  que  nous  nous 
pro[M>sons  d'étalilir,  dans  ce  (jui  suit,  les  divci-ses  propositions  epii  doivent 
Ibrmcr  la  base  de  cet  ouvrage. 

On  remai-quera , an  surplus , que  les  considérations  générales  d'où  nous 
avons  déduit  ces  principes  ne  concernent  proprement  que  les  relations  pro- 
jectives qui  ont  lieu  entre  les  longueurs  ou  distances  qui  lient  entre  elles  les 
dilTéreutes  parties  d'une  même,  figure  ^ mais  on  pourrait  obienir  .aisi'ment  des 
résultats  analogues  pour  les  relations  entre  les  aires  des  triangles. 

Soit,  eu  cil'et,  ABC  (fig..  i)  un  üianglc  quelconque  appartenant  à la  ligure 
proposée , et  A'B'C'  sa  projection  5 d'après  tin  théorème  connu  de  la  Céomé- 
tric  élémentaire , analogue  it  celui  déjà  cité  (g)  jKiur  la  simple  projection  des 
distances , les  solidités  des  pyramides  SABC , SA'B'C'  sont  entre  elles  dans  le 


<*)  Si,  de  plu,  les  deux  courbu  airsient  leurs  diamètres  conjugués  parallèles,  elles 
seraient  (4a,  note)  semblables  et  semblablement  placées  entre  elles,  eu  sorte  i|ue  leurs 
axes  principaux,  leurs  asymptotes,  etc.  seraient  également  parallèles.  On  dcmonlrcrait 
d’atUeur,  aisément  que  deux  hyperboles  ({uelconques , comprises  dans  le  mime  angle  d’a- 
symptotes, sont  m-cessairement  des  courbes  semblables  de  grondeur  et  de  position. 


a4  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES, 

rapport  des  produits  des  trois  arêtes  qtii  comprennent  l'angle  solide  commun 
S , et  par  conséquent  le  rapport  de  la  solidité  de  chaque  pyramide  au  produit 
des  trois  arêtes  correspondantes  est  un  nombre  constant. 

Nommant  donc  ^ ce  rapport , invariable  pour  un  même  angle  solide  S , 
et  a , é* , c les  trob  arêtes  ou  projetantes  SA , SB , SC , la  solidité  de  la  pyra- 
mide SABC  sera  égale  à ^.a.b.c.  D'tm  autre  côté,  en  nommant  P la  hau- 
teur de  cette  pyramide , ou  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  projec- 
tion S sur  le  plan  du  triangle  de  base  ABC , cette  solidité  a aussi  pour  ex- 
pression ÿP. surf.  ABC}  donc 

Surf.ABC  =m.^} 

formule  enuèrement  analogue  à celle  trouvée  ci-dessus  (g)  pour  les  simples 
distances,  et  qui  donne  lieu  aux  mêmes  remarques  relativement  à la  pro- 
jection des  aires.  Cest-à-dire  que , si  dans  tme  relation  quelconque  entre  les 
aires  triangulaires  d'une  certaine  figtu-e , on  substitue , à la  place  de  chaque 
tiiangle  qui  y entre , l'expression  ci-dessus  qui  lui  correspond , et  qu’il  arrive  que 
les  lettres  a,  ô , c,  P disparaissent  d’elles-mêmes  du  résultat  de  la  substitution , 
cette  relation  sera  nécessairement  projective  de  sa  nature , et  appartiendra  à 
toutes  les  figures  qui  pourront  être  censées  la  projection  de  la  première. 

46.  De  là  on  pourrait  déduire  beaucoup  de  conséquences  relatives,  aux  aires 
de  certaines  figures}  mais,  quoique  cet  examen  se  rattache  immédiatement 
à notre  sujet , nous  croyons  devoir  nous  borner  simplement , dans  ce  travail , 
aux  relations  projectives  concernant  les  distances  et  la  direction  indéfinie  des 
lignes,  qui  offrent  par  elles-mêmes  un  assez  vaste  sujet  de  recherches. 

Au  surplus,  il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'analogie  que  nous  avons 
reconnue  (18  et  19)  entre  les  figures  situées  dans  l’espace  ou  sur  un  plan  et 
celles  tracées  sur  une  sphère , ne  .sidrsiste  plus  quand  ou  ne  considère  que  les 
relations  d'aires  qui  sont  projectives,  bien  qu’alois  même  ces  relations  aient 
encore  lieu  entre  les  quantités  constantes  m,  m'... } car  chacime  de  ces  cons- 
Uintcs  n’a  jdus  de  rapport  déterminé  (*)  avec  fouverture  de  l’angle  solide 
correspondant , ou  avec  faire  du  triangle  sphérique  qui  lui  sert  de  mesure. 

( * ) En  elTet , U quantité  m repréænte  clora  le  double  produit  du  alu  us  de  Pangle  de  deux 
arétea  ou  projetcnlea  quelconques  » par  le  sinus  de  Tangte  que  leur  plan  fait  arec  Taréte 
opposée.  Voyez  un  naemoire  de  Lagrange  ^ inséré  dans  le  VI'".  cahier  du  Journal  de  F Ecole 
Polj'Ucknique» 
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47.  On  doit  aussi  remanjHcr  que  la  relation  ci-dcssus  (45),  dc-lBêinc  que 
celle  de  fart.  9,  relative  à la  projection  des  simples  distances,  n’est  ap- 
plicable qu’au  cas  où  l’on  süppose  la  [u-ojcction  tcuüale^  car,  dans  lajintjec- 
lion  orthogonale  et  dans  la  prt^ectiou  oblUjue  sous  un  angle  donné,  les 
projetantes  étant  parallèles  et  le  centre  de  projection  pr  conséquent  à rinlmi , 
ces  relations  dcvicimeut  insignifiantes,  et  prennent  la  forme  indéterminée  | . On 
peut  alors  les  remplacer  par  les  relations  suivantes 

AB  = m.  A'B', 

Surf.  ABC  = m.  Sm  f.  A'B'C' , a* 

dans  lesquelles  la  lettre  m représente  le  rapport  des  anus  des  angles  que  for- 
ment respectivement,  avec  la  direction  d’une  projetante  quelconque,  d’une 
prt  les  droites  A'iy  et  AB,  d’une  autre  les  plans  A'B'C'  et  ABC.  Mais,  notre 
inlendon  n’étant  que  de  nous  oecuper  des  rapports  les  plus  généraux  des  figu- 
res, d’où  découlent  immédiatement  tous  les  autres  comme  simples  corollai- 
res , ces  considérations  sur  les  projections  orthogonale  et  olrliquc  deviennent  1 
en  quelque  sorte,  étrangères  à Tobjet  véritable  de  ces  recherches. 

Dans  ce  qui  précède , nous  avons  exposé  les  diverses  notions  à l’aide  des- 
quelles on  peut  reconuaitre , au  simple  énoncé , à une  figure  et  une  relation 
donnée  qui  la  concerne  sont  projectives  5 il  uous  resterait , pour  complétcr 
cet  objet , à établir  les  principaux  théorèmes  de  projection  qui  servent  à mo- 
difier les  figures  suivant  certaùies  conditions  particulières , et  à faire  découvrir 
quelle  est  la  nature  de  ces  modifications  et  dans  quel  cas  elles  sont  possibles; 
mais  la  démonstration  de  la  plupart  de  ces  théorèmes  repose  nécessairement 
sur  quelques  nouons , non  encore  reçues  des  géomètres , concernant  les  chan- 
gemens  qui  s’opèrent  dans  certaines  figures,  quand  une  ou  plusieurs  de  leurs 
parties  cessent  d’avoir  une  existence  absolue  et  réelle  ; c’est  pourquoi  nous 
allons  exposer,  dans  le  chapitre  suivant,  ces  diverses  notions,  en  en  dédui- 
sant , par  occasion , quelques  corollaires  relatifs  au  cas  particuber  du  cercle , 
corollaires  qu’on  pourra,  au  surplus,  considérer  comme  des  espèces  de  Icmmes 
pour  la  partie  des  applications. 
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Notions  préliminaires  sur  les  Sécantes  et  les  Cordes  idéales 
des  sections  coniques. 

48.  Il  rosulte  des  prûicipcs  poses  dans  le  precedent  chapitre  (87  cl  38), 
qu’une  tlroilc  indclinic  iwi  (Fig.  6)  étant  tracée  sur  le  plan  d'une  section 
conique  quelconque  (C)  *,  i“.  le  milieu  ou  centre  0 de  la  corde  MN  qu’y 
intercepte  la  courbe  se  trouve  à rinicrsectiou  de  cette  droite  et  du  diamètre  AB 
qui  est  conjugue  à sa  direction  j a”,  le  point  0'  où  concourent  les  tangentes 
aux  extrémités  de  la  cortle  est , par  rapport  i ce  même  diamètre , le  conju- 
gué harmonique  du  point  0 (a3)  j c’est-à-dire  qu’on  a 

(VA  _ OA 

01}  ~ OB' 

Or  il  résulte  de  ces  définitions  des  points  0 et  0',  que  ces  points  peuvent  se 
construire  indépendamment  des  points  M et  N , et  subsistent  par  conséquent 
dans  tous  les  cas  possibles,  même  quand  la  droite  mn  est  extérieure  à la  courbe. 

Cela  parait  d’abord  évident , à priori , jxuir  le  premier  de  ces  points , et 
cela  ne  l’est  pas  moins  pour  le  second , comme  on  va  le  voir  par  ce  qui  suit. 

Supposons , en  effet , qnc  la  droite  mn  se  transporte  en  mVé  extérieurement 
à la  courbe  j soit  0'  le  point  où  la  rencontre , dans  cette  nouvelle  position  , 
la  direction  indéfinie  du  diamètre  AB  qui  renferme  le  milieu  des  cordes  pa- 
rallèles à m'n','  sup{K)sons  que,  du  point  (V,  on  mène  deux  tangentes  (FM,  O'N 
à la  courbe , elles  seront  évidemment  possibles  pour  le  cas  actuel , et  vien- 
dront détermijicr  deux  pomts  de  contact  M , N et  une  corde  corre^ondanie 
MN  dont  la  direction,  nécessairement  conjuguée  à celle  du  diamètre  AB,  sera 
parallèle  à m'tt  et  rencontrera  ce  diamètre  an  point  0 demandé  5 car  on 


(*)  Dctormaii  nous  ln(|lqu«ronf  ^ |>re«que  toujours  y ainsi  uno  section  conique  pur  la 
lettre  de  son  centre,  placée  entre  parenthèses  $ et  nous  pourrons  en  agir  de  même  h 
Tégard  de  courbes  quelconques,  en  substituant  à la  lettre  du  centre  celle  de  quelque 
point  remarquable. 
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aura  cvitlemment  (38),  entre  les  points  0,  0',  la  relation  harmonique  dont  il 
a été  question  ci-dessus. 

49.  On  voit  qu'il  existe  entre  les  droites  mn , mVi*  et  les  points  0 , 0'  qui 
leur  correspondent  i la  fois , uuC'TeLition  extrêmement  remarqiublc , et  qui 
est  telle  que,  quand  l'une  de  ces  choses  est  donnée,  les  trois  autres  s’en  suivent 
nécessairement.  A cause  de  la  nature  particulière  de  cette  reladotl,  on  jiourrait 
dire  que  ces  droites  et  ces  points  sont  cnnjiip^ués  harmnniqitts  rclalivemenl 
à la  tlirection  commune  du  diamètre  AB  \ déllniüon  qui , au  reste , s'accorde 
avec  celle  déjà  donnée  (a3)  à l'occasioii  de  la  division  harmonique  des  lignes. 

Quoi  qu’il  en  soit , les  points  0 et  0' , considérés  comme  ap|>artenans  à la 
droite  m/i , subsistant  indé])end3mmcnt  de  la  réalité  ou  de  la  non  réalité  des 
interscclians  M,  N de  cette  droite  et  de  Li  courbe,  il  u’y  a aucune  raison  de 
les  négliger  plutôt  dans  un  cas  que  dans  Paiitrc,  non  plus  cpie  cette  droite  clic- 
même  , puisqu’en  devenant  extéiieure  à la  courbe , elle  ne  cesse  pas  de  con- 
server certaines  dépendances  avec  elle. 

Le  point  0'  jouit,  eu  particulier,  d'un  grand -nombre  de  propriétés  ai- 
rieuscs,  par  rapport  à la  droite  dont  il  s’pgit  et  à la  section  conkpic;  sa  con- 
sidération est  trè-s-importante  dans  les  recberclies,  et  c’est  à cause  d’ime  de  ces 
propriétés  qu'il  a reçu  des  géomètres  le  nom  de  pAle  de  cette  droite,  Undis 
que  celle-ci  a été  appelée,  à l’inverse,  la  polaire  du  point  O'. 

50.  Ces  dénominations  sont,  sans  contiedit,  fort  simples,  et  nous  pounx^ns 
en  faire  usage,  sans  d'.iiileurs  noirs  atucher,  quant  à présent,  à l’idée  qu’en- 
traine , d’après  leur  acception  ordinaire , les  mots  de  pôle  et  polaire.  Mais 
aussi,  en  supposant  qu’on  ne  veuille  pas  créer  des  termes  nouveaux  pour 
désigner  la  droite  mn  et  ce  qui  lui  appartient,  et  qu’on  persiste  à la  regarder 
comme  une  sixantc  de  la  courbe  quand  elle  cesse  de  la  rencontrer,  nous 
dirons , afin  de  conserver  l’analogie  enire  les  idées  et  le  langage , que  ses  points 
d’intersection  avec  la  conrbe , et  par  conséquent  la  corde  correspondante , 
sont  imaginaires , qu’elle  est  ellc-mème  sécante  idéale  de  cette  courbe  ; et 
nous  la  distinguerons  ainsi  de  toute  ligne  droite  entièrement  inconstructible 
dans  son  cours  et  sa  direction , Laquelle  cous^era  d’ailleurs  la  dénomination , 
déjà  admise,  de  droite  imaginaire. 

5 1 . Par  suite  de  ces  premières  définitions , et  on  supposant  que  l'on  consi- 
dère la  droite  indéfinie  m'n'  extérieure  i la  courbe  (C),  droite  qui,  d’après  ce 
qui  précède,  est  sécante  idéale  de  celte  courbe,  nous  dirons  aiisri  que  le 
point  Cf  est  le  centre  idéal  de  la  corde  imaginaire  que  détermine  m'n',  et 

4* 
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le  |)oiui  O le  concours  idéal  dci  uiugcntcs  inuginaires  qiii  corre^ondent 
aux  cxtrémitcs  de  cette  corde , laquelle  prend  d'ailleurs  (3^)  le  nom  de  corde 
de  contact  relativement  au  point  O ; enfin  la  droite  m'ié  sera  cUc-même  la 
sécante  idéale  de  contact  par  rapport  à ce  point. 

5a.  Pour  concevoir  Tobjet  de  ces  dérmitious,  il  suffit  de  supposer  que  la 
section  coniqtie  que  l’on  considère  ne  soit  pas  de'crite,  mais  seulement  tlonnée 
par  certaines  conditions,  et  tpi'alors  on  se  propose  de  rccberclier , soit  les 
points  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  réelle  tracée  sur  son  plan , soit  tout 
autre  objet  qui  en  dépende  ^ car  on  ignore  alors  si  les  uns  ou  les  autres  sont  ou 
non  possibles , et  il  est  naturel  de  persister , dans  tous  les  cas , à regarder  cette 
ligne  droite  comme  tine  sécante  véritable  de  la  courbe , et  par  conséquent 
de  la  traiter  comme  telle  dans  le  raisonnement  géométrique  qui  sert  à faire 
découv'rir  les  objets  qu’on  chercLe. 

53.  En  général  ou  pouirait  désigner  par  l'adjectif  imaginaire  tout  objet 
tpii,  d'absolu  et  réel  qu’il  était  dans  une  certaine  figure,  serait  devenu  en- 
tièrement impossible  ou  inconstntctible  dans  la  figiu-c  corrélatiee  : « Celle  qui 
» est  censée  provenir  de  la  première  par  le  mouvement  progressif  et  continu  de 
» quelques  parties , sans  violer  les  lois  primitives  du  ^ sterne  j » l'épiütète  idéal 
servirait  à d<-signer  le  mode  particulier  d'existence  d'un  objet  qui , en  de- 
meurant au  contraire  réel  dans  la  transformation  de  la  figure  primitive , cesse- 
rait cependant  de  dépendre  d'une  manière  absolue  et  réelle  d'autres  objets 
qui  le  définissent  grapliiquemeut , parce  que  ces  objets  seraient  devenus  ima- 
ginaires. Car , de  même  qu'on  a déjà  en  Géométrie  des  noms  pour  exprimer 
les  divers  modes  d'existence  qu'on  veut  comparer , tels  que  infiniment  petits , 
infiniment  graiuls^  il  faut  anssi  en  avoir  j>our  exprimer  ceux  de  la  non  exis- 
tence, afin  de  donner  de  la  justesse  et  de  la  précision  à la  langue  du  rai- 
sotmement  géométrique. 

Ces  défuiitions  ont,  sur  toutes  celles  (ju’on  pourrait  leur  substituer,  favan- 
tage  de  pouvoir  s’étendre  directement  à des  points , des  lignes  et  des  furfaccs 
quelconques  ^ elles  ne  sont  d'ailleurs  ni  indifTérentes , ni  inutiles  eu  elles-mêmes  ; 
dlesserv  ent  à abréger  le  discours  et  à étendre  l’objet  des  conceptions  géométri- 
ques 5 enfin  elles  pennctieut  d'établir  un  point  de  contact , sinon  toujours  réel , 
au  moins  fictif,  entre  des  figures  qui  paraissent , au  premier  aspect , n'avoir 
aucun  rap|K>rt  entre  elles , et  de  dé-covvrir  sans  peine  les  relations  et  les  pro- 
priétés qui  leur  sont  conununes. 

54.  Tour  poursuivre  l'objet  de  ces  premières  définitions , sup])osous  qu’ayant 
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déterminé  le  diamètre  AB  (Fig.  6)  de  la  section  conique,  qui  est  conjugué  à 
la  direction  de  la  sécante  idéale  m'n' , et  divise  par  conséquent  en  deux  parties 
égales  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  parallèles , on  prenne , sur  m'n' , deux  points 
M'  et  N'  satisiàisant  à la  relation 

(PM"  =;>.0'A-(yB, 

identique  avec  celle  qui  définit  les  points  M et  N suivant  lesquels  la  sécante  mn , 
parallèle  à la  première,  rencontre  réellement  la  section  coniqHe  (3f)),  poiuTU 
toutefois  qu'on  n'ait  |)oiut  égard  à la  diflcrcnce  de  situation  des  lignes  (*);  on 
obtiendra  une  longueur  W'N' , divist'c  également  au  point  O' , et  qu’on  pourra 
regarder  comme  représentant , d'une  manière  fictive , la  cortle  iiiiaginaire  qui 
corrcs])ond  à la  droite  m'/é  considérée  comme  sécante  de  la  courbe.  Cela  posé , 
si  l'on  appelle  cette  diskincn  corde  idéale  de  la  section  conique  proposée , et 
qu’on  constniise  toutes  celles  qui  lui  sont  parallèles , leurs  extrémités  formeront 
évidemment  une  autre  section  coni(|uc,  qui  aura  nièine  diamètre  de  contact 
AB,  même  constante  p , et  par  conséquent  même  grandeur  «t  même  direction 
de  diamètre  (reW  ou  idéal)  DE  conjugué  à .AB. 

La  section  conique  ainsi  construite  sera  évidemment  une  lyperbolc  ou  une 
ellipse , selon  que  Pautre  sera , au  contraire , ime  ellipse  ou  une  hyperbole  j 
elle  sera  d'ailleurs  une  parabole , en  même  temjw  que  la  proposée , ayant  même 
diamètre  qu'elle  avec  même  paramètre  et  même  tangente  au  sommet  coinniuu 
parallèle  à la  direction  donnée.  Enfin , quand  l'une  des  deux  courbes  est  un 
cercle , l'autre  est  une  lijqierbolc  équilatère , dont  le  diamètre  de  contact  est 
perpendiculaire  à la  direction  donnée  m'/i'.  Dans  tous  les  cas , s Tune  des  deux 
courbes  devient  infiniment  petite  en  demeurant  scmbbbic  à clic-même , c'est- 
à-dire,  si  elle  se  réduit  à un  point,  la  supplémentaire  se  réduira  elle- même  à 
deux  lignes  droites  confondues  avec  les  as^-mptotes , et  vice  versa. 

Désonnais  nous  dirons  de  deux  sections  coniques,  ainsi  conjuguées,  qu'elles 
sont  supplémentaires  l'une  de  l’autre  par  rapport  à la  dircctiou  de  la  droite 
que  l’on  considère  ; parce  qu'eu  effet  l’uiie  tpielconque  d'entre  elles  répond 
aux  questions  faites  sur  fautre  dans  le  sens  qui  vient  d’être  indiqué. 

55.  Il  est  à remarquer,  au  siuqrlus,  «pi’ïie  même  section  conique  a 'une 

(•)  En  effet,  celte  différence  de  «ituntion  entmine  le  changement  de  iigne  du  tegment 
D'H,  ce  i|u!  rend  U relation  ci-dcuus  impoosible  pour  le»  iHuitiooa  de  m'n'  extérieures 
i la  courbe;  c’est-i-dire  que  Ica  ordonnées  corresi>ondantea  de  la  courbe  deviennent  elles- 
mêmes  impossibles  ou  imaginaires. 
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iiirmitc  de  snpplcmàitaires,  conespoudant  à riullnité  de  systèmes  de  diamètres 
conjugués  qui  lui  apjîarticnnenl  ; mais , parmi  cette  infinité  de  supplémentaires, 
il  u%'  en  a jamais  qu'une  seule  qui  con  esponde  à une  direction  doimée  mn , 
parce  que  nous  n’admettons  que  celle  dont  le  diamètre  réel  AB , ou  le  dia- 
mètre du  contact , divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  de  la  proposée  qui 
sont  parallèles  à cette  même  tlircctiou. 

Ainsi , quand  une  ligne  droite  m'/i'  est  extérieure  à une  section  conique 
donnée  quelconque  (C),  il  y a toujours  une  autre  section  conique  supplémen- 
taire de  la  proposée  relalivcincut  à la  direction  de  cette  droite , laquelle  inter- 
cepte sur  elle  une  distance  réelle  M'N'  qui  est  la  cordc  idéale  de  la  première. 
11  est  évident , en  outre , cpi’à  la  même  droite  m'/i'  correspondemt  le  même 
centre  0'  et  le  même  pôle  0 dans  l'une  et  l'autre  courbes  (48);  en  sorte  que 
ce  dernier  est  à la  fois  le  point  de  coneours  idéal  des  deux  tangentes  qui 
appartiemicnt  à la  droite  m'«'  et  à la  section  conique  proposée , et  le  point 
de  concours  réel  de  celles  qui  appartiennent  à cette  même  droite  et  à la 
supplémentaire  de  cette  section  conique.  La  même  chose  a lieu  évidemment 
pour  le  point  (V  et  la  sécante  mn  qui  lui  est  conjuguée. 

56.  Considérons  maintenant  le  système  de  deux  sections  coniques  quelcon- 
ques tracées  siu-  lui  plan  ; si  elles  ont  une  sécante  ou  corde  réellemenl  com- 
mune, il  est  évident  t®.  que  les  diamètres  conjugués  à sa  direction  dans  l’une 
et  l’autre  courbe  iront  la  rencontrer  en  un  même  point,  centre  de  la  corde 
en  question  ; a®,  que , si  l'on  appelle  0 ce  po’mt,  jUI  cl  A'B'  les  diamètres  qui 
lui  correspondent , enfin  p et  p'  les  constantes  qui  appartiennent  à ces  dia- 
mètres (3c)),  on  aura 

/).0A-0B  = /»'.0A'-0B’. 

Ces  deux  conditions  sont  nécessaires  et  suffisent  évidemment  pour  détei^ 
miner  toutes  les  cordes  ou  sécantes  communes  à deux  sections  coniques  quel- 
conques tracées  sur  im  plan  ; mais  elles  n’appartiennent  pas  aux  seules  cordes 
réellement  communes  à ces  courbes,  elles  peuvent  auæi  appartenir des 
droites  qui  leur  seraient  entièrement  extérieures  ; il  suffit  en  effet , d'après 
ce  qm  précède,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  la  direction  de  chacune  d’elles 
soit  celle  d’une  corde  réellement  commune  aux  supplémentaires  des  sections 
coniques  proposées  relativement  à cette  direction  : ce  qu’on  peut  exprimer 
en  disant  que  la  droite  correspondante  doit  être  une  sécante  on  corde  idéale 
commune  à ces  sections  coniques. 
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57.  La  question  actuelle  consiste  k savoir  si  deux  sections  coniques  (C) 
et  (C'),  Fig.  7,  tracées  sur  un  plan,  ont  cflectivement,  pour  des  positions 
générales , des  cordes  commîmes  idéales  remplissant  les  coudidons  qui  pré- 
cèdent. 

Pour  parvenir  à la  résoudre , nous  remarquerons  d’abord  qu'il  y a sur  le 
plan  des  deux  courbes  (C)  et  (C')  imc  infinité  de  points  Q et  de  droites 
correspondantes  nui , qui  satisfont  à la  première  de  ecs  courons.  En  effet , 
pour  obtenir  un  système  semblable , il  sulBt  évidenuncut  de  mener,  dans  une 
direcdon  quelconque , dai  tiuigeutcs , parallèles  entre  elles , aux  deux  courbes  ; 
de  tracer  ensuite  les  diamètres  Alt  et  AD',  qui  passent  respectivement  par 
leurs  points  de  contact^  car  le  point  O de  leur  intersecdon  commune  sera 
le  point  demandé , et  la  droite  mn , misiée  de  ce  point  dans  une  direcdon 
parallèle  ami  tangentes , sera  la  droite  qui  Im  correspond.  Tous  les  points  O, 
ainsi  obtenus,  sont  sur  une  certaine  courbe,  et  cette  courbe  passe  éviilem- 
ment  par  l’un  et  l’auti'C  centres  C , C'  des  proposées  (*). 

Les  dernières  coudidons  exigent,  en  outre,  qu’ayant  tracé  les  coniques 
supplémentaires  aux  proposées,  qui  correspondent  à la  droite  nm  déterminée 
ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  les  pardes  MN,  M'N',  interceptées  snr 
cette  droite  par,  l’une  et  l’autre  courbes , soient  égales  entre  elles , ou , ce  qui 
revient  au  même , que  OM  soit  égal  à OM'.  Cette  condidon  ne  sera  éi  idem- 
meut  pas  remplie  pour  une  posidon  quelconque  de  In  droite  mn  ,■  mais , si , 
pour  cbacunc  des  siuiadons  qu’elle  peut  prendre , on  détermine  le  ]>oint  M 
correspondant  è la  courbe  (C),  et  celui  &l'qui  coircs|>ond  à la  courbe  (C*); 
rliacun  de  ces  points  engendrera  évidemment  une  courbe  pardmiière , et  ces 
courbes  indiqueront,  par  leurs  intersecdons  mutuelles,  les  posidons  des  points 
générateurs  M et  M'  pour  lesquelles  ils  se  confondent , et  pour  lesquelles  par 
conséquent  les  pardes  ou  ordonnées  OM  et  OM'  sont  égales , c|>  les  droites 
correspondantes  mn  des  sécantes  idéales  communes  aux  deux  sections  coni- 
ques proposées. 

Nous  pourrions  arrêter  ici  l’examen  qui  nous  occupe,  car  il  est  visible  que 
les  courbes  (M)  et  (M*) , n’ayant  entre  elles  qn\inc  dépendance  générale , doi- 
vent aussi , en  général , se  couper  selon  la  posidon  rclndve  des  sccdous  co- 


(*)  Pour  démontrer  cette  auertinn,  il  nilEc  tTulxerTer  que,  quand  le  dUmèlre  , 
per  exemple,  a atteint  U poiilion  CC*,  celui  A'B*  qni  lui  correipond,  et  qui  renrerme 
arec  lui  le  point  O , le  rencontre  néccMaircment  au  centre  C'  Ini-mdme. 
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Diqucs  (C)  et  laisser  k di'slter  , nous  allons  faire  voir , 

|)ar  l’examen  d'un  cas  Jrès-ëtendu,  qu’en  eflTet  les  courbes  (M)%t  (M')  sont 
susceptil)les  de  s'entrecouper  d'une  manière  réelle  ) et  par  conséquent  de  don- 
ner des  cordes  idéales  communes  à celles  (C)  et  (C*). 

58.  Prenons , pour  exemple  général , le  système  de  deux  ellipses  (C)  et  (C) , 
de  grandeur  et  de  situation  arbitraires , mais  pourtant  telles  qu'elles  soient  en- 
tièrement exlSîcurcs  l'une  à l'autre.  La  courbe  parcounie  par  le  ]>oiqt  O,  pas- 
sant nécessaircmeut  (07  note)  par  les  centres  C et  C des  deux  ellipses , aura 
une  partie  de  son  cours  entièrement  au-debors  deoccs  ellipses , et  il  existera 
une  bifuiité  de  positions  oorrespondautes  de  la  droite  mn , pour  lesqtKllcs  clic 
sera  tout  à fait  extérienre  k ces  mêmes  courbes. 

Cela  posé , considérons , commo|||Klessus , les  deux  coniques  sup])lémcn- 
taircs  qui  correspondent  à une  telle  position  de  la  droite  nurf  il  est  évident 
qu'on  aura  démontré  que  le  poiut  M se  confond , pour  une  certaine  position 
de  mn , avec  le  poiut  M' , et  par  conséquent  le  ]>oint  N avec  le  poiut  N' , n 
l’on  parvient  à prouver  que,  parmi  toutes  les  grandeurs  que  peut  prendre 
la  corde  MN , il  y en  a deux  telles  que  l’une  soit  plus  grande  et  l'autre  jdus 
petite  que  celle  de  M'N'  qui  leur  correspond  ; car , à cause  de  la  loi  de 
continuité^  il  y aura  néccssa'uemcnt  une  position  intermédiaire  où  ces  cordes 
seront  parfaitement  égales.  Or,  si  Ton  suppose  que,  dans  la  situation  actuelle 
des  Inpcrbolcs  supplémentaires,  MN  soit  plus  grand  que  M'N',  il  ne  sera  pas 
dillirile  de  s'apercevoir  ipi’il  existe  une  autre  position  du  système,  pour  la- 
quelle la  <orde  .MN  devient  nulle,  et  par  conséijuent  où  les  points  M et  N se 
réunissent  au  point  0.  En  eflet,  cette  circonstance  arrivera  nécessairement  lors- 
que le  poiut  U SC  trouvera  sur  fcllipsc  correspondante  (C) , en  sorte  qu'il  sulBt 
de  déiuonU'cr  que  la  courbe  des  points  0 rencontre  cITcctivement  cette  ellipse  : 
mais  c’est  ce  qui  a lieu  précisément  dans  la  supposition  actuelle;  car  la 
courbe  (0)  passant  par  les  centres  C et  C,  et  les  ellipses  étant  entièrement 
extérieures  l'une  à l’autre , le  poiut  0 doit  nécessairement  les  traverser,  toutes 
deux,  par  un  mouvement  continu. 

Donc , en  clTet , il  existe  une  position  du  point  0 pour  laquelle  la  corde 
BfN  est  plus  grande , et  une  autre  pour  laquelle  cette  corde  est  plus  petite  que 
sa  corre^ndante  M'N'  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autaut  qu'il  existe  une 
position  intermédiaire  où  ces  cordes  sont  parfaitement  égales , et  se  confon- 
dent par  conséquent  en  une  setde , qtii  devient  ainsi  une  corde  idéale  com- 
mune aux  deux  ellipses  proposées. 
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5g.  La  courbe  des  poiou  O rencontrant  néccss;iH;mica^çliacunc  de  rellel 
(C)  et  (C')  ntoins  WcuK  points%cels,  après Ifcrc  entrée  dans 

leur  intérieur  et  aToir  passé  par  leurs  centres  respectifs , elle  doit  nécessaire- 
ment en  ressortir , on  pourrait  prouver , en  suivant  l'esprit  des  raisonnemeus 
que  nous  venons  de  mettre  en  usage,  que  les  deux  sections  coniques  dont 
il  s’agit  ont  une  autre  corde  idéale  commune  différente  de  celle  qui  précède. 
Enfui  il  ne  serait  pas  difficile  de  constater  Tenstence  de  scmiilables  cordes 
pour  d'autres  circonstances  également  étendues  ; mais  il  suffit,  pour  notre 
objet  actuel,  d’avoir  prouvé  la  chose  d’une  manière  générale  et,  en  quelque 
sorte,  indéterminée,  et  d’avoir  fait  connaître  même  les  moyens  propres  à 
construire  ces  cordes  graphiquement  dans  tous  les  cas  possibles. 

En  effet , dans  la  discussion  qui  précède , nous  n’avons  attribué  aucune  gran- 
deur absolue  ou  fixe  aux  parties  qui  dé|||piiuent  la  grandeur  et  la  position  du 
système  ; la  seiile  condition  admise  ne  tient  qu’à  ime  limitation  de  la  possi- 
bilité de  résoudre  le  problème , et  cette  hmitation  laisse  d’ailleurs  tout  arbi- 
traire. La  nature  particulière  supposée  aux  deux  sections  coniques  ne  dé- 
truit pas  la  généralité  des  raisomicmcns  ^ car  ces  raisomiemens  en  sont  indé- 
pendans , et  ils  subsistent , pourvu  qu’une  partie  de  la  courbe  des  points  O 
soit  à la  fois  au-dehors  des  deux  sections  coniques , quelle  que  soit  d'ailleurs 
leur  espèce  ; or  cette  condition  laisse  entièrement  indéterminées , entre  cer- 
taines limites,  les  grandeurs  des  parties  du  système. 

U en  est  ici  évidemment  comme  dans  l’Analyse  algébrique  elle-même , où 
l’on  regarde  ime  quantité , objet  d’un  problème , comme  généralement  pos- 
sible , quand  les  conditions  de  sa  réalité , dans  les  équatious  finales  qui  le  dé- 
terminent , sont  indépendantes  de  toute  grandeur  ou  relation  absolue  et  don-  ’ 
née , et  que  ces  condittons  laissent  variables , entre  certaines  limites , les  diverses 
quantités  qui  fixent  le  ^^me. 

Concluons  donc  que 

Deux  sections  coniques , situées  sur  un  même  plan , ont , en  général 
et  pour  des  situations  indéterminées,  des  cordes  et  des  sécantes  idéales 
communes,  tout  comme  elles  ont,  pour  de  semblables  situations,  des 
points  d'intersection  réels  et  des  cordes  réelles  également  communes. 

6o.  Pour  faire  entrevoir , à Favance , l’utilité  que  peut  présenter  la  consi- 
dération des  cordes  idéales , et , en  même  temps , poiu-  faire  sentir  le  but  qu’on  * - 
se  propose  en  les  admettant  dans  les  i ecberches  géométrirpies , nous  présen- 
terous , dès  à présent , un  exemple  bien  connu , où  leur  emploi  peut  paraître 
# 5 
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de  quelque  importance  pour  la  solution  «fune  difliailté  singulière,  qui  se  pré- 
sente assez  souvent  dans  les  applications  de  la  Géométrie  dcscripthc. 

Quand  on  se  propose  de  rechercher  la  courbe  d’intersection  de  deux  surfa- 
ces de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan , on  arrive , comme 
l’on  sait,  à la  construction  suivante,  pour  déterminer  un  point  quelconque 
de  la  projection  de  la  courbe,  sur  le  plan  diamétral  qui  contient  à la  fois 
les  deux  axes  (*). 

Soient  SB,  SB'  (Fig.  8)  les  deux  axes  en  question;  AMB,  A'M'B',  ou  (C) 
et  (C'),  les  deux  courbes  génératrices,  situées  l’une  et  l’autre  dans  le  plan 
commun  des  axes,  courbes  que  nous  supposons  ici  être  toutes  deux  des  ellipses  ; 
du  point  d’intersection  S de  ces  axes , comme  centre , soit  décrite  è volonté 
une  circonférence  de  cercle  leucontrant  â la  fois  les  deux  courbes  ; soit  tracée , 
pour  chacune  d'elles,  la  corde  ou  M'K'  qui  lui  est  commune  avec  ce 
cercle , le  point  1 de  fintcrsection  mutuelle  des  deux  cordes , ainsi  obtenues , 
appartiendra  h la  projection  de  la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces 
sur  le  plan  commun  des  axes.  i 

Cette  coustniction  s'applique  très-bien  à tous  les  points  de  la  coiwbe  qui 
sont  situés  entre  les  limites  extrêmes  où  le  cercle  cesse  de  rencontrer  à la  fois 
les  ellipses  génératrices , et , en  cela , elle  sert  à donner  tous  ceux  qui  peuvent 
répondre  à la  commtinc  intersection  des  deux  surfaces  que  l'on  considère; 
mais  elle  est  tout  à fait  inapplicable  à ceux  qui  sont  situés  au-delà  de  ces 
mêmes  limites  ; les  points  M et  N , M'  et  N',  où  la  circonférence  coupe  les 
detix  génératrices , deviennent  on  eflTet , eu  tout  ou  en  partie , imaginaires  (**). 

( *)  Vojfei  U Géométrie  deteripitre  de  Monge,  art.  83  , (i'«.  édit.}. 

(**)  M.  Hachette  a déjà  fait  dea  remarquée  aeoihlablea  pour  lea  caa  particulière  où  l’on 
conaidèro  la  p^étration  mutuelle  d’une  surface  cylindrique  droite  avec  une  autre  surface 
cylindrique  pareille  ou  arec  une  ephirc  (Correspondance  Polyteclmiyue , Mia.ïU,  p.  iqy). 
Il  résout  la  difficulté  en  employant  l'Analyse  des  coordonnées,  qui  lui  donne,  en  effet, 
un  moyen  simple  de  prolonger  la  projection  de  la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces 
au-delà  dos  limites  où  cette  courbe  derient  imaginaire. 

Nous  avions  depuis  long-temps  fait  la  même  remarque  pour  le  cas  général  où  la 
projection  de  1a  courbe  d’intersection  de  deux  surfaces  quelconques  s’abaisse  à un  degré 
moitié,  sans  se  décomposer.  C’est  l’examen  de  la  diOiculté  qui  en  résulte  qui  noua  a 
conduits,  en  partie , à la  recberebe  du  système  d’interprétation  que  nous  venons  de  mettre 
en  usage  pour  les  sections  coniques. 

Depuis,  nous  avons  eu  occasion  de  voir  que  M.  Vallée  {Traité  de  la  Géométrie  deterip- 
the,  p.  304)  a présenté,  au  sujet  du  cas  psrticulier  qui  vient  de  nous  occuper,  des  ré- 
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A ne  consulter  que  la  gpanière  ordi|pire  de  voip  en  Ct'oi^trie  ^ il  semblerait 
naturel  de  penser  que  la  giîucraüon  de  la  courbe  ne,  s'étend  pas  au-delà  des 
limites  que  nous  venons  de  reconnaître , et  qu'ainsi  cette  génération  ne  serait 
pas  sujette  à la  loLdc  continuité , cpii  subûste  dans  toutes  les  courbes  géomé- 
triques ; mais  ce  serait  une  véritable  erreur  que  de  le  sup|>oscr , erreur  qui 
serait  contraire  aux  notions  et  aux  résultats  les  pliu  certains  dePAnalyse  algé- 
brique : on  trouve  en  eflet,  pr  les  procédés  qui  lui  sont  propres,  que  la 
courbe  des  points  I s'étend  à l'infuii  par  une  lot  continue , et  qu’en  particulier 
c’est  une  hj'perbolc , quand  les  axes  de  révolution  SB , S'B'  sont  en  même 
temps  des  axes  principaux  des  ellipses  méridiennes. 

6i.  Ce  paradoxe  géométrique  disparait  dès  riustaut  où  l’on  admet,  ainsi 
qu’il  est  naturel  de  le  làirc , que  les  sécantes  communes  MN , M'N' , qui  d’abord 
étaient  réelles  et  absolues , se  sont  changes  en  des  sécantes  commîmes  pure- 
ment idéales,  jouissant  d’ailleurs  des  mêmes  caractères  quant  à l'objet  qu’on 
se  propose.  11  résulte,  en  eflet,  des  prindpes  qui  précèdent,  que  ces  sécantes 
pourront  subsister  et  se  construire , même  quand  le  cercle  auxiliaire  eu  question 
m^encontrera  plus  les  courbes  génératrices,  ou,  si  l’on  veut,  les  rencontrera 
en  des  points  imaginaires. 

Supposons , par  exemple , le  cas  déjà  cité  ou  les  droites  AB , A'B*  sont  les 
axes  principaux  de  deux  ellipses  5 ayant  décrit , à volonté , une  circonférence 
de  cercle  qui  ne  rencontre  ni  l'imc  ni  l'autre  de  ces  courbes , pour  trouver , 
malgré  cela , les  sécantes  communes  correspondantes , qui  seront  nécessaire- 
ment idéales,  on  tracera  (54)  pour  chaque  ellipse,  pour  celle  (C)  par  exem- 
ple , la  conique  supplémentaire  qui  a mêmes  axes  qu’elle  et  AB  pour  dia- 
mètre d^ontact  ; on  tracera  pareiUemcnt  l’hyperbole  cquilalère  qui  corres- 
pond au  cercle  auxiliaire  et  a le  diamètre  compris  sur  SB  pour  axe  de  contact  ^ 
cherchant  ensuite  ceDc  des  sécantes  communes  à ces  supplémentaires  qui  est 


fléxioiu  aaalogiKt  aux  nàtret , et  qui  tenéent  à prouver  que  la  courbe  Hee  points  I n'est  pu 
limitée  aux  pointa  extrêmes  lie  In  pcoétmtion  des  sur&ces  données , puisque  U construction 
s'étend  niturellcment  nu.delJl  de  ces  points } rosis  M.  Vallée  n's  pu  fait  attenuon  que  cette 
construction  avait  olle-méme  des  limites,  de  sorte  qu’elle  ne  donne  pas  effectiTemenl  tous 
les  points  de  la  courbe  j il  aurait  encore  pu  remarquer  que  la  courbe  demeurerait  possible 
dans  le  eu  même  où  les  doux  at|rlsccs  cesseraient  lout-à-lajt  de  a'entrecouper.  Il  est  évident 
que  la  solution  sadafaiaante  do  cca  difficultés  ne  peut  se  trouver  que  dans  la  théorie  qui 
vient  d’élre  expotée,  on  plntùt  dans  l’admission  indéfinie  do  la  contùiuM  des  lois  giomé- 
triques. 
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pei-pcudiculairc  à Taxe  AB , cc  sera  cvidemment  (S6)  la  sécante  idéale  com- 
mune au  cercle  auxiliaire  et  à l’ellipse  (C). 

Une  opération  semblable  donnerait  celle  qui  correspond  à la  couibe  (C) , 
Cl  le  point  où  sa  direction  irait  couper  celle  de  la  première  serait  nécessaire- 
ment un  de  ceux  du  prolongement  de  la  courbe  des  points  1.  Il  est  visible , 
en  eflel,  que  les  points  ainsi  obtenus  jouiront  de  la  même  propriété  que  les 
premiers  : savoir  que  « si , de  l’un  quelconque  d’entr’eux , on  abaisse  des  pei^ 
» pcndiculaires  sur  les  diamètres  AB  et  A'B',  les  rectangles  des  segmens  qu’elles 
» V formeront  seront  toujours  entre  eux  dans  le  même  rapport  (56).  » 

Il  est  à remarquer,  au  surplus,  que  la  coirstnictiou  précédente  donnerait 
siinullauémcut  deux  sécantes  idéales  correspondantes  à chaque  courbe  généra- 
trice , et  (pi'aiusi  leur  pénétration  mutuelle  donnerait  ù la  ibis  quatre  points 
appartenans  à la  courbe  cherchée. 

6a . On  voit , par  cet  exemple  particulier , combien  il  devient  nécessaire 
d’étendre  le  langage  et  les  conceptions  de  la  Géométrie  ordinaire,  et  de  les 
rapprocher  de  celles  admises  dans  la  Géométrie  analytique.  Vouloir  repousser 
des  expressions  fondées  sur  des  rapports  exacts  et  rigoureux , quoique  parfois 
purement  ligures , pour  leur  substituer  des  noms  insgnifians , et  qui  ne  rap- 
pellent que  des  caractères  particuliers  et  insolites  de  l’objet  défini  ; éviter  de 
SC  sen  ir,  dans  le  raisonnement  géométriipie , des  expressions  et  des  notions  qui 
qualifient  la  non  existence  et  la  rappellent,  cc  serait  véritablement  refuser 
à la  Géométrie  rationnelle  les  seuls  moyens  qu’elle  ait  de  suivre  les  progrès 
de  fiViialyse,  et  d'interpréter,  d’une  mam’ère  satisfaisante,  les  conséquences 
des  résultats  souvent  bizarres  auxquels  elle  parvient. 

Mais  il  est  temps  que  nous  revenions  à Tobjet  véritable  des  discnsiions  que 
nous  avons  un  instant  abandonnées,  dans  le  dcsse'ui  de  répandre  quelque 
jour  sur  la  nature  du  sujet. 

63.  Supposons  donc  que  la  sécante,  réelle  ou  idéale,  commune  au  lys- 
tème  de  deux  sections  coniques  tracées  sur  tm  même  plan , et  qui  saüsfait  aux 
conditions  ci-dessus  prescrites  (56),  au  lieu  d’êli'c  d'ailleurs  quelconque , comme 
le  supposent  ces  conditions , soit  telle  qu’elle  ait  même  jrôle  dans  l’une  cl  l’autre 
courbe.  Dans  le  premier  cas , les  deux  sections  coniques  se  toueberout  (4 8 et  4g) 
en  deux  points  réels  appartenans  à cette  droite , qui  sera  abisi  une  sécante 
commune  de  contact , ou  la  réunion  de  deux  sécantes  réelles  communes.  Dans 
le  second , les  deux  supplémentaires  des  sections  coniques  pi  oposées , re- 
lativement à la  db  ectkm  de  la  sécante  idéale , se  looclicront  évidemment  en 
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deux  points  réels , situés  également  sur  la  direction  de  cette  sécante , qui  sera 
ainsi  la  réunion  de  deux  sécantes  idéales  communes  aux  proposées , ou , si 
l'on  veut , une  sécante  idéale  de  contact  commune  à ces  courbes.  Dans  ce 
même  cas,  ou  peut  dire  ai^i,  par  analogie,  que  les  deux  courbes  ont  un 
double  contact  idéal , ou  se  touchent  en  deux  points  imaginaires  placés  sur 
la  sécante  commune. 

64.  Ausuqdus,  quelle  que  soit  l’espèce  de  sécantes  idéales  communes  qm: 
Ton  considère,  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elles  sont  assujetties,  dans  leur 
détermination , aux  mêmes  conditions  générales  que  les  sécantes  communes 
réelles , et  qu’elles  n’en  tliUcrenl  absolument  que  par  leur  situation  à l'égard 
des  deux  courbes;  les  unes  et  les  autres  forment  naturcUeincnt  avec  ces 
courbes  deux  ^stèmes  assujettis  aux  mêmes  luis , en  sorte  qu'elles  doivent  jouir 
des  mêmes  propriétés  et  se  comporter  de  la  même  manière  dans  les  recher- 
ches; c’est  an  moins  ce  qui  résulte,  à priori.^  de  la  loi  de  continuité;  et  ce 
que  nous  établirons , par  la  suite , d'une  manière  entièrement  rigoureuse , en 
donnant  des  moyens  assez  simples  de  les  coustnüre , dans  tous  les  cas  pos- 
siblgl,  par  des  procédés  généraux  et  indépendans  de  leur  nature  particulière. 
Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  démontrer  leur  commime  ori- 
gine dans  le  cône  du  second  ordre  ; ou,  plus  exactement , dans  le  cène  qui 
a pour  base  l'ellipse , La  parabole  ou  l'hyperbole. 

65.  Supposons  cpic  l’on  coupe  une  telle  surface  pr  deux  plans  quclcon- 
<jucs,  il  en  résultera  (/jt)  deux  sections  coniques,  qui  auront,  en  général, 
deux  points  réels  communs , situés  sur  la  droite  d'intersection  des  deux  plans , 
laquelle  sera  par  conséquent , aussi  en  général , une  sécante  réelle  commune 
à CCS  comités  et  à celles  qui  proviendraient  du  rabattement  de  l'une  d'elles, 
sur  le  pLin  de  l'autre , autour  de  la  droite  d'intersection  commune  des  deux 
plans.  Or  je  dis  que  cette  droite  deviendra  une  sécante  idéale  commune , 
quand  les  deux  coiubes  cesseront  de  s’entrecouper. 

Soit,  en  clTct , S (Tig.  9)  le  sommet  du  cône  , et  mn  la  droite  en  question  ; 
on  prouve  aisc'mcnt  (87)  que  les  rentres  de  lotîtes  les  cordes  prallèlos  d'une 
surface  conique  du  second  ordre  sont  renfermés  dans  un  même  plan  appelé 
diamétral , et  qui  renferme  le  sommet  du  cône  ; concevons  donc  le  jilau  dia- 
métral qui  est  conjugué  à la  j^ection  de  mn , et  divise  les  cordes  qui  lui  sont 
prallèlcs  en  deux  prties  égales,  ilcouperÿ  le  cône  suivant  deux  arêtes  SA, 
SD , et  les  deux  plans  des  sections  que  l'on  y considère  suivant  deux  droitt^s 
AO,  .VO,  qui  se  rcncontrf|oiit  évklenunent  eu  un  point  O de  mn , et  dont 
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les  partie»  AB,  AT^,  terminées  aux  arêtes  SA,  SB,  seront  les  diamètres  de  ces 
deux  sections , conjurés  à la  direction  de  la  droite  mn  : or  c’est  la  première 
des  condition»  que  cette  droite  ait  à remplir  (56) , pour  être  sécante  idéale 
commune  aux  sections  coniques  dont  il  s’agit. 

Il  faut,  en  outre,  qu’on  ait,/>  el  //  étant  les  constantes  qui  appartiennent 
aux  diamètres  AB  et  .A'B',. 

;j.OA-OB  = ^.OA'-OB' , 

comme  cela  a lieu  évidemment  pour  le  cas  où  la  droite  mn  rencontre  à la 
fob  les  deux  courbes.  Mais  un  peut  toujours  déterminer,  sur  la  surface  du  eûne, 
deux  sections  (ai) , (a'b') , parallèles  et  par  conséquent  semblables  (*)  aux 
premières , qui  s’entrecoupent  d’une  manière  réelle , et  dans  lesquelles  la  relation 
ci-desus  aura  naturellement  lieu  entre  les  ligues  et  les  constantes  correspon- 
dantes j de  plus  ces  constantes  seront  nécessairement  (43)  égales  à celles 
des  sections  coniques  (AB) , (A'F  ) dont  il  s’agit , et  d’ailleurs  toutes  les  lignes 
sont  respectivement  proportionnelles  de  part  et  d'autre  \ donc  enfin  l’on  a effec- 
tivement la  relation  ci-dessus , et  partant  la  droite  mn  est  une  sécante  idéale 
commune  aux  deux  courbes  (AB)  et  (A'B'),  comme  il  s’agissait  de  le  dé- 
montrer. 

66.  On  prouverait,  d’une  manière  toute  aussi  simple , que  réciproquement 
deux  sections  coniques , situées  dans  des  plans  différens , et  qui  ont  finter- 
section  de  ces  plans  pour  sécante  idéale  commune,  sont  susceptibles  d’ap- 
partenir à ime  même  surface  conique , tout  comme  cela  aurait  lieu  évidem- 
ment si  cette  droite  était  une  sécante  réelle  commune  ^ or  cela  suffit  pour 
prouver  l’identité  de  nature  et  d'origine  des  imcs  et  des  autres  dans  le  cas 
particulier  où  les  deux  courbes  sont  couchées  sur  un  même  plan.  On  peut , 
au  svuqilus , remarquer  que  les  raisonnemens  qui  précèdent  demeureraient  ap- 
plicables, d’une  manière  analogue,  à une  surface  du  second  ordre  quel- 
conque coupée  par  deux  plans  arbitraires.  Enfin  on  prouverait  également  que 
toutes  les  sections  qu'on  pourrait  former  dans  im  cône  ou  une  surface  quel- 
conque du  second  ordre , par  des  plans  p.'issant  à la  fois  par  une  même  droite 
extérieure  à la  surface , auraient  la  même  corde  idéale  commune  placée  sur 
cette  droite,  etc. 

(*)  £n  c^et,  ces  sections  pourront  être  considérées)  d'après  un  théorème  connu  de  1a 
Géométrie  clcmentaire  ) comme  les  limites  respectives  de  deux  polygones  sembladjles  de 
grmndeur  et  de  situation  note). 
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67.  Supposons  maintenant  que  Punc  (A'B')  des  detix  sections,  qui  ont  été  con- 
sidérées ci-dessus  dans  le  cône , vienne  i passer  par  le  sommet  S de  ce  cône  ; 
on  pourra  la  regarder  comme  une  section  infiniment  petite , semblable  à celle 
qu'on  obtiendrait  par  im  plan  quelconque  parallèle  au  sien , et  ajant  par  con- 
séquent meme  constante  p',  par  rapport  à la  direction  de  SO,  qui  représente 
la  nouvelle  direction  du  diamètre  conjugué  à la  sécante  idéale  mn  ; donc  , 
MN  étant  la  corde  idéale  relative  à cette  sécante  et  à (AB) , on  aura  (54  et  65) 

ÜM’=p.OA-OB=p'.ÔS*; 

c'est-à-dire  que  le  rapport  de  OM  à OS  représentera  (3g)  le  rapport  des  dia- 
mètres conjugués , parallèles  à ces  droites,  qui  appartiennent  à la  section  coni- 
qtic  infiniment  petite  que  l’on  considère. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  plan  S0)1  soit  parallèle  à celui  d'une 
section  circulaire  du  cône  ; SO  .sera  évidemment  perpendiculaire  à mn , et 
p'  égal  à l'unité , de  sorte  qu’on  aura  OM  — OS  ; c’est-à-dire  qtic  la  longueur 
de  SO  sera  précisément  moitié  de  celle  de  la  corde  idéale  MN  : résultat  rpii 
nous  sera  utile  par  la  suite. 

obtiendrait  évidemment  des  conséquences  analogues  pour  le  cas  où  MN 
serait  imc  corde  réelle  de  la  section  conique  (AB)  ; car  le  plan  pass.-mt  par  le 
sommet  S et  cette  droite  couperait  le  cône  suivant  deux  arêtes , représentant 
les  asymptotes  de  la  section  corrcs{>ondantc  réduite  à ces  deux  arêtes,  et 
par  conséquent  le  rapport  des  distances  OM  et  OS  serait  encore  celui  des  deux 
diamètres  conjugués  p-arallèlcs  à leurs  directions,  tant  pour  la  section  dont 
il  s'agit,  que  pour  toutes  celles  qui  lui  sont  semblables  dans  le  cône  et  ap- 
partiennent à des  plans  parallèles. 

68.  En  partant  de  ce  qui  précède,  nous  pourrions  déduire,  dès  à présent, 
un  grand  nombre  des  propriétés  des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  se- 
cond degré  relatives  aux  sécantes  idéales  communes  j de  là  on  s'i'Icverait , sans 
peine,  aux  considérations  les  plus  générales  concernant  Pintersection  et  le 
contact  de  ces  ligues  et  de  ces  suifaccs  ; mais  nous  ne  devons  {tas  oublier  que 
notre  objet  actuel  est  seulement  de  poser  des  principes  qui  puisscut  servir  à 
la  recherche 'des  propriétés  projectives  des  figures. 

Bornons-nous  donc  à considérer  le  système  de  deux  circonférences  de  cercle 
(C)  et  (C)  (Fig.  10),  simées  sur  im  même  ]tlan. 

6g.  D'après  la  définition  que  nous  avons  doiiuée  en  général  (BG)  de  la 
sécante  idéale  comnniuc  à dcinc  sections  coniques , il  parait  évident  qu^  si 
1^ 
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mn  est  une  telle  droite  sur  le  plan  de  deux  cercles , elle  doit  être  perpendi- 
culaire à la  distance  CC'  qui  stipare  leurs  centres  5 de  plus  elle  devra  déter- 
miner, sur  chacun  des  diamètres  correspondans  AB , A'B',  deux  segmens  dont 
le  rectangle  soit  le  même  de  part  et  d'autre  ; or  ces  conditions , qui  don- 
nent la  corde  idéale  commune  à ces  cercles  quand  ils  u’out  aucun  point  d’in- 
tersection , appartiennent  aussi  à leur  corde  réelle  commune  quand  ces  cercles 
se  pénètrent;  donc  ces  cordes  s’échangent  réciproquement  entre  elles,  sans 
jamais  exister  ensemble.  Il  résulte  d'ailleurs  des  considérations  qui  précèdent , 
relatives  aux  sections  coniques  en  général , que  les  sécantes  réelles  et  idéales 
communes  doivent  jouir  absolument  des  memes  propriétés;  mais  c’est  ce  qu’on 
peut  aussi  démontrer,  pour  le  cas  particulier  de  deux  cercles,  iTune  manière 
tout  à fait  directe  et  fort  simple. 

70.  Car,  si  l’on  imagine,  par  exemple,  que  les  cercles  se  détachent  du 
plan  primitif  qui  les  renferme , en  tournant  autour  de  leur  sécante  idéale  com- 
mune mn,  prise  pour  cliamière,  le  système  des  nouveaux  cercles,  parvenus  à une 
position  quelconque , appartiendra  à une  même  sphère , par  suite  de  la  dé- 
fim'tion  ci-dessus  de  la  sécante  idéale  commune  i deux  cercles  ; or , il  en  ré- 
sulte immédiatement  que,  si,  d’un  point  quelconque  P d'une  telle  sécatUe, 
on  mène  des  tangentes  PT,  PP....  aujc  cercles  qui  lui  correspondent, 
ces  tangentes  seront  égales  : propriété  qui  appartient  aussi  aux  sécantes  com- 
munes ordinaires  de  deux  cercles.  Il  est  d’ailleurs  évident  qu'il  n’existe  que 
les  seuls  points  de  la  sécante  idéale  commune  qui  jouissent  de  cette  propriété 
sur  le  plan  de  ces  cercles. 

^ 71 . En  partant  de  là , on  démontre  aisément  toutes  les  autres  propriétés  des 
sécantes  réelles  on  idéales  communes  à deux  ou  à plusieurs  cercles,  par  exemple  : 

7Vo£»  cercles  étant  tracés  à volonté  sur  un  plan , les  sécantes , réelles 
ou  idéales , qui  leur  sont  communes,  deux  à deux,  se  coupent  nécessai- 
rement en  un  même  point , pour  lequel  les  six  tangentes  correspondantes 
sont  égales. 

En  effet , d'après  ce  qui  précède , il  ne  saurait  y avoir  aucun  autre  point 
du  plan  qtii  jooisw  de  cette  propriété  j s’il  n’appartient  à la  fcHs  aux  sécantes 
dont  il  s’agit  (*).  ^ * 

(*)  La  démoiutntîoïi  de  Monge , à qui  l’on  doit  cet  élégnnt  tlidorème , démonstntion 
qui  ne  t’applique  qu’au  «eul  caa  où  lea  troia  aécantet  sont  réellement  communes , à moint 
quton  n’admette  le  principe  de  continuité,  est  trop  généralement  connue  des  géomètres, 
pour  qu’il  soit  nécessaire  de  la  rappeler  ici. 
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7a.  Celte  propriclé  fournit  un  mojren  graphique  fort  sbiple  de  construire 
la  sécante  idéale  conununc  à deux  cercles  donnés  sur  un  plan;  car,  si  on 
les  coupe  par  un  troisième  cercle  quelconque , les  deux  sécantes  coauuuiies  rpii 
en  résulteront , et  qui  seront  réelles , devront  concourir  sur  celle  dont  il  s’agit. 

73.  Pareillement,  concevons  sur  un  plan  imc  suite  de  cercles  (C),  (C).... 
(Fig.  10),  ayant  tous  ime  sécante  réelle  ou  idéale  commune  mn,-  d'un  |>oint 
quelconque  P de  sa  direction  soient  menées  des  tangentes  PT,  PT'....  aux  dif- 
férens  cercles , toutes  ces  tangentes  seront  égales , et  leurs  points  de  contact 
T,  T...  appartiendront  à une  nouvelle  drcouférencc , qui  aura  poiu-  centre 
le  point  P d'où  sont  issues  les  tangentes  ; de  plus , ce  cercle  et  tous  ses  sem- 
blables (P')...  coupant  orthogonalemenl , ou  ù angles  droits,  tous  ceux  de  la 
série  qu’on  examine , auront  eux-mémes  évidemment  la  ligne  CC  des  centres 
de  cette  série  pour  sécante  commune  ; mais  cette  sécante  sera  nécessairement 
idéale  , quand  fautre  sera  réelle  , et  vice  versa.  En  cITet,  les  tangentes  CT, 
Ct....  à ces  nouveaux  cercles,  partant  d’un  même  point  quelconque  C de  celte 
ligne , seront  toutes  égales  entre  elles  (70). 

r4.  Tout  cercle  (P),  qui  coupe orthogonalcment  deux  cercles  (C),  (C')  de 
la  roric  proposée , a évidemment  son  centre  sur  la  sécante-  mn  ipii  leur  est 
conunune , et  par  conséquent  il  coupe  aussi  à angles  droits  tous  les  autres  cer- 
cles de  cette  série;  dtHic  il  lait  partie  de  la  série  orthogonale  réciproque  de 
la  proposée. 

75.  Une  condition  quelconque , comme  celle  de  passer  par  un  point  ou  de 
toucher  une  droite  donnée , suttit  évidemment  pour  déterminer  enlièrentent 
un  cercle  appartenant  ù l’une  ou  à fautre  série  ; or  les  propriétés  qui  pré- 
cèdent serviront  à tracer  ce  cercle , sans  qu’Q  soit  besoin  de  recourir  aux  points 
mêmes  de  fintcrscction  commune  des  cercles  proposés,  lesquels  peuvent  par 
conséquent  être  imaginaires  ; donc  les  sécantes  idéales  se  comportent , en  tout , 
comme  les  sécantes  réelles  , et  ne  peuvent  nullement  eu  être  disünguées  dans 
les  recherches. 

76.  Le  cas  où  la  sécante  mn , conununc  ù une  série  de  cercles  (C) , (C').., , 
est  idéale  oflirc  une  circonstance  particulière  qui  mérite  d’être  remarquée; 
c’est  que , parmi  finlinité  de  cercles  dont  elle  se  compose , il  en  est  toujours  deux 
qui  ont  des  dimensions  inliniment  petites,  ou  qui  sont  réduits  à des  point  K 
et  L symétriquement  placés  sur 'la  ligne  des  centres  à fégard  de  la  sécante 
commune.  Ces  points  sont  précisément  ceux  où  passent  i la  fois  tous  les  Étr- 
clcs  de  la  série  orthogonale  réciproque  de  la  proposée  ; on  peut  les  appeler  les 
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poiiils  ou  cercles  limites  de  ccttc  doruièrc  série  : ceux  de  la  série  réciproque 
sont  évideiiimeiit  imaginaires  quand  les  prcmici-s  sont  réels,  et  vice  versa. 

77.  D'après  toutes  ces  propriétés  de  Li  sécante  idéale  commmie  à deux  ou 
plusieurs  cercles , U est  a'rsé  de  reconnaître  la  droite  que  des  géomètres  ont 
apiieléc  l'axe  radical  de  ces  ccreles  (*)  ; ils  ont  de  même  désigné  pr  Pex- 
pression  de  centre  radical  de  trois  cercles  tracés  sur  un  plan , le  point  où  con- 
courent (71)  les  trois  sécantes  réelles  ou  idéales  qui  leur  sont  deux  à deux 
communes.  Ces  déf'mitions  sont  aussi  simples  que  naturelles;  mais  elles  ont 
l'inconvénient  de  ne  présenter  qu’un  caractère  particulier  de  l’objet  défini , 
applicable  seulement  aux  ctis  du  cercle,  et  de  faiie  perdre  de  vue  pr  con- 
S4'<picnt  la  dépendance  générale  et  purement  grapliique  qui  lie  cet'objet  aux 
autres  prtics  de  la  figure.  Enfin  elles  ne  sauraient  nullement  convenir  aux 
sécautes  communes  à des  sections  coniques  quelconques. 

Au  reste , les  sécantes  communes  à deux  ou  plusieurs  cercles , tracés  sur  un 
plan , jouissent  d’un  grand  nombre  d’autres  propriétés  non  moins  remarquables  ; 
il  nous  suflira , pour  le  moment , d’exposer  rapidement  quelques-tmes  de  celles 
cpii  nous  seront  utiles  par  la  suite , et  qui , se  rattachant  plus  particulièrement 
au  sujet  qui  nous  ocaipe^  deviennent,  par  là , susceptibles  d’ètre  démontrées 
sans  le  secours  de  considérations  qui  lui  soient  étrangères. 

78.  Soit  A (Fig.  Il)  un  point  pris,  à volonté,  sm-  le  jilan  d’une  suite  de 

cercles  (C),  (C)...,  ayant  une  sécante  réelle  ou  idéale  commune  mn;  conct>- 
vous , j»ar  ce  pinl , la  circonférence  ABKL  qui  coupe  ortliogonalemcnt  tous  les 
cercles  de  cette  série , et  a pr  conséquent  son  centre  P placé  sur  mn  (74)  ; 
joignons  le  point  A au  centre  C de  l’un  quelconque  des  cercles  de  la  suite 
dont  il  s’agit , par  une  droite  indéfinie  .AC , elle  rencontrera  de  nouveau  le 
cercle  (P)  en  R',  et  détenninera,  par  ses  intersections  avec  (C),  le  diamètre 
FG.  Cela  posé,  soit  T l’im  des  points  apprtenans  à la  fois  au  cercle  (P)  et 
au  cercle  (C) , le  rayon  CT  ou  son  égal  CG  sera  moyen  proprtionncl  entre 
les  segmens  CB'  et  CA  j mais  le  diamètre  FG  est  divisé  en  deux  prtics  égales 
eu  C,  donc  (3i)  il  c-st  aussi  divisé  liarmoniquement  aux  points  A et  B',  et 
par  conséquent  le  point  B'  est  le  conjugué  harmonique  du  point  .A , relativement 
au  diamètre  dont  il  s’agit.  oe." 

Il  suit  de  là  évidemment  que  le  point  B'  n’est  autre  ijiose  (48)  que  le  milieu 
de  la  corde  de  contact  ou  polaire  MN  qui  repud  au  point  A dans  le  cercle 

(*)  Voyci  le  mémoire  de  M.  Gaultier,  de  Tourtriasdré  au  XVD.  cahier  du  Journal  de 
rEcotc  Fotytcchnîque. 
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(C)  ; cc  qui  a lieu  d’ailleurs  quelle  que  soit  sa  position  par  rapport  à ce  cercle , 
puisque  les  raisonnemens  qui  précèdent  en  sont  tont-à-(àit  iudépciidans.  Donc 

Tom  Us  milieux  des  cordes  de  contact  qui  correspondent  à un  même 
point  quelconque  du  plein  d'une  suite  de  cercles , ayant  une  sécante  com- 
mune^ sont  distribués  sur  une  nouvelle  circonférence  coupant  orthogona- 
lement  toutes  les  premières. 

79.  On  peut  remarquer,  en  passant,  que,  quel  que  soit  le  diamètre  du 
cercle  (C)  que  Ton  considère , il  sera  disisé  harmoniquement  aux  deux  ptûnts 
où  sa  direction  rencontre  le  cercle  (P)  qui  lui  est  orthogonal  ; et , comme  il 
en  doit  être  de  même  réciproquement  des  diamètres  de  ce  dentier  cercle, 
on  conclut  généralement  que 

Deux  cercles  qui  se  coupent  orthogonalement  sur  un  plan  sont  récipro- 
quement tels  que  les  diamètres  de  F un  sont  coupés  harmoniquement  par 
la  circonférence  de  l’autre. 

Et  par  conséquent  (76), 

Si  une  suite  de  cercles.^  ayant  une  sécante  commune,  possède  deux  points 
limites , ces  deux  points  divisent  à la  fois  harmoniquement  tous  les  diamè- 
tres qui  leur  correspondent  dans  les  différens  cercles  de  cette  suite. 

80.  On  peut  conclure  de  cette  propriété  des  points  limites  K et  L (Fig  1 1) 
de  deux  ou  plusieurs  cercles  (C),(C')...  qui  ont  une  sécante  idéale  eom- 
mune  mn,  que  chacim  d’eux  est  à la  fois  (48  et  49)i  pour  les  dilTérens 
cercles,  le  pôle  de  la  droite  qui,  passant  [>ar  l’autre,  est  parallèle  à la  sécante 
commune  dont  il  s’agit. 

La  même  propriété  a lieu  évidemment  à l’egard  de  chacim  de  ces  points 
limites  et  du  point  situé  à l’infini  sur  la  sécante  commune  mn , puisque  la  polaire 
de  ce  dernier,  par  rapport  aux  dilTérens  cercles,  se  confond  nécessairement 
avec  la  ligne  des  centres  CC'  qui  renlerme  les  deux  autres.  Enfin , il  serait  facile 
de  prouver,  à Paidc  des  considérations  de  Part.  78 , qu’il  n’existe , sur  le  plan 
do  la  suite  des  cercles  que  Pon  considère , que  les  trois  points  ci-dessus  qui  joui»-' 
sent  de  la  propriété  d’avoir  à la  fois  même  polaire  par  rapport  à tous  ces  cer- 
cles. Donc  on  peut  énoncer  généralement  la  proposition  suivante  : 

Deux  ou  plusieurs  cercles , tracés  sur  un  plan , aj  ant  une  sécante  idéale 
commune,  il  existe  trois  points  et  il  n'existe  que  trois  points  sur  ce 
plan,  savoir  : les  deux  points  limites  et  le  point  tt  F infini  de  la  sécante 
commune,  tels  que  Ftui  quelconque  d entre  eux  soit  le  pôle  de  la  droite 
qui  renferme  les  deux  autres,  par  rapport  à tous  les  cercles  que  F on 
considère.  ^ * 


44  PROPRIÉTÉS  l'ROJECJlVES. 

8 1 . Revc'nons  à l'objet  dos  raisoniiemciis  de  l’art.  "8  ; puisque  tous  les  rentres 
B'  des  cordes  de  eoiiUirt  ou  jwlaircs  MN,  qui  corrcsi>ondcnt  à im  même  point  A 
et  à t Laque  cercle  (C)  de  la  stdte  qui  a nui  pour  sécante  commune , appar- 
tieimciit  à la  circonférence  de  cercle  invariable  (P),  ces  polaires  iront  toutes 
concourir  à l’autre  extrémité  A'  du  diamètre  de  ce  cercle  qui  passe  par  A • 
c'est-à-dire  que 

routes  les  cordes  de  contact , ou  polaires,  qui  correspondent  à un  même 
point  quelconque  et  à une  suite  de  cercles  ayant  une  sécante  commune, 
vont  concourir  en  un  point  unique  du  plan  de  ces  cercles. 

8a.  Si  l'on  appliquait  au  point  A'  les  raisomiemens  faits  sur  le  point  A, 
on  tiouvcrail  ésidemment  que  le  concours  des  polaires  qui  lui  correspondent 
est  sur  le  même  cercle  (P) , à I extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point , 
c’est-à-dire  en  A 5 donc  les  points  A et  A'  sont  réciproques  l’un  de  l'autre. 

Ou  peut  remarquer  aussi  que , quand  le  point  A est  pris  sur  la  direction 
de  la  sécante  commune  mn , son  réciproque  A'  s’y  Unuve  nécessairement  aussi , 
ou , ce  qui  reviait  au  même , 

lotis  les  points  de  la  sécante  commune  d une  suite  de, cercles  tracés 
sur  un  meme  plan,  sont  tels  que  les  potaires  correspondantes  'vontcon- 
cotit  ir  I e'ciproquement  en  des  points  appartenons  à cette  sécante. 

Cette  proposition  n’est,  au  reste,  qu’un  c.orollaLe  fort  ample  des  art.  71  et  78. 

83.  SiipiKKons  toujours  qtie  m/i(Tig.  1 1)  soit  une  sécante  idéale  commune 
a nue  suite  de  ccrlcs  (C),  (C*)  ...  situés  sur  un  même  plan;  tous  les  cercles 
ortliogonaux  (P)  passeront  par  les  deux  points  K et  L , limites  des  premia  s (7^  ; 
et,  si  DE  est  une  droite  quelconque  domiée  arbitrairement  sur  le  plan  de 
la  figure , cbacun  des  cercles  (P)  la  coupera  en  deux  ]>oints  A , B , dont  les 
l eciproqiics  A',  B' seront  âtiiés  à l’extrémité  des  diamètres  correspondans , sur 
une  droite  ou  corde  A'B',  constamment  jiarallèle  à DE,  et  qui  viendra  ren- 
contrer la  ligne  des  centres  CC'  eu  un  point  S,  tel  qu’on  aura 

SA'-SB'  = SK-SL; 

relation  qui  indiipie  (33)  tpie  tous  les  points  A',  B*  sont  sur  imc  conique , puisque 
la  courbe  passe  d’ailleuis  par  les  poius  K et  L,  cl  que  la  suite  des  points  V, 
mdicux  des  cordes  A'!!*,  est  sur  une  di-oitc  ou  diamètre  UE  (*). 

^ ^ ® dernière  assorllon  paraîtra  CTidente,  ai  Von  conaidero  que  la  double  perpen- 

diculaire Il  aux  corde.  AU,  A'IJ' du  corde  (P)  demeure  louiniira  parallèle  i elle-mème, 

1 e est  toujours  divisée  igalemeiit  au  point  P de  son  intersection  avec  la  sécante 
conmiuiie  nn  des  cercles  (C),  (C').,.. 
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84.  Quand  la  droite  mn  est  une  sécante  rJelIciueiU  commune  aux  cercles  de 

la  suite  (C),  (C')... , les  points  limites  K et  L deviennent  imaginaires  (-fi) , et  les 
raisorm^meus  qui  précèdent  cessent  d’être  applicables  5 mais , comme  la  courbe 
existe  toujoius,  il  résulte  du  principe  de  continuité  (|u‘ellc  devra  être  encore 
une  section  conirpte , ajant  la  droite  CC'  jiour  sécante  idéale  commune  avec 
tous  les  cercles  (P)  5 car,  «l’après  ce  qui  précède  (6g  et  yS) , cette  droite  <loit 
jouir  des  mêmes  propriétés  dans  tous  les  cas  possibles.  C’est,  au  reste,  ce 
qu'on  pourrait  démontrer  d’iuic  manière  entièrement  directe , quoiqu’un  peu 
plus  pénible  (*)  5 ainsi  nous  pouvons  énoncer  généralement  la  proposition 
suivante  : ^ 

Tous  les  points  qui  sont  réciproques  (82)  tle  ceux  iTune  tlroite , ihmnée 
sur  le  plun  d’im  sjr sterne  de  cercles  aj  aiU  une  sécante  réelle  ou  idéale 
commune^  sont  situés  sur  une  seule  et  même  section  conique^  passant 
par  les  deux  points^  réels  ou  imaginaires ^ qui  sont  la  limite  des  cercles 
dont  il  s'agit^  c'est-à-dire  que  toutes  les  courbes  pareilles  ont  ta  ligne 
tles  centres  des  cercles  du  système  pour  sécante  réelle  ou  idéale  com- 
mune avec  la  suite  orthogonale  réciproque  de  ces  cercles. 

85.  Du  centre  C d'un  cercle  quelconque  delà  suite  proposée , menons  la 

perpendiculaire  CA  à DE , et  concevons  la  circonféionce  m-tbogonalc  (P)  qui 
passe  par  le  picfl  A de  cette  perpendiculaire  ; elle  rencontrera  de  nomeau 
CA  au  jwint  I!',  qui  sera  (48  et  78)  le  pôle  de  DE  par  rapport  au  cercle  (C), 
et  la  droite  DE  au  point  B qui  stTa  évidemment  le  réciprotpic  de  I!',  puis<{uc 
IIB'  est  un  diamètre  de  (P).  Donc  , ."  J 

La  section  conique  qui  renferme  tous  les  points  réciproques  de  ceux 
d'une  droite , donnée  sur  le  plan  d une  suite  de  cercles  ayant  une  sé- 
cante commune , est  aussi  te  lieu  de  tous  les  pôles  de  cette  même  droite 
par  rapport  aux  cercles  dont  il  s'agit. 

8G.  Nous  avons  déjà  obscrv  é que  la  section  conique  dc-s  réciproques  passe 
JMT  les  points  limites  K et  L du  système  des  cercles  (C) , (C')...  j il  est  évident, 
en  outre , qu’elle  passe  aussi  j>ar  le  point  situé  à l'inTmi  sin-  la  sécante  com- 
mune mn;  car  les  polaires  qui  répondent  an  point  D,  où  la  directrice  DE 
rencontre  la  ligne  des  centres  CC' , sont  évidemment  parallèles  à la  sécante 
dont  il  s’agit,  ou.  coucourent  à rinfini  sur  cette  sécante  en  un  point  qui , éuint 
le  réciproque  (81, 82)  de  D,  appartient  nécessairement  à la  courbe.  Enfin  les 


(*)  Voyei  la  note  i'«.  placée  à 1a  Tm  de  cette  cection. 
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polaires  qui  correspondent  au  point  à l'infini  de  DE , étant  parallèles  entre  elles 
et  perpendiculaires  à la  direction  de  cette  droite , la  courbe  a deux  points  à 
l'infini  situés^  l'im  sur  la  sécante  commune,  l’autre  sur  la  perpendiculaire  à 
la  directrice  DE  j c’est-à-dire  que  c’est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  à res  mêmes  droites. 

87.  Il  suit  de  là  que,  si  l’on  se  donne  deux  droites  ou  directrices  quel- 
conques sur  le  plan  de  deux  ou  de  plusieurs  cercles  ayant  une  sécante  com- 
nume,  les  courbes  des  réciproques  de  ces  droites  passeront  à la  fois  par  les 
deux  points  limites  de  ces  cercles  et  par  le  point  à l'infini  de  leur  sécante 
commune  j il  est  \ isible  d’ailleurs  que  le  point  réciproque  de  celui  où  se  cou- 
pent les  deux  directrices  données  est  attssi  un  point  commtm  aux  deux  courbes 
dont  il  s’agit,  ainsi  Ton  peut  déterminer , à l'avance,  les  quatre  points  d’in- 
tersection pii  leur  appartiennent. 

88.  La  courbe  des  récipropies  dégénère  en  deux  lignes  droites  dans  les 
drconstanccs  suivantes  : 

I®.  Quand  la  directrice  DE  se  confond  avec  la  ligne  des  centres  CC'.  Les 
|K>Iaires  des  points  qui  s’y  trouvent  deviennent,  en  effet,  toutes  parallèles  i 

entre  elles  et  à la  sécante  commune  m/i/  elles  concourent  donc  toutes  à l’in-  ' 

fini  sur  cette  sécante , en  sorte  que  la  courbe  des  réciproques  semblerait  se  I 

réduire  toujouis  à un  point  unique^  mais,  comme  il  y a des  cas  où  il  existe 
deux  po'ints  K et  L de  CC'  pour  lesquels  les  polaires  correspondantes  se  con- 
fondent (80) , ou  plutôt  n'ont  aucun  point  d’intersection  distinct , la  courbe  se 
réduit  véritablement  alors  à deux  droites,  parallèles  à la  sécante  commune, 
et  passant  par  les  points  limites  K et  L dont  il  s’agit. 

a®.  Quand  la  directrice  DE  passe  par  tun  L des  points  limites  du 
^sterne.  Les  points  A,  D , L se  confondant  à la  fois  en  un  seul  L (Fig.  12), 
les  angles  DLB' , LKA' , sous-tendus  par  les  diamètres  RB' , A'L , sont  droits , et 
par  consépieut  les  récipropies  IV  des  points  B de  la  directrice  LE  sont  cons- 
tamment sur  la  peqlt^ldiculaire  B'L  , taudis  que  ceux  A'  du  point  L demeurent , 
d'un  autre  côté  ,sur  la  parallèle  KA'  à la  sécante  cotnmune  mn.  Ainsi  la  courbe 
dégénère  elle-mêiuc  en  ces  deux  droites. 

Si  d'ailleurs  la  directrice  LE  se  confondait  avec  la  ligue  des  centr  es  CC',  B'L 
des  ieudrait  parallèle  à mn  et  par  conséquent  à A'K  ; et , au  conti-aij-e , » la  di- 
rectrice était  {rarallèle  à mn,  la  droite  B'L  sc  couibndrait  avec  la  ligne  des 
centres  CC'. 

3®.  Enfui,  quand  la  directrice  DE  {ïi",  n)^  sans  passer  par  aucun  des 
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points  limites  K et  L du  système , est  d'ailleurs  parallèle  à la  sécante  com- 
mune  ma.  La  section  conique  des  réciproques  dégénère  évidcnuncnt  encore 
eu  deux  lignes  droites , dont  rime , polaire  du  point  à l'inlini  de  la  direc- 
trice DE  se  confond  entièrement  avec  la  ligne  des  centres  CC' , et  dont  l’autre , 
parallèle  à la  directrice , se  trouve  symétriquement  placée  de  l’anüo  côté  de 
la  sécante  commiute  mn , qui  ainsi  Ibrme  avec  elles  (39)  les  trois  premières 
di  oitcs  d'un  faisceau  harmonique  dont  la  dernière  est  à l'infini. 

Si,  d'ailleurs,  Li  directrice  se  conlbndait  avec  la  sécante  commune  mn, 
la  dioite  des  réciproques , qui  lui  est  symétiique  d’après  ce  qui  précède , s'y 
confondrait  uéccssaii-cmcut  aussi  ; ce  qui  revient  éx  ideiumcnt  à lu  proposition 
de  fart.  8a. 

89.  Ces  remarcpies  nous  seront  très-utiles  pour  la  partie  des  applications  ; 
mais  c’est  assez  nous  aiTÛtcr , pour  le  moment , s\ir  les  propriétés  dont  jouis- 
sent les  sécantes  communes  au  système  de  deux  ou  plusieurs  cercles  tracés  sur 
un  plan , et  il  est  temps  que  nous  revenions  aux  sections  coniques  en  général. 
Or  les  tlivci-scs  considérations  présentées,  dans  le  cours  de  ce  chapitre,  sur 
les  sécantes  réelles  ou  idéalas  communes  au  système  de  ces  courbes , condui- 
sent immédiatement  à quelques  notions  nouvelles,  que  nous  allons  expaser, 
en  nous  bornant  à celles  qui  peuvent  présenter  le  plus  d'intérêt  par  leur  gé- 
néralité. 

Considérons  d'aliord  le  sj'stème  de  deux  ou  plusieurs  hyperboles  s.  et  s.  p. 
(c’est-à-dire  semblables  et  semblablement  placées)  sur  un  plan  ^ ces  hyperboles 
ont  évidemment  (4a , note)  leurs  asymptotes  parallèles  ; donc  clics  ont  deux 
po'mts  communs  situés  à l'infini  sur  ces  asymptotes  (4 , note)  5 ou , en  d'autres 
termes,  elles  ont  une  sécante  commune  à l'injuii. 

90.  Pareillement,  qiuind  deux  ou  un  nombre  quelconque  d'ellipses  sont 
8.  et  s.  p.  sur  un  plan , il  existe  une  infinité  de  systèmes  dliypcrboles  supplé- 
mentaires (54)  à ces  courbes,  relativement  à des  directions  données  tpiclcon- 
qties , dont  les  diamètres  de  contact  sont  parallèles  ou  concourent  à finfini  ^ 
or,  pour  cliacun  de  ces  systèmes  pris  en  particulier,  les  hyperboles  supplé- 
mentaires sont  évidemment  (43)  toutes  s.  et  s.  p.  ; et , d'aprè-s  ce  qui  précède , 
elles  ont  une  corde  ou  sécante  réelle  commune  à l’infini , qu’on  peut  sup- 
poser parallèle  à la  direi'lion  doimée  ^ donc  aussi  (56)  les  ellipses  proposi’cs 
ont  une  sécante  idéale  commimc  à l'infuii,  ou,  en  d'auü’es  tenues,  clics  ont 
deux  points  imaginaires  communs  à l’infini. 

gi.  On  remarquera  que  les  propositions  réciproques  ne  sont  pas  loujouni 
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vraies , quant  aux  li^'perboles  qui  ont  une  se'cante  rommone  à l'infini , c'est- 
i-dirc  que  ces  coiirlies  ne  sont  pas  nécessairement  s.  et  s.  p.  ; U est  e'vident , 
en  cITct , que , f«our  que  des  hyperboles  aient  une  sécante  commime  à Pintlui, 
il  suffît  que  leurs  as)'mptotes  soient  {>anillèles  ; or  elles  ne  seront  nuUcmait 
sembbhles , si  elles  se  trouvent  comprises  dans  des  an|>Ics  d’asymptotes  dilTérens. 
n n’en  est  plus  ainsi  des  ellipses  qui  ont  une  sécante  idéale  commune  k Finfini , 
parce  qu’elles  doivent  avoir  nécessairement  des  h^qierboles  suppb'mentaires  â 
asymptotes  parallèles  et  dont  les  diamètres  de  contact  avec  les  ellipses , ou  les 
diamètres  réels,  soient  également  parallèles  (56)  ; c’est-à-dire  que  des  ellipses  qui 
ont  une  sécante  idéale  commune  à l'infini  sont  nécessairement  semblables  de 
grandeur  et  de  position. 

93.  Maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  courbes,  déjà  s.  ets.  p.,  soient  en 
outre  ronecntric|ucs , les  liyperlaoles  se  toucheront  évklemmeut  toutes  aux  deux 
points  communs  à l'infini , ou  auront  une  sécante  réelle  de  contact  à F infini^ 
doue  aussi  (63)  les  ellipses  auront  une  sécante  idéale  de  contact  à Finfini^ 
Ou,  si  Ton  veut,  un  double  contact  imaginaire  à Finfini. 

93.  Ces  considérations  ne  sauraient  s’appliquer  directement  à la  parabole, 
à cause  que  la  supplémentaire  d’une  telle  courbe  est  nécessairement  aussi  une 
parabole  (54)  ; mais , toutes  les  pantbolcs  étant  des  courbes  semblables  (44)  t 
pour  qu’elles  soient  semblablement  situées  entre  elles,  il  suffît  qu’elles  aient 
leurs  axes  parallèles  \ si  donc  on  les  considère  comme  des  ellipses  infiniment 
alongées , on  pourra  supposer  qu’elles  aient  même  extrémité  de  grand  axe  à 
l’infini  avec  une  tangente  commimc  également  à l'infini  5 c’est-à-dire  que  des 
paraboles  semblablement  situées  se  touchent  en  un  point  réel  dont  la 
tangente  est  à Finfini, 

Nous  ne  chereberons  pas  à justifier  directement  ces  notions  relatives  aux 
sections  coniques  s.  et  s.  p. , notre  intention  étant  d'y  revenir,  plus  tard , d'une 
manière  générale  et  qui  ne  laisse  rien  à désirer  sous  le  point  de  vue  géo- 
métrique ^ il  nous  suffît , pour  le  moment , d'avoir  donné  une  idée  des  con- 
séquences auxquelles  conduisent  les  principes  posés  dans  ce  chapitre  ; c’est  pour- 
quoi nous  terminerons  par  dire  quelques  mots  du  cas  particulier  où  les  sec- 
tions conicpics  sont  rcm[>Iacecs  par  des  cercles. 

94-  Reux  ou  un  nombre  quelconque  de  circonférences  de  cercles,  situées 
arbitrairement  sur  un  plan,  sont  évidemment  des  courbes  s.  et  s.  p.  sur  ce  plan  5 
donc  elles  ont  tme  sécante  idéale  commune  à Finfini,  et,  si  elles  sont  à la 
Ibis  concentriques,  cette  droite  sera  pour  clics  ime  sécante  idéale  de  contact,, 
la  seule  commune  alors  à ces  cercles. 
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Des  cerdes  placés  arbitraircmait  sur  un  plan  ne  sont  donc  pas  tout  à fait 
indi'pcndans  entre  eux , comme  on  pourrait  le  croire  aii  premier  abord  ; ib 
ont  idc’alemcnt  deux  points  imaginaires  communs  à l’infini , et , sons  ce  rap- 
port, Us  doivent  jouir  de  rertaiiies  propriétés  appartenantes  à la  fois  à tout  leur 
sjtstèmc , et  analogues  à celles  dont  Us  jouissent  quand  ils  ont  une  sécante  com- 
mune ordinaire  ; ainsi , par  exemple , les  tangentes  issues  d'un  point  tpielcon- 
que  de  la  sécante  commune  à l’infini  sont  égales  entre  elles  (38) , et  les  cordes 
de  contact  ou  polaires  correspondantes  sont  parallèles,  ou  concourent  réci- 
{Hoquement  en  un  autre  point  de  la  sécante  dont  U s'agit  ; propriétés  qui  se 
rapportent  à ceUes  déji  trouvées  ct-dessus  (70  cl  8a). 

95.  Par  conséquent,  deux  cercles  quelconques,  situés  sur  un  plan,  ayant 
toujours  une  autre  sécante  commune,  réelle  ou  idéale,  à distance  donnée 
et  finie , sauf  les  cas  où  ils  sont  concentriques  et  où  cette  sécante  passe  elle- 
même  à Finfuii  en  se  confondant  avec  la  première  ; et , de  plus , ces  deux  cercles 
n’en  ayant  qu'une  seule  de  cette  sorte  (69) , on  peut  les  considérer  idéalement 
comme  deux  sections  coniques  qui  ont  quatre  points  communs^  dont  deux 
sont  nécessairement  imaginaires  et  à finlini,  tandis  que  les  deux  autres,  k 
la  fois  réels  ou  imaginaires ^ sont,  en  général,  situés  i distance  donnée  et 
finie. 

Relativement  k la  suite  des  cercles  que  déterminent  les  dêiix  proposés  et 
leur  sécante  commune  ordinaire  (73),  cette  ' sécante  et  la  sécante  idéale  qui 
leur  est , en  outre , commune  k l'infini , d'après  ce  qui  précède , sont  évidem- 
ment les  limites  de  tous  ces  cercles  par  rapport  k tinfiniment  grand,  de 
même  que  les  points  que  nous  avons  appelés  K et  L (76)  en  sont  les  limites 
par  rapport  k [infimment  petit  ; c'est-à-dire  que  le  cercle  de  la  suite  que  Ton 
considère,  dont  le  rayon  est  infini,  se  confond  exactement  avec  Tune  et  l’autre 
des  sécantes  dont  il  s’agit. 

Ainsi , quand  une  circonférence  de  cercle  quekouque  devient  iqfmie , elle 
dégénère  en  deux  lignes  droites,  l'imc  à distance  donnée , et  l'autre  à distance 
infinie.  Celle  notion  est  plus  générale  et  plus  exacte  que  celle  communément 
admise  par  les  géomètres,  et  elle  laisse  apercevoir  comment  la  ligne  du  deu- 
xième degré  peut  se  convertir  en  une  autre  du  premier  degré  seulement. 

96.  Au  surplus  on  peut  remarquer  -«pie  la  sécante  à Pinfini , commune  k 
plusiciux  cercles  ou  à plusieurs  elli|>ses,  est  nécessairement  indéterminée  de 
situation  à Pégard  des  autres  objets  de  la  figure,  puisqu'il  n'y  a aucune  di- 
rection , donnée  sur  le  plan  de  ces  courbes , potu-  laquelle  le  système  d'hy- 
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p«rboIes  supplmentaires  correspondantes  n'ait  une  sécante  commune  réelle 
i rinfmi.  La  mémo  radétermination  subnstc  évidemment  dans  la  direction  de 
la  sécante  à l'infini,. commime  à plusieurs  hyperboles  tracées  dans  un  même 
jilan  on  dans  des  plans  prallèles;  car  rien  n’iudiqnc,^  à priori^  si  la  corde 
correspondante  fait  plutôt  partie  de  tel  système  de  cordes  parallèles , que  de 
tel  autre.  Enfin  elle  a encore  lieu  pour  la  sécante  de  conuct  commune,  à 
l'infini , au  ^steme  de  plusieurs  sections  coniques  concentriques,  s.  et  s.  p. 

En  général , quand  une  ligne  droite  se  transporte  d'un  mouvement  continu , 
mais  d’aiUeurs  quelconque , jusqu'à  une  distance  infinie,  sans  quitter  le  plan  de 
la  figure  à laquelle  elle  appartient , eUe  devient  nécessairement  indéterminée  de 
direction  à l’égard  des  autres  objets  de  la  figure  ; c’est  du  moins  ce  qui  résulte  de 
l’admission  du  principe  de  continuité,  qui  veut  que  tous  les  points  à Pinfuii  d’un 
plan  puissent  être  considérés  idéalement  comme  distribués  sur  une  droite 
unûjue , située  elle-même  a [ infini  sur  ce  plan. 

97.  Les  considérations  qui  viennent  de  nous  occuper  peuvent  servir,  dès 
à présent , à justifier  cette  notion  purement  métaphynque  ; nous  la  verrons 
se  reproduire,  sous  plusieurs  formes,  dans  diverses  circonstances  {larticulièrcs , 
et  nous  aurons  même  occasion  de  l’établir  d’une  maniéré  générale,  et  d’en 
donner  une  explication  satisfaisante  au  moyen  des  considérations  propres  à la 
perspective.  Aii^qiliis  cette  notion  et  toutes  celles  établies  dans  ce  qui  précède 
pourraient  se  justifier  directement  pr  les  principes  reçus  dans  TAnalyse  des 
coordonnées  j mais  nous  croyons  la  cliosc  pur  le  moins  peu  utile , à ce  n’est 
superflue  5 car  là , comme  en  Géométrie , les  notions  abstraites  et  prement 
figurées  ont  pour  principe  unique  la  volonté  qu’on  a d’étendre  la  couceptian 
d’une  figure,  où  tout  est  actuellement  géométrique  et  possible,  aux  divers 
états  pr  lesquels  put  passer  celte  figure,  même  à ceux  où  certains  objets 
perdent  Icui*  existence  absolue  et  réelle. 

98.  Il  nous  prait  d'ailleurs  assez  inutile  d’examiner  ce  que  deviennent  ces 
notions  et  les  propriétés  des  sécantes  réelles  ou  idéales,  communes  aux  sections 
coniques  et  aux  circonférences  de  cercle , tlans  les  diverses  circonstances  prti- 
culières  que  ces  courbes  peuvent  présenter  5 comme  il  arriverait , par  exemple, 
si  imc.ou  plusieurs  d'emtre  elles  se  réduisaient  à des  p'mts,  ou  dégénéraient 
en  des  droites  (54 , 76  et  gS)  : il  est  évident  que  ces  notions  et  ces  propriétés 
subsisteront  d’une  manière  analogue , et  avec  des  modifications  qu'indiqueront 
toujours  la  loi  de  continuité  et  fexamcii  attentif  de  ce  qui  arrive  dans  le 
passage  de  la  figure  générale  à la  figure  prtiailièrc. 
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Daus  M qiii  suit  ^ nous  aous  occuperoBS  spédalement  des  principes  de  pro- 
jection à l’aide  deupicb  on  peut  ramener  la  rechercbe  des  propriétés  géné- 
rales des  sections  coniques  à celle  des  propriétés  dû  cercle.  ^ nous  appuyant 
sur  les  diverses  considérations  qui  précèdent,  nous  établirons  ces  principes 
d'une  manière  entièrement  géométrique  et  bien  simple , si  on  compare  nos 
'tle'monstra lions  à celles  qu'on  pourrait  déduire  de  la  Géométrie  analytique. 


CHAPITRE  III. 

Principes  relatifs  d la  Projection  des  Figures  planes  les  unes 
dans  les  autres. 

99’  II  résnhe  de  la  nature  mAme  des  propriétés  projectives , telles  qu'elles 
ont.  été  définies  art.  5 , que,  voulant  établir  une  semblable  propriété  sur  une 
figure  donnée , il  suflira  de  démontrer  qu’elle  a lieu  pour  Time  quelconque 
de  ses  projections.  Or , parmi  toutes  les  projections  possibles  de  cette  figure , 
il  peut  en  exister  qui  soient  réduites  à des  dreonstdnees  pins  simples,  et  sur 
lesquelles  la  démonstration  ou  la  recherche  qu'on  se  propose  devienne  de  la 
première  (àdlité,  et  n’exige  qu'un  léger  coup  d'odl  ou,  tout  au  plus,  la  con- 
naissance de  quelques  propriétés  élémentaires  de  la  Géométrie,  pour  être  aperçue 
ou  sentie.  Par  exemple,  la  figure  renfermant,  en  particulier,  une  sectitm 
conique , pourra  être  regardée  comme  la  projection  d’une  autre , pour  laquelle 
la  section  conique  sera  remplacée  par  une  circonférence  de  cercle  ; et  cette 
seule  remarque  sûlBra  pour  ramener  les  questions  les  plus  générales , sur  les 
sections  coniques , à d'autres  qui  soient  purement  élémentaires. 

100.  On  conçoit,  d'après  cela , de  quelle  importance  peut  être  la  doctrine 
des  projections  pour  tontes  les  recherches  géométriques , et  combien  les  consi- 
dérations qu’elle  offre  peuvent  abréger  et  cendre  ladies  ces  recherches. 

^ünc  figure  étant  donnée,  tout  sc  réduira,  comme  on  voit,  à rechercher 
celle  de  scs  projections  qui  présentera  des  circonstances  plus  élémentaires,  et 
plus  propres , par  leur  simplicité , è faire  découvrir  les  relations  particulières 
que  l’on  a en  vue.  Lÿ  doctrine  des  projections  fournit  déjà  quelques  prindpes 
pour  y parvenir;  ü s’en  faut  de  beaucoup  qu’elle  n’en  puisse  foiunir 
encore  d’autres , et  notre  objet  actuel  est  précisément  de  les  rechercher  et  de 
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les  faire  connaître , d'une  manière  purement  géométrique , à Paide  des  notionj 
établies  dans  ce  qui  précède. 

101.  RapjM.'lons  d'abord  quelques  principes  généralement  connus , et  dont 
la  démonstration  est  on  ne  peut  plus  facile. 

Une  figure  plane  quelconque  qui  renferme  un  sjstème  de  droites  ou 
de  courbes  ayant  un  point  commun  tF intersection , peut  toujours  être 
regardée  comme  la  projection  d'une  autre  ^ du  même  genre  ou  ordre 
(3),  dans  laquelle  le  point  cF  intersection  est  passé  à F infini  et  les  lignes 
correspondantes  sont  devenues  parallèfcs. 

n sulRt  évidemment,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  le  plan  de  projection 
soit  pris  parallèle  à la  droite  qui  jouit  le  point  de  concours  du  premier  i^stème 
au  centre,  d'ailleurs  arbitraire,  de  projection. 

102.  Réciproquement, 

Une figure  plane  qui  renferme  un  ^stème  de  lignes  droites  ou  courbes  j 
parallèles  ou  concourantes  à F infini , a en  général  pour  projection , sur  un 
plan  quelconque^  une  figure  du  même  genre  y dans  laquelle  les  lignes 
correspondantes  concourent  en  un  point  commun  à distance  finie , pro- 
jection de  celui  du  premier  système^ 

Quand  le  plaide  projection  est  parallèle  i la  droite  qui  joint  le  point  de 
concours  au  centre  de  projection,  les  lignes  du  s^'stème  demeurent  évidem- 
ment parallèles  ou  concourantes  à l'infini  ; et , si  Ton  suppose , de  plus , qu'il 
soit  fiarallèlc  au  plan  de  la  figure  prinutive , la  pttqectioa  devient  semblable 
à cette  figure  et  semblablement  placée  (art.  65 , iKMe}. 

103.  Ces  propositions  donnent  l'iutcrpréutioa'ÿfbaie'triquc  de  celte  notion 
généralement  admise  : Les  lignes  parallèles  concourent  en  un  point  unique 
à F infini.  On  voit , en  effet , <pie  les  points  de  concours  à distance  infinie  et 
à distance  donnée  s’écliangcnt  réciproquement  par  Pefièt  de  la  projection. 

io4>  Si  le  point  de  concours  que  l'on  considère  était,  en  même  temps, 
un  point  de  contact  pour  certaines  lignes  de  la  figure  primitive , il  serait  éga- 
lement , d'après  la  nature  de  la  projection  centrale , un  point  de  contact  de 
la  projection  de  ces  mêmes  lignes  ; de  sorte  que , ce  point  passant  è l'infini , 
les  lignes  en  question  deviendraient  tangentes  à l’infini , au  lieu  d’avoir  leurs 
branches  corre^iondantes  simplement  parallèles  : ce  qu'on  exprime  ordinai- 
rement en  disant  qu'elles  sont  asymptotiques. 

D’ailleurs  elles  .seraient  a.symplotiques  du  j>remier,  du  second....  ordre,  si 
les  primiüvcs  étaient  elles-mêmes  osculatrices  de  ccl  ordre. 
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Ainsi  les  lignes  asymptotiques  et  les  lignes  dont  le  cours  est  simplement 
parallèle  dans  certaines  régions , ou  qui  ont  des  droites  asymptotes  parallèles , 
jouissent  des  mêmes  propriétés  projectives  que  les  lignes  du  même  genre  qui 
se  coupent  ou  se  touchent  en  un  point  donné  ; en  sorte  qu'elles  ne  diflërent 
de  celle-ci  qu’en  ce  que  leur  point  de  concours  ou  de  contact  est  situé  à 
l'infini. 

105.  Une figure  plane  quelconque , où  entre  une  certaine  ligne  droite , 
peut  être  considérée  comme  la  projection  d'une  autre  ^ dans  laquelle  la 
droite  correspondante  est  passée  tout  entière  à V infini  y en  sorte  que  tout 
^stème  de  droites  ou  de  courbes  concourant  en  un  point  de  la  pre- 
mière^ sur  la  figure  primitive  ^ est  devenu  un  système  de  lignes  paral- 
lèles ou  concourantes  à l'infini  dans  la  projection  qui  en  dérive. 

Il  suffit  évidemment,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  le  plan  de  projection 
soit  pris  parallèle  à celui  qui  renferme  la  droite  de  la  figure  primitive  et  le 
centre,  d’ailleurs  arbitraire,  de  projection. 

106.  Réciproquement, 

Une  figure  plane  quelconque , qui  renferme  un  nombre  arbitraire  de 
systèmes  de  lignes droites  ou  courbes^  respectivement  parallèles  ou 
a^mptotiques , c’est-à-dire  qui  concourent  à rirfini  dans  chaque  ^sième 
respectif.,  a^  en  général , pour  projection  sur  un  plan  quelconque , une 
autre  figure^  dans  laquelle  les  points  de  concours  à V infini  de  la  pre- 
mière se  trouvent  rangés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite,  à distance 
donnée  et  finie. 

107.  Cêt  dernières  considérations , déduites  unirpement  des  priudpcs  élé- 
mentaires de  la  projection  centrale , donnent  l'interprétation  de  celte  notion 
métaphysique  que  nous  avons  déjà  fait  connaître  (96): 

Tous  les  points  situés  à l’infini  sur  un  plan  peuvent  être  considérés 
idéalement  comme  distribués  sur  une  ligne  droite  unique,  située  elle- 
même  à F infini  sur  ce  plan. 

On  voit  en  effet , par  ce  qui  précède , que  lotis  ces  points  sont  représentés  , 
en  projection , par  ceux  d'une  ligne  droite  unique  située , en  général , à dis- 
tance domiée  et  finie. 

Cette  notion  paradoxale  reçoit  ainsi  un  sens  fixe  et  naturel , quand  on  Taf^ 
plique  à une  figure  donm'e  sur  un  plan , et  qu’on  suppose  cette  figure  mise 
en  {irujertion  sur  nn  antre  plan  quelconque.  L’indétermination , observée^daps 
la  direction  de  la  droite  à l'infini , vient  précisément  de  l’indétermination  même 
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qiii  existe  dans  celle  du  plan  qui  projette  cette  droite , au  moment  où  il  va 
devenir  parallèle  au  plan  de  la  flgtirc  donnée } mais  on  voit  aussi  que  cette 
indeterminadon  n'a  lieu  que  parce  qti’on  persiste  è donner  mentalement  une 
existence  réelle  à la  droite  de  leur  ibtersection  commtme , quand  Us  sont  de- 
vcniu  tout  à iàit  parallèles.  Au  reste  rindetermination  n'existe  ve'ritablement 
que  dans  la  loi  OU  la  construction  primitive , qui  donnait  cette  droite  lors- 
qu’elle était  à distance  finie , et  non  dans  sa  direction  même , puisque  réel- 
lement elle  cesK  d'exister  d'une  manière  absolue  et  géométrique. 

108.  Dans  tous  les  principes  qui  précèdent,  rien  ne  fixe  la  position  du 
centre  de  projection  dans  l'esp^;  elle  est  tout  à fait  arbitraire,  et,  pour 
un  point  quelconque  donné , on^ouira  toujours  remplir  l'une  ou  Pautre  des 
conditions  prescrites.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des  principes  qui  suivent  ; ils  ne  peu- 
vent avoir  lieu  que  pour  une  série  de  positions  particulières  du  centre  de  pro- 
jection ; et , comme  bi  démonstration  en  est  assez  difHcile , et  n'est  pas  encore 
connue  des  géomètres,  il  est  à propos  que  nous  nous  y arrètioni  quelque 
temps , et  que  nous  la  doimions  d'une  manière  complète. 

109.  é/«e  figure  plane  quelconque^  où  entre  une  certaine  droite  et 
une  section  conique peutf  en  général^  être  regardée  comme  la  pro- 
jection dune' autre  ^ pour  laquelle  la  droite  est  passée  entièrement  à 
[infini^  et  la  Section  conique  est  devenue  une  circoiférence  de  cercle. 

Pour  démontrer  ce  principe  d'une  manière  qui  ne  laisse  absolument  rien  à 
désirer  sous  le  point  de  vue  géométrique , nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de 
résoudre  la  question  suivante  : 

110.  Eitant  données  une  section  conique (C)^  Fig,  et  une  droUehDi 
située,,  à -volonté,,  sur  son  plan,  trouver  un  centre  et  un  plan  de  pro- 
jection tels,  que  la  droite  donnée  Mfi  soit  projetée  à t infini  sur  ce  plan, 
et  que  la  section  conique  y soit  en  même  temps  représentée  par  un  cercle. 

Soit  S le  centre  inconnu  de  projccdon  ; dVprès  les  conditions  du  problème , 
le  plan  qui  passe  par  ce  point  et  par  la  droite  MN  doit  être  parallèle  au  plan 
de  projection , et  ce  dernier  doit  couper  la  sniTace  conique , dont  (C)  est  la 
base  et  S le  sommet , suivant  nne  circonférence  de  cercle  ^ or  de  là  résulte , 
en  premier  lieu  , que  la  droite  5fN  doit  être  entièrement  extérieure  à la  sec- 
tion conique  (C),  c’est-à-dire  sécante  idéale  de  cette  courbe. 

En  second  lieu , à l'on  détermine  (54)  la  corde  idéale  MN  qui  répond  à 
cette  ^droite  et  à la  conique  (C)\  puis  qu’on  joigne  son  milieu  0 au  centre  S 
de  projection  par  la  droite  SO , cette  droite  devra  être  égale  (O7)  à la  demi- 
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cordc  idéale  OM^  et  faire  avec  elle  un  angle  MOS  qui  soit  droit  : c'est-à- 
dire  que 

Le  centre  auxiliaire  de  projection  doit  se  trouver  sur  une  circonférence 
de  cercle , décrite  du  milieu  de  la  corde  idéale  qui  répond  à la  droite 
donnée  J comme  centre , avec  un  rayon  égal  à la  moitié  de  cette  corde  (*) , 
et  dans' un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire. 

Comme  il  n'y  a aucune  autre  condition  à remplir,  op  peut  en  conclure  qu'il 
existe  imc  inimité  de  centres  et  de  plans  de  projection  qui  satisfont  aux  don- 
nées de  la  question  j mais , pour  cela , il  faut  que  la  droite  MN  ne  rencontre 
pas  la  courbe , car  autrement  la  distance  OS  ou  OM  deviendrait  imaginaire. 

111.  Ainsi  la  proposition  énoncée  d-dessns  (109)  est  vraie  pour  ime  série 
de  positions  générales  et  indéterminées  de  cette  droite , et  elle  cesse  de  l'être 
pour  une  autre  série  de  positions  semblables  de  la  même  droite  ; ou , si  l’on 
veut , clic  devient  purement  idéale  pour  les  positions  qui  corre^mndent  à cette 
dernière  série.  C’est  dans  ce  sens  seulement  que  nom  avons  entendu  dire, 
dans  l’énoncé,  que  le  principe. avait  lieu  en  gméral  : à. peu  près  comme  l'on 
pourrait  dire  que  « d'im  point  donné  sm  le  plan  d'un  cercle,  on  peut,  en 
» général^  mener  deux  tangentes  à ce  cercle.  » Cette  manière  de  s’exprimer 
étant  universellement  admise  dans  PAnalysc  des  coordoimées , nous  ne  croyons 
pas  qu’on  puisse  b récuser  en  Géométrie , ni  par  conséquent  avoir  des  doutes 
sur  le  sens  que  nous  lui  attribuerons  dans  ces  recherches. 

La  question  qui  tient  de  nous  occuper  donne  lieu  à quelques  obsen  utious 
intéressantes,  auxquelles  il  ne  sera  pas  hors  de  propos  de  s’arrêter. 

lia.  Nom  venons  de  remarquer  que,  quand  la  droite  donnée  rencontre 
la  section  coniqtie(C),  telle  que  celle  M'N'  par  exemple,  la  projection  de  cette 
courbe , suivant  un  cercle , devient  impossible  ou  imaginaire  ; on  peut  alors 
demander  que  cette  projection  soit  une  hyperbole  équilatere , dont  le  diamètre 
{larallèle  à la  droite  donnée  soit  l'axe  idéal  y or  on  voit  que  le  problème 
aura  encore  une  infmité  de  solutions , et  que  la  suite  des  centres  auxiliaires  de 
projection  se  trouvera , comme  précédemment  (67) , sur  nue  circonférence  de 
cercle , décrite  du  milieu  O*  de  la  corde  ftl'N'  qui  correspond  à la  droite  donnée , 


(*)  Algébriquement,  cela  revient  ü lUre  que  le  carré  de  ce  rayon  est  égal  au  carre  de  la 
defflMorde  interciq>tée  dans  1a  section  conique  par  la  droite  correspondante , mois  pris  arec 
un  signe  contraire)  en  sorte  que  ce  rayon  est  née/  ou  iatagifutire f selon  que,  au  con- 
traire, la  courbe  sera  imaginain  ou  rielU. 
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comme  rcutrc , avec  vm  rayon  égal  à la  moitié  de  cette  corde , et  dans  un 
plan  perpendiculaire  à sa  direction. 

Plus  généralemcut , si  l’on  demande  que  la  projection  soit  une  hyperbole 
équilalère  qiielconque , le  lieu  des  centres  auxiliaires  de  projection  ne  sera 
iplus  simplement  un  cercle , mais  ime  sphère  qui  aura  la  corde  d- dessus  pour 
diamètre. 

En  elTet , puisque  ta  section  conique  de  projection  doit  être  une  hyperbole 
équilatère , ses  asymptotes  doivent  comprendre  entre  elles  un  angle  droit  j 
mak , si  l'on  conçoit  ]>ar  le  sommet  du  cône  projetant  im  plan  parallèle  à celui 
de  cette  hyjjerbole , il  le  coupera  suivant  deux  arêtes  SM',  SN'  parallèles  aux 
a^'mptotes  (4  , note) , et  passant  par  les  deux  points  M',  N'  d’intersection  de  la 
droite  donnée  avec  la  base  (C)  ; donc  la  corde  qui  correspond  à ces  deux  points 
sera  le  diamètre  d’une  sphère,  sur  la  surlàce  de  laquelle  devront  se  trouver 
tous  les  centres  auxiliaires  de  projection. 

’i  t3.  Si  l'on  demandait,  plus  généralement  encore,  que  la  courbe  de  pro- 
jection fût  une  hj’perbole  quelconque  semblable  à uncdij'pcrbole  donnée , ses 
asymptotes  devraient , de  même , comprendre  entre  elles  un  angle  égal  à celui 
qui  correspond  aux  asymptotes  de  cette  dernière  (43 , note)  y par  conséquent  la 
surface , lieu  des  centres  auxiliaires  de  projection , ne  serait  plus  simplement 
une  sphère , mais  une  surface  annulaire , engendrée  par  im  arc  de  cercle 
ca(>ablc  de  l’angle  donné , et  qui , s’appuyant  par  ses  extrémités  sur  les  deux 
points  )!’,  K',  Communs  à la  droite  et  à la  section  conique  proposées,  tour- 
nerait autour  de  cette  droite  comme  axe  de  révolution. 

L'arc  générateur  dont  il  s'agit  pouvant  être  prolongé  au-dessous  de  la  corde 
correspontbntc , on  voit  que  la  surl'ace  annulaire  se  trouve  réellement  com- 
posée de  deux  nappes  continues , dont  Tune  appartient  aux  hj'perboles  com- 
prises dans  Tangle  même  donné,  et  l'autre  à ceDes  qui  seraient  comprises 
dans  le  supplément  de  cet  angle.  En  outre,  si  l'on  joint,  par  une  droite,  le 
milieu  de  la  corde  coihmunc  à tous  les  cercles  générateurs  et  un  point  quel- 
conque de  ce  cercle , l’angle  qu'elle  formera  avec  cette  corde  représentera 
^ évidemment  (6y)  l’angle  de  deux  diamètres  conjugués  de  l’hyperbole  corres- 
pondante , et  le  rapport  de  cette  droite  elle-même  à la  demi-cordp  sera  pré- 
cisément le  rapport  de  ces  diamètres.  Or  il  est  aisé  de  conclure  de  là  que , 
si  l’on  mène  par  le  centre  de  la  corde  une  droite  quelconque  terminée  de 
part  et  d'autre  au  cercle  générateur,  ce  centre  y interceptera  deux  segmens, 
dont  l’un  sera  égal  au  produit  de  la  demi-corde  par  le  rapport  des  diamètres 
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conjugues  correspondans , cl  l'autre  au  produit  de  cette  même  demi-corde, 
par  le  rapjwn  inverse  du  précèdent. 

114.  Enfui,  si  Ton  demandait  que  la  sertion  conique  de  projection,  au  lieu 
^'ètre  une  hyperbole,  lîil  ime  ellipse  semblable  à une  cllijisc  donnée,  la  droite 
31N  deiTait  être  entièrement  extérieure  à la  courbe  (C),  comme  dans  le  cas 
d-dessns  du  cercle , cl  par  conséquent  la  corde  correspondante  cl  les  asymp- 
totes devicndraieul  imaginaires  ou  imjKvssibIcs  à construire.  Or  il  est  tres- 
iàdlc  de  prouver  que , malgré  cela , il  existe  encore  mie  infinité  de  centres 
de  projection,  remplissant  les  conditions  du  problème,  tous  situés  sur  une 
autre  surikeo  de  révolution , ayant  toujours  la  droite  donnée  MN  pour  axe. 

En  cITet,  soit  S un  tel  centre  de  projej|don , s'il  existe  ; concevons  la  droite 
SO  qni  passe  par  ce  centre  et  par  le  milieu  de  la  corde  idéale  MN  répondant 
à la  droite  domiéc  | tout  plan , parallèle  à celui  qui  renferme  le  point  S et  la 
droite  MN  , coupera  le  cône , dont  ce  même  jioint  est  le  sommet  et  la  coni- 
que (C)  la  base,  suivant  une  cUijisc  dont  deux  diamètres  conjugués  seront 
parallèles  (67)  aux  droites  SO , MN,  et  tek  que  leur  rapport  sera  précisémeut 
égal  au  rap|>ort  de  SO  à OM.  Or,  pom  <pic  cette  ellipse  soit  semblable  à une 
ellipse  donnée , il  suflit  que  les  diamètres  en  question  soient  proportiounck  à 
deux  diamètres  conjugués  de  cette  dernière,  et  fassent  entre  eux  le  même 
angle  (43).  Prenant  donc  SO  de  façon  cpie  l'angle  SOM  soit  celui  de  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques  de  l’ellipse  de  comparaison , et  que  le  rapport 
de  SO  à la  demi-coi-de  OM  soit  préckément  celui  de  ces  diamètres , le  point  S 
sera  im  centre  de  projection  tel  qu’on  l'a  demandé  5 et  il  en  sera  de  même  de 
tous  ceux  (*)  qui  appartiennent  au  ceiole  engendré  par  ce  point  dans  la  révo- 
lution de  l'angjc  SOM  autour  de  MN  comme  axe. 

La  suite  des  cercles  jiareik , relatik  aux  divers  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués de  l'ellipse  de  comparaison , formera  la  surface  de  révolution  lieu  des 
centres  de  projection  cherchés,  laquelle , existant  aussi  bien  que  pour  le  cas  où 
la  courbe  de  comparaison  est  une  hyperbole , devra  être  nécessairement  encore 
une  surface  annulaire  engendrée  par  un  arc  de  cercle,  qui  alors  aura  MN 
pour  corde  idéale  commune  avec  la  section  conique  proposée  (C)  : c'est  au 

1 h-  . 

(*)  Cette  remarque  se  troura  eonsignée  dons  le  rapport  de  M.  Cauchy.  Quoique  je 
fussoy  depttia  loog-tempi)  parrenu  à la  propoaition  générale  qui  fait  Tobjet  du  présent 
article  et  de  ceux  qui  précèdent  | |c  n'avaU  pas  jugé  à propos  d*en  laire  mention  dana  le 
mémoire  présenté  à l’Inatitut  | parce  que^  en  efTet,  elle  eat  en  quelque  sorte  étrangère  au 
but  que  l'on  s'y  propose  ^ « la  projection  des  sections  coniques  suirant  des  cercles.  » 
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moins  ce  qui  résulterait  facilement  de  Tapplication  du  principe  de  continuité' , 
et  ce  qu’on  peut  démontrer,  d’une  manière  tout  k fait  directe,  par  le*  seuls 
principes  de  la  Géométrie  rationnelle  (*). 

1 15.  11  resterait  à examiner  le  cas  où  la  courbe  de  projection  de  la  section 
conique  (C)  doit  être  une  parabole , d’ailleurs  quelconque , car  toutes  les  para- 
boles sont  nécessairement  des  combes  semblables  (44)  j mais  alors  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  le  plan  de  projection  soit  parallèle  à une  certaine  arête  du 
cône  projetant  (4  , note) , ou  que  celui  qui  lui  est  mené  parallèlement  par  le 
sommet  de  ce  cône,  et  qui  projette  la  droite  donnée  MN,  soit  tangent  à la 
surface  de  ce  cône  ; ce  qui  exige  simplement  que  cette  droite , au  lieu  d’être 
quelconque  comme  dans  ce  qui  précède , soit  clic-même  tangente  à la  section 
conique  donnée  (C)  : cela  étant , tous  les  points  de  l'espace  seront  aptes  à 
projeter  la  courbe  donnée  suivant  une  parabole  j c’est-à-dire  que  le  problème 
sera  entièrement  indéterminé. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  la  courbe  de  projection  est  quel- 
conque. 

1 16.  Le  pôle  0'  (49)  de  la  droite  îrlN  et  de  la  secdon  conique  proposée  (C) 
jouit  d’une  propriété  très-remarquable  , c’est  qu’il  est  la  projection  invariable , 
sur  le  pLiu  de  cette  courbe , de  tous  les  centres  des  sections  qu’on  obtiendrait 
dans  la  siuface  d’un  cône  projetant  dont  le  sommet  serait  en  un  point  quel- 
conque S de  l'espace,  cl  qui,  ayant  la  courbe  (C)  dont  il  s’agit  jrour  base, 
serait  coupé  par  des  plans  parallèles  à celui  qui  renferme  ce  sommet  et  la  droite 
donnée  J1N  5 car  (65  et  67)  tous  les  diamètres  de  ces  sections , conjugués  à la 
dirccüon  de  MN , sont  parallèles  entre  eux  et  à la  droite  SO , et  se  trouvent 
terminés  aux  deux  arêtes  projetantes  SA , SB  partant  des  extiémités  du  dia- 
mètre correspondant  AB  de  la  base.-  D’une  autre  part,  les  quatre  droites  SA , 
S(y,  SB,  SO  formant  un  faisceau  harmonique  (48  et  a4),  chacun  des  diamètres 
dont  il  s’agit  se  trouve  partagé  en  deux  parties  égales  (37)  au  point  de  son 
intersection  avec  SO',  lequel  est  par  conséquent  à la  fois  le  centre  de  la  com-be 
correspondante  et  la  projection  du  point  O'  sur  le  plan  de  celte  courbe.  Ainsi 

Quand.,  d’un  point  quelconque  de  t espace,  on  projette  une  section  coni- 
que et  une  ligne  droite , situées  dans  un  même  plan , sur  un  nouveau  plan 
parallèle  au  plan  projetant  de  cette  droite,  ou,  en  d’autres  termes  (io5), 
de  manière  que  la  droite  passe  entièrement  à Cinjini,  le  pôle  de  cette 


(*)  Voycx  I*  note  II'.  placée  U la  fin  de  cette  wction. 
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méine  droite  a précisément  pour  projection^  sur  le  nouveau  plan,  le  centre 
de  la  section  conique  projetée. 

117.  Réciproquement, 

Si  l'on  projette  une  section  conique  sur  un  nouveau  plan  quelconque , 
son  centre  aura  pour  projection  le  pôle  de  la  ligne  droite  qui  est  la 
représentation,  ou  la  projection,  de  celle  àVhifini  du  plan  primitif. 

n résulte  d'ailleurs  directement,  des  défmitions  admises  (48 et 4g)  pour  le 
pôle  et  la  polaire , que  le  centre  d'une  section  conique  quelconque  a pour 
polaire  la  droite  située  à l'infini  sur  son  plan  ; en  sorte  que , dans  Fespèce  de 
projection  qui  précède  (1  iG) , le  pôle  de  la  droite  dont  il  est  question  demeure, 
en  projection , le  pôle  de  la  droite  à l'infini  qui  correspond  à la  première  •, 
mais  on  peut  démontrer , plus  généralement , que  la  polaire  et  le  pôle  sont 
projectifs  : c’est-à-dire  que , 

1 18.  Si  Von  projette  une  section  conique  quelconque  sur  un  plan  arbi- 
traire , le  pôle  de  toute  droite  j située  sur  le  plan  de  cette  section  conique, 
demeurera,  en  projection , le  pôle  de  la  droite  qui  représente  la  première. 

En  ell'et , supposons  que  Ton  coupe  la  surface  conique  projetante  par  un 
plan  quelconque , parallèle  an  plan  projetant  qui  renferme  la  droite  donnée  et 
sa  projection  j d'après  ce  qui  précède , le  centre  de  la  nouvelle  section  conique 
aura  à la  fois  pour  projections , sur  les  deux  premiers  plans,  les  pôles  des  droites 
qui  leur  correspondent  respectivement , ce  qui  exige  nécessairement  que  ces 
pôles  soient  projections  l'im  de  l'autre.  On  déduirait,  au  reste,  la  même 
conséquence  de  la  propriété  qu’a  le  pôle  d’une  droite  quelconque  d’être  le 
point  de  concours , réel  ou  idéal , des  tangentes  qui  lui  correspondent  dans  la 
courbe , mais  elle  ne  pourrait  recevoir  toute  son  extension  qu’à  Faide  du  prin- 
cipe de  continuité. 

I ig.  Les  conséquences  qui  précèdent  étant  indépendantes  de  Fespèce  de 
sections  coniques  que  Fon  considère,  elles  demeurent  toutes  applicables  au 
cas  particulier  de  la  circonférence  du  cercle  : ainsi , par  exemple , « un  cercle 

> et  une  droite  étant  donnés  foi  un  plan,  on  peut , en  général , mettre  la  figure 
» en  projection  sur  un  nouveau  plan , de  iàçon  que  la  droite  passe  à l’Infini , 

> et  que  le  cerde  demeure  toujours  un  cercle.  » 

Au  resté  j'd  nous  nous  sommes  autant  arrêtés  à ces  conséquences , c’est  qu’elles 
sont  élémentaires  et  servent  de  base  à toutes  celles  qui  vont  sultre. 

130.  Une  figure  plane  quelconque , qui  renferme  une  certaine  section 
conique  et  un  point,  peut,  en  général,  être  regardée  comme  la  projection 

8* 
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(Tune  autre , pour  laquelle  la  section  conique  est  devenue  un  cercle , f^ant 
précisément  pour  centre  la  projection  du  point  que  Von  considère. 

Ce  principe  est  un  corollaire  très-simple  des  théorèmes  qui  précèdent. 

En  cITct,  (C)  et  O'  (Fig.  9)  étant  la  conitpie  et  le  point  que  Ton  considère, 
fi  l'on  détermine  la  droite  MN  qui  est  la  polaire  de  O*,  elle  sera  évidemment 
telle  que  , en  lui  appliquant , ainsi  qu’à  la  section  conique  (C) , la  question  résolue 
art.  iio,  le  cercle  de  projection  aura  précisément  pour  centre  (116)  la  pro- 
jection du  point  donné  0'. 

Ainsi  le  principe  qui  nous  occupe  est  assujetti , en  tout , à des  conditions  et  à 
des  limitations  semblables  à celles  du  principe  de  Part.  109;  comme  lui,  il 
s’applique  à toutes  les  sections  coniques  possibles , et  le  beu  des  centres  auxi- 
liaires de  projection  demeure  toujours  un  cercle. 

1 a I . Une  figure  plane  quelconque^  qui  renferme  deux  sections  coni- 
ques , peut , en  général , être  regardée  comme  la  projection  d’une  autre , 
pour  laquelle  les  sections  coniques  sont  devenues  des  circonférences  de 
cercle  (*). 

Ce  principe  peut  être  regardé  comme  un  corollaire  immédiat  et  presqu’évident 
de  ce  qui  précède  ^ car,  deux  sections  coniques  quelconques  ayant , en  général 
(59) , des  sécantes  idéales  communes , tout  comme  elles  en  ont  de  réelles  égalc- 
meut  communes , il  est  clair,  d’après  l’art.  1 1 0,  que , si  l’on  met  une  de  ces  sec- 
tions coniques  en  projection  sur  un  plan , de  façon  qu’elle  devienne  un  cercle , 
et  que  l’une  des  sécantes  idéales  en  question  passe  en  même  temps  à l’infini , 
l’autre  de  ces  sections  com'ques  deviendra  nécessairement  aussi  im  cerr(f  sur 
le  plan  de  projection.  De  plus , il  est  visible  qu’il  n’y  a que  les  cordes  idéales 
communes  aux  deux  sections  coniques  proposées  qui  puissent  remplir  les  con- 
ditions prescrites  j en  sorte  qu’en  rapprochant  ces  conséquences  de  celles  de 
l’art.  110  déjà  cité , on  peut  conclure  la  proposition  stu vante  ; 


('*)  La  question  A Uqucllo  donne  lieu  ce  principe  a déjà  JIxé  ^attention  des  géomètres } 
|e  ne  sache  pas  que^  depuis  l'appel  qui  leur  a été  fait  à ce  sujet  dans  les  Annales  dt  mathé^ 
matiques  (tome  VU,  pag.  laS),  personne  soit  encore  parvenu  à une  solution  bien  satU> 
Gâtante } L'ébauche  purement  algébrique  qu'on  en  trouve  ^ dans  le  volume  déjà  cité  de  cet 
intéressant  recueil,  est  plutôt  prOpre,  en  cITct,  à faire  sentir  U diniculté  du  la  question 
qu'à  la  résoudre.  Au  reste  , cette diHiculté  tient  au  fond  même  des  choses;  carie  calcul  doit 
zmturellement  conduire,  pour  l'expression  du  lieu  des  centres  auxiliaires  de  projection,  à 
des  équations  du  ii».  degré,  comptées  de  six  facteurs  représentant  autant  de  cercles,  et 
inséparables  d*uno  manière  explicite  et  rationnelle. 


Digitized  by  Google 


SECTION  I.  CHAPITRE  HI.  6i 

Tons  les  points  de  l’espace.,  susceptibles  de  projeter  à la  fois  ^ suirant 
des  cercles^  deux  sections  coniques  quelconques  situées  sur  un  même 
plan , sont  distribués  sur  autant  de  circonférence  de  cercle  qu’il  y a fie 
cordes  idéales  communes  aux  deux  courbes  proposées.  Ces  circonfé- 
rences sont  décrites  du  milieu  de  chaque,  corde comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à la  demi-corde,  cl  dans  un  plan  perpendiculaire  à celle 
même  corde.  Jsnfin  le  plan  qui  donne  des  sections  circulaires  est  pet- 
rallèle  à celui  qui  passe  par  le  centre  de  projection  et  la  corde  idéale 
que  Von  considère  en  particulier 

133.  On  pmirrail  énoncer  celte  projwslllon  d'une  manière  moins  restreinte 
et  plus  conforme  à Tcsprii  de  l’Analyse , en  disant  qu’il  y a autant  de  circon- 
férences , lieux  des  centres  auxiliaires  de  projection , qu’il  y a de  sécantes 
communes  aux  deux  sections  coniques  proposées , pounn  qu’on  ajoutât  que 
le  carré  du  diamètre  de  chacime  de  ces  circonférences  est  égal  à celui  de  la 
corde  commimc  correspondante , mais  pris  avec  un  signe  contraire  ; car  cette 
condition  détermine  quelles  sont  celles  de  ces  circonférences , dont  les  dia- 
mètres étant  imaginaires , sont  par  là  même  impossibles  à construire  : on  voit , 
en  eflTet,  que  ces  circonférences  appartiennent  aux  cordes  réelles  communes. 

En  adoptant  cette  généralité  dans  les  expressions , généralité  qui  ne  saurait 
induire  en  erreur , d’après  ce  qui  précède , et  faisant  attention  que  ce  que  l’on 
a dit  de  deux  sections  coniques  s’applique  naturellement  à un  nombre  quel- 
conque de  sections  coniques  qui  ont  une  sécante  idéale  commtuic , on  poiura 
énoncer  ainsi , d’une  manière  plus  générale , le  principe  de  projection  qui  lait 
le  sujet  de  l’art.  i3i  : 

Deux  ou  plusieurs  sections  coniques,  situées  sur  un  même  plan  et 
qui  ont  une  sécante  ou  corde  commune , peuvent,  en  général,  être  re- 
gardées comme  la  projection  tVun  égal  nombre  de  circonférences  de 
cercle , pour  lesquelles  la  droite  dont  U s'agit  est  passée  tout  entière  à 
V infini,  et  est  devenue  par  conséquent  (g.-f  cl  \ oj)  la  sécante  idéale  comr- 
rnune,  à l’infini,  à tous  ces  cercles. 

133.  1^' cherchant  ainsi  à étendre  le  sens  et  l’énoncé  des  tlivcrs  principes 
qui  se  présement,  notre  objet  est  de  généraliser  les  conceptions  de  la  simple 
Géométrie  de  les  rapprocher  de  celles  qui  découlent  de  fAnalysc  algébri- 
que. Cette  extenmon  se  trouve  justifiée,  d’une  manière  en  quelque  sorte  rigou- 
reuse , par  l’identité  de  natnre  qui  règne  (G6)  entre  les  sécantes  réelles  et 
idéales  communes  ; si , de  plus , nous  prouvons  qu’elles  répondent  aux  mêmes 
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questions , qu’elles  se  dcicrminent  et  se  constniiscnt  de  la  même  manière , U 
dcvTa  paraître  e'udcnt  qu'il  n’y  a aucune  distinction  à faire  entre  elles , et  qu’on 
peut  appliquer  aux  unes  ce  qu’on  a dit  des  autres , pourvu  qu’on  ait  soin  de 
ne  pas  prononcer  sur  la  réalité  ou  la  non  réalité  des  points  qui  en  dépendent, 
et  qu’on  n’entende  s’ocaiper  que  de  leur  direction  indéfinie  sur  le  plan  des 
deux  courbes  : or  c’est , en  clTct , ce  que  nous  ferons  plus  tard , dans  la  partie 
des  applications. 

Nous  reviendrons  au  reste , à la  fin  de  ce  chapitre , d’une  manière  générale 
sur  ces  diverses  remarques , en  nous  attachant  à les  éclaircir  davantage  et  à 
en  faire  sentir  le  véritable  but  ; on  nous  permetü-a  jusque-là  de  poursuivre , 
sans  plus  de  réflexions,  l’objet  particuber  de  nos  recherches. 

134.  Dans  la  proposition  de  l’art.  131,  nous  n’avons  envisagé  que  le  cas 
où  il  s’agirait  de  projeter  deux  sections  coniques  données  suivant  des  circon- 
férences de  cercle  ; mais , si  Ton  demandait , plus  généralement , que  les  courbes 
de  projection  fussent  d’autres  sections  coniques  semblables  entre  elles  et  à une 
secdon  conique  quelconque  donnée , non-seulement  la  projection  serait  pos- 
sible, en  général,  comme  dans  le  cas  particulier  du  cercle,  mais  encore, 
au  lieu  d'être  simplement  une  ligne , le  lieu  des  centres  auxiliaires  de  pro- 
jection serait  une  surface  tout  entière,  engendrée  (i i3  et  1 14)  par  la  révolu- 
tion d’un  cercle , qui  aurait  une  corde , réelle  ou  idéale , commimc  avec  les 
sections  coniques  proposées , et  tournerait  autour  de  cette  corde  comme  axe. 
Le  nombre  des  surfaces  annulaires , ains  formées , étant  d’ailleurs  égal  à celui 
des  cordes  comgiunes  aux  sections  coniques  proposées , c’est-à-dire  en  général 
MX , on  voit  que  le  centre  de  projection  pourra  être  pris  par-tout  où  l’on  voudra 
sur  l’une  de  ces  surfaces,  pourvu  que  le  plan  de  projection  correspondant  soit 
parallèle  à celui  qui  passe  par  ce  point  et  par  la  sécante  commune  à laquelle 
appartient  la  surface  que  l’on  considère  en  particulier.  Le  problème  présente , 
du  reste , des  restrictions  analogues  à celles  observées  pour  le  cas  particulier 
des  cercles  ; et  l’on  peut  remarquer  que  non-seulement  les  deux  sections 
com'ques  de  projection  seront  semblables  entre  elles  et  à celle  prise  pour  terme 
de  comparaison  , mais  qu’encore  elles  seront  semblablement  placées  sur  le  nou- 
veau plan. 

Cette  dernière  circonstance  peut  être  établie  d’ailleurs , d'une  manière  beau- 
coup plus  générale , quand  on  n’exige  point  que  les  sections  coniques  devien- 
nent préebément  semblables  à une  autre  section  conique  choisie  en  parti- 
culier. 
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laS.  ConcCTOns,  en  cfTet,  que,  dW  point  quelconque  de  l’espace  on 
projette  deux  ou  plusieurs  sections  coniques,  situées  sur  un  même  plan  et 
ayant  une  sécante  commune , sur  un  nouveau  pL-ui  parallèle  à celui  qui  ren- 
ferme cette  sécante  et  le  centre  de  projection  5 toutes  les  sections  com’qucs 
seront  nécessairement  devenues  des  combes  s.  et  s.  p.  sur  le  nouveau  plan  • car 
si  l’on  mène  une  droite  par  le  sommet  commun  des  cônes  projetans  et  par 
le  centre  de  la  corde,  réelle  ou  idéale , qui  répond  à la  sécante  dont  il  s’agit 
cette  droite  et  la  demi-cordc  seront  parallèles  et  projwrtionnelles  (67)  à deux 
diamètres  conjugués  de  l’une  et  de  l’autre  des  sections  faites  dans  les  cônes  pro- 
jelans  par  un  plan  parallèle  à ces  droites  ; ces  sections  auront  donc  elles- 
mêmes  un  système  de  diamètres  conjugués  parallèles  et  proportiomiels , ce  qui 
exige  nécessairement  (4  a , note)  qu’elles  soient  toutes  s.  et  s.  p,  entre  elles  (*). 

Dans  cette  projection , la  sécante  commune  aux  courbes  primitives  est  de- 
venue évidemment  (89,  90  et  107)  la  sécante,  à l’iniini,  corammie  à toutes 
celles  du  nouveau  système;  de  sorte  que. 

Quand  on  met  deuæ  ou  plusieurs  sections  coniques,  situées  sur  un 
même  plan  et  ayant  une  sécante  commune , en  projection  sur  un  nou- 
veau plan,  de  façon  que  cette  sécante  passe  à C infini  ; ces  sections  co- 
niques deviennent,  en  général,  toutes  semblables  entre  elles,  semblable- 
ment placées  et  ayant  pour  sécante  commune,  à Finfuii,  la  projection  de 
la  première. 

U est  évident  que  la  même  chose  aurait  encore  lieu  si  les  sections  coni- 
ques proposées  avaient  toutes  un  point  de  contact  avec  une  tangente  com- 
mune en  ce  point  ; car  elles  deviendraient , en  projecüon , des  praboles  à 
diamètres  parallèles , lesquelles  seraient , par  là  même , des  courbes  s.  et  s.  p. 
ayant  un  point  de  contact  commun  à rinlini  (gS). 

laG.  On  prouverait  réeiproquement , et  de  la  même  manière,  tpie, 

(■*)  II  y » cependant  un  ca<  d’exception,  c’est  celui  où , U corde  commune  étant  réelle 
les  hyperboles  de  U projection  10  trouvent  situées  dons  des  angles  différens  d’asymptotes  | 
ce  cas  arrive  nécessairement  (91)  quand,  parmi  les  diamètres  des  sections  coniques  pro- 
posées , conjugués  à la  direction  de  la  corde  commune , il  ou  est  qui  sont  réels  tandis  que 
d’autres  no  le  sont  pas;  alors  les  sections  coniques  qui  ont  leurs  diamètres  i la  fois  réels 
et  celles  qui  ont  leurs  diamètres  à la  fois  imaginaires,  sont,  en  projection,  les  seules  qui 
soient  s.  et  s.  p.  entre  cUes.  Qusnl  au  système  complet  des  unes  et  des  autres,  elles  n’en 
conservent  pas  moins  une  corde  commune  à l’iniini  et  des  diamètres  conjugués  parallèles 
et  proportionnels , pourvu  qu’on  substitue,  à chacun  des  diamètres  imaginaires , le  diamètre 
idéal  qui  lus  correspondi  £n  un  mut , la  simibtude  est  devenue  ùnaginairc. 
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Quanti  on  met  deux  ou  plusieurs  sections  coniques^  semblables  et 
semblablement  situées  sur  un  plan^  en  projection  sur  un  nouveau  plan 
quelconque,  les  sections  coniques  qui  en  résultent  ont  une  sécante  com- 
mune, qui  est  la  projection  de  celle  à Vinfmi  du  premier  sjstèine. 

Ainsi , clans  l’cspcce  de  projection  qui  précède , la  sécante  commune  à 
l,tOutes  les  courbes  de  ruu  des  systèmes  demeure  la  sécante  comronne  à toutes 
les  (»urbcs  de  raiilrc , que  cette  sécante  soit  d'ailleurs  réelle  ou  idéale  •,  mais 
on  peut  démontrer,  plus  géuéralemeiil , que  les  sécantes  réelles  ou  Idéales  com- 
munes sout  projectives  : c'est-à-dire  que 

12’j.  Les  sécantes  réelles  ou  idéales,  communes  an  ÿsteme  de  deux 
ou  de  plusieurs  sections  coniques  situées  sur  un  même,  plan , demeurent 
aussi  des  sécantes  communes  à leur  projection  sur  un  plan  quelconque. 

Fil  effet , concevons  un  jilan  epielconqtic  [larailèle  à celui  qui  projette  la 
sécante  commune  à toutes  les  cOtirbes  pritultives,  il  coupera  (laS)  toutes 
les  sm-faces  coniques  projetantes  suivant  des  courbes  en  général  s.  et  s.  p. 
entre  elles’,  et  qui  auront  pour  sécante  idéale  commune,  à l'iuûui,  la  projection 
de  la  première;  mais  on  peut  considérer,  à leur  tour,  ces  courbes  sem- 
blables comme  ayant  pour  projection  les  sections  coniques  qui  résultent  des 
mêmes  surfaces  pi  ojetnntes  coupées  par  un  jilau  quelconque;  donc  (laC)  ces 
sections  coniques  ont  une  sécante. comnuuic  à tout  leur  système,  qui  est  à la 
fois  la  projection  de  celle  à finfini  des  courbes  semblables , et  de  celle  qu’on 
suppose  cominnuc  aux  courbes  primitives. 

1 a8.  D’après  cela , il  est  permis  de  dire  que , quand  deux  ou  plusicuis 
sections  coniipies  ont  doux  points  réels  ou  imaginaires  conunims,  leiu  pro- 
jection sm'  un  plan  quelconque  jouit  de  la  mémo  propriété  ; en  sorte  que 
l’on  peut  considérer,  à leiu  tour,  les  deux  nouveaux  po'uits  comme  la  pro- 
jection des  deux  premiers  : ç’est-à-tUre , en  d'autres  termes , que  les  points 
imaginaires  sont  projectifs , de  même  que  les  points  réeb;  et  il  en  est  évi- 
demment ainsi  de  tous  les  antres  objets  décriti  ou  figurés  qui , appartenant  à 
CCS  points,  seraient  réels  ou  imaginaires. 

D'ailleiu's  CCS  considérations  sont  kidépcntLintcs  de  rcspecc  particulière  des 
aeoliotis  coniques,  qui  peuvent  être  par  conséquent,  en  tout  ou  en  partie, 
des  paraboles,  ou  des  circonférences  de  cercle. 

129.  IJuand  les’  sections  coniques  proposées  auront  deux  sécantes  réeUcs 
ou  idéale^  communes  réunies  en  une  seule',  c’est-à-dire,  quand  elles  auront 
une  sécante  j*  réelle  ou'  idéale commimc  de  contact , on  enfut  un  double 
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contact  réel  ou  idéal,  les  projections  de  ces  coiu'bes  sur  un  nouveau  plan 
quelconque  jouiront  aussi  de  la  même  propriété  ^ car  il  sulïit  que  la  sécante 
conunune  à ces  projections  ait  même  pôle  dans  toutes  (63)  : or  c’est  ce  qui 
a évidemment  lieu , de  même  que  pour  les  sections  couiques  proposées , puis- 
que, d'après  ce  qui  précède  (i  i8et  137),  les  sécantes  communes,  les  [x>laircs 
et  les  pôles  sont  projectiis. 

130.  Si  Ton  suppose,  en  outre,  que  la  projection  se  fasse  de  manière  que 
la  sécante  commune  passe  à finfuii  sur  le  nouveau  plan , les  sections  coni- 
ques seront  devenues  (laS,  1 16),  eu  général,  s.  s.  p.  et  concentriques  ; elles 
auront  une  sécante  de  contact  commune,  à l'infini,  projection  de  la  pre- 
mière (9a). 

131.  Si  enfin,  sans  changer  cette  hypothèse,  le  centre  de  projection,  au 
lieu  d'être  entièrement  arbitraire , était  pris  parmi  ceux  qui  sont  susceptibles 
de  projeter  l'une  des  sections  coniques  données  suivant  nu  cercle , toutes  les 
autres  sections  coniques  deviendraient  également  des  circonférences  de  cercle 
concentriques  à la  première  ^ d'où  ce  nouveau  principe  : 

Une  figure  plane , qui  renferme  deux  ou  un  nombre  quelconque  de 
sections  coniques  ayant  un  double  contact  commun , peut , en  général , 
être  regardée  comme  la  projection  dCurte  autre  ^ lions  laquelle  les  sections 
coniques  sont  devenues  des  circonférences  de  cercle^  toutes  concentriques 
entre  elles,  et  tyant  une  sécatite  idéale  de  contact  commune,  à V infini, 
projection  de  celle  qui  appartient  à la  figure  primitive. 

i3a.  Les  divers  principes  de  projection , exposés  dans  ce  qui  précède , peu- 
vent servir  à interpréter  et  à justifier,  d'une  manière  entièrement  rigoureuse, 
les  notions  établies  par  une  voie  directe,  dans  le  second  chapitre,  sur  les 
sections  couiques  s.  et  S.  p.  et  sur  les  circonférences  de  cercle  •,  ils  donneut 
lieu  à beaucoup  d’autres  principes  également  propres  à étendre  les  conceptions 
géométriques,  et  è interpréter  certaines  notions  abstraites  de  l’infini.  Ainsi, 
par  exemple , nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  remarquer  (i  i5)  que , si  Ton 
met  une  section  conique  quelconque  en  projection  sur  un  nouveau  plan  parallèle 
à une  tangente  quelconque  de  la  courbe,  on  obtient  nécessairement  une  para- 
bole , qui  est  touchée , par  la  droite  à fiofini  de  son  plan , eu  un  point  ap- 
partenant à la  fois  à tous  les  diamètres  parallèles  de  cette  parabole. 

Réciproquement , si  l’on  projette  ime  parabole  quelconque  sur  un  nouveau 
plan  également  quelconque , la  section  conique  qui  en  résultera  aura , pour  une 
de  ses  tangentes,  la  droite  à rinfiui  du  plan  de  la  parabole  : c'est  la  conséquence 
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ncccs<aire  de  la  défmlrion  même  de  la  parabole , en  tant  qti’on  la  considère 
comme  issue  du  cône  (4)  j or  il  résulte  de  là , plus  généralement , et  de  ce  fjue 
tous  les  points  à Pinfuii  d'un  plan  doivent  être  considérés  comme  appartenans 
à une  même  droite  (107),  que, 

Dciix  ou  plusieurs  paraboles  quelconques , situées  sur  un  même  plan , 
sont  touchées , à la  fois , pat  la  droite  à V infini  de  ce  plan  ; en  sorte  que , 
si  on  les  met  en  projection  sur  un  nouveau  plan  arbitraire , il  en  résul- 
tera un  égal  nombre  de  sections  coniques  ayant  une  tangente  commune , 
avec  des  points  de  contact  diffërens , si  les  asces  des  paraboles  ne  sont 
pas  parallèles  (laS). 

La  proposition  réciproque  est  également  sTaie , et  résulte , à priori,  de  la  dé- 
finition même  de  la  parabole. 

133.  Pareillement  encore , 

Deux  sections  coniques , tracées  sur  un  même  plan , peuvent , en  général , 
être  mises  en  projection  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  que  F une  quel- 
conque Æ entre  elles  devienne  une  circonférence  de  cercle , concentrique 
à la  section  conique , d'ailleurs  quelconque , qui  répond  à Vautre. 

En  cfTct , deux  sections  coniques  quelconques  ont , en  général , quatre  points 
communs  j par  conséquent,  si  on  les  met  en  projection  sur  un  nouveau  plan, 
de  façon  que  l’une  d’elles  devienne  un  cercle  ayant  pour  centre  (lao)  le  point 
d'intersection  de  deux  des  sécantes  communes  à ces  sections  coniques , en  les 
choisissant  parmi  celles  qui  ne  se  coupent  pas  à la  ibis  sur  les  deux  courbes , 
ce  centre  sera  commun  au  cercle  et  à la  section  conique  de  projection , puisqu'il 
divisera  en  f>arties  égales  deux  cordes  qui  leur  appartiennent  à la  fois. 

134.  n descendrait  IkstldiCux  de  mulüplicr  davantage  le  nombre  des  exem- 
ples j ce  que  nous  venons  de  dire  suffira  pour  mettre  sur  la  voie  propre  à 
en  faire  trouver  d'autres , quand  cela  deviendra  nécessaire  pour  faciliter  une 
recherche  sur  une  certaine  figino.  On  voit  d'ailleurs  qu’il  dépendra  tout-à- 
fàit  de  la  sagacité  du  géomètre  de  choisir  dan»  chaque  cas  particulier , parmi 
tous  les  principes  que  peut  fournir  la  doctrine  des  projections , ceux  qui  seront 
susceptibles  de  conduire  plus  directement  ou  plus  facilement  au  but  qu'il  se 
propoee  d’atteindre  : la  partie'  de  ces  recherches  que  nous  destinons  aux  appli- 
cations pomra  tenir  lieu  de  préceptes  généraux  à cet  égard.  Dans  ce  qtü 
nous  reste  à dire  sur  la  doctrine  des  projections , nous  nous  bornerons  à pré- 
senter quelques  réflexions  propres  à résoudre  certaines  diffiadtés , et  à étendre 
les  conséquences  géométriques  auxquelles  l’emploi  de  ces  mêmes  principes  peut 

panenir. 
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l35.  La  plupart  des  Üieorèmcs , ou  principes , qui  viennent  de  nous  occuper 
sont  susceptibles  d'une  plas  ou  moins  grande  limitation  ; c’est-à-dire  «[u'IIs  sont 
vrais  pour  une  série  de  positions  indéterminées  des  parties  de  la  figure  <pie 
chacun  d’eux  concerne , mais  qu’ils  peuvent  cesser  de  l'ètrc , d'ime  manière 
absolue  et  géométrique,  pour  une  série  d’autres  positions  également  indéter- 
minées de  ces  parties;  nous  avons  vu , en  cfTet,  que  La  projection  d’une  figure , 
selon  des  condidons  données , pouvait  devenir , dans  certains  cas , impossible 
ou  imaginaire , quoique  dans  d’autres , non  moins  généraux , elle  lût  possible 
et  réelle. 

n résulte  de  là  que  les  propriéus  projectives  qu’on  pourra  déduire  de  la 
considération  de  ces  principes , selon  ce  qui  a été  enseigné  au  commencement 
de  ce  chapitre,  ne  seront  elles-mêmes  des  conséquences  absolues  et  rigou- 
reusement nécessaires  des  raisonnemens  établb  que  pour  une  série  de  post- 
dons  indéterminées  de  la  figure , comprises  entre  certaines  limites  ; tandis  que , 
pour  une  autre  série  de  pondons  pareillement  renicrmccs  entre  ces  limites, 
mais  qui  sont  au-delà , quand  les  autres  sont  cn-deçà  et  réciproquement , la 
même  chose  ne  saurait  plus  avoir  lieu , à cause  que  la  projecdon  correspon- 
dante aura  elle-même  cessé  d'exister  d’une  manière  absolue  et  purement  géomé- 
trique. ^nsi  les  propriétés  examinées  ne  seront  démontrées,  d’une  manière 
rigoureuse  et  absolue , que  pour  les  premières  de  ces  posidons , et  ellesxesse- 
roDt  de  Têtre  pour  les  autres. 

Toutefois  on  ne  doit  pas  conclure  que , fobjet  des  raisonnemens  primitifs 
étant  devenu  iSusoire , la  propriété  ait  par  là  même  cessé  de  subsister  ; car 
les  deux  séries  de  posidons  que  l’on  conndèro  renferment  toutes  celles  que 
peut  prendre  1a  figure , sans  changer  les  condidons  qui  la  déterminent  ; et , 
par  hypothèse , ces  posidons  sont  telles  qu'on  peut  regarder , à volonté , les 
unes  comme  provenant  des  autres  par  le  mouvement  progressf  et  continu 
de  certaines  pardes  de  cette  figure , sans  violer  la  liaison  et  les  lois  primitivement 
établies  entre  elles.  Or,  quand  deux  figures  géométriques  sont  ainsi  liées  entre 
elles,  les  propriétés  do  l’une  sont  directement  applicables  à l’autre,  sauf  les 
modifications  qui  peuvent  arriver  dans  les  rignes  de  position,  ou  dans  la 
réalité  et  la  grandeur  absolue  des  pardes;  modifications  qu’il  est  toujours 
facile  de  reconnaître  à l’avance , à la  simple  inspection  de  la  figure.  C'est  là 
ce  qui  constitue  en  effet,  pour  la  Géométrie,  le  principe  de  continuité, 
généralement  admis  dans  toutes  les  recherches  qui  se  fondent  sur  l’Analyse 
algébrique  ; principe  que  nous  avons  déjà  mis  en  usage , plusieurs  fois,  dans  le 

9* 
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cours  de  cette  première  section , mais  seulement  dans  des  circonstances  où  son 
application  devenait  conforme  aux  idées  reçues,  et  pouvait  se  justifier,  d'une 
manière  naturelle  et  eniicrement  rigoureuse , par  des  principes  directs. 

i36.  Son  admission  ouverte  en  Géome'trie  ne  saurait  donner  lieu  à aucune 
dilTiculté  sérieuse  ; car,  si  la  propriété  rpi'on  examine  et  qui , par  Lj'pothèse , 
a été  établie  pour  une  situation  non  singulière , mais  indéterminée , des  parties 
de  la  figtuo,  ne  concerne  que  des  objets  actuellement  réels  et  constructibles, 
elle  aura  lieu  d'une  manière  entièrement  absolue  et  géométrique  \ dnn«  la 
supposition  contraire,  elle  cessera  d’èu-e  applicable  à ces  objets  d'une  ma- 
nière absolue , sans  pour  cela  devenir  ni  làussc  ni  absurde  à Pégard  des  objets 
demeurés  réels  ^ eu  sorte  que,  si  l'on  conserve  mentalement  une  existence 
de  signe  ou  d'expression  aux  objets  impossibles , la  propriété  devient  purement 
idéale  à Pégard  de  ces  objets.  C'est  précisément  dans  ce  sens  que  nous  avons 
entendu  dire , jusqu'ici , qu'tme  propriété  ou  une  relation  quelconque  est  vraie, 
en  général , alors  même  qu'elle  l'est  poiu*  un^  série  indéfinie  de  positions  de 
la  figure , taudis  qu'elle  cesse  de  l'être  pour  une  autre  série  de  positions  as- 
sujetties à la  même  loi  et  aux  mêmes  conditions. 

187.  D'ailleurs  il  est  essentiel  de  remarquer  que  certains  objets,  qui  ont 
avec  d'autres , devenus  impossibles , une  dépendance  connue  et  donnée , ne 
deviennent  pas  pour  cela  eux-mêmes  inconstructibles  j car  ces  objets  peuvent 
être  liés  aux  autres  parties  de  la  figure  par  des  dépendances  plus  générales , 
et  qui  demeurent  toujours  réelles. 

Ainsi  la  sécante  indéfinie , qui  passe  par  les  deux  points  de  contact  d'une 
section  conique  et  de  deux  tangentes  issues  d'un  certain  point,  demeure 
toujours  constructible  et  réelle  (48),  quoique  les  tangentes  elles-mêmes  puis- 
sent devenir  imaginaires  lorsque  le  point  passe  dans  Pintériein-  de  la  courbe  : 
la  même  chose  a lieu , comme  nous  Pavons  vu , à Pégard  de  la  sécante  com- 
mune de  deux  cercles  ou  de  deux  sections  coniques  situées  sur  rm  même 
plan , etc.  En  général , on  peut  poser,  pour  principe  propre  ù làirc  reconnaître , 
à Pavancc , les  objets  figurés  qui  peuvent  demeurer  réels , quand  les  parties 
qui  les  construisent  deviennent  imaginaires,  que  ces  objets  dorvent  nécessai- 
rement dépendre , d'une  manière  symétrique  et  simultanée , d’un  nombre  pair 
de  ces  dernières.  La  considération  de  ces  aortes  d’objets  est  extrêmement  im- 
portante en  Géométrie  ; et  nous  ne  craignons  pas  d'avancer  qu'elle  seule  peut 
parvenir  ù donner  une  interprétation  satisûûsante  de  certains  résultats  étranges 
de  l'Analyse  algébrique,  concernant  les  grandeurs  qui  sont  imaginaires. 
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138.  En  ayant  égard  à ces  diverses  remarques , ainsi  qu’à  toutes  celles  qui 
se  trouvent  répandues  dans  le  cours  de  cette  section , nous  regarderons  comme 
générales,  et  applicables  à tous  les  cas  possibles,  les  propriétés  géométriques 
qu’il  sera  posâble  de  déduire  des  principes  de  projection  qui  viennent  d'être 
exposés , quand  bien  même  ces  principes  pourraient  cesser  d’avoir  lieu  géo- 
métriquement pour  certaines  dispositions  de  la  figure,  et  qu’en  conséquence 
sa  projection  pût  devenir  imaginaire. 

Ainsi , par  exemple , toutes  les  propriétés  projectives  , qui  appartiennent  au 
système  de  deux  circonférences  de  cercle  concentriques , appartiennent  aussi 
(i3i)  au  système  de  deux  sections  coniques  qui  ont  un  double  contact,  que  ce 
contact  soit  d’ailleurs  yéel  ou  idéal  5 nous  avons  vu , en  effet  (63) , que  l’un  de 
ces  cas  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l’autre,  et  qu’ils  sont  assujettis  à la 
même  loi;  de  sorte  que,  sans  violer  cette  loi  et  sans  particulariser  les  deux 
courbes , on  peut  faire  edindder  celles  d’un  ^'stème  avec  celles  de  l’autre  par 
un  mouvement  progressif  et  continù. 

Pareillement  toutes  les  propriétés  projectives,  dont  jouit  le  ^'stème  gé- 
néral de  deux  circonférences  de  cercle  situées  sur  un  même  plan , appartien- 
nent aussi  au  système  de  deux  sections  coniques  quelconques  situées  également  ' 
sur  un  même  plan  ; et  ces  propriétés  demeureraient  applicables  au  cas  même 
où  les  deux  courbes  se  pénétreraient  en  quatre  po'ints  réels  ; circonstance  pour 
laquelle  leur  projection,  suivant  des  cercles,  serait  évidemment  impossible. 
Nous  en  dirons  tout  autant  des  autres  principes  exposés  dans  le  cours  de  ce 
chapitre  ; et  c’est  pour  cette  raison  principtalement  que  nous  les  avons  tous 
énoncés  sous  une  forme  générale , qui  ne  puisse  rappeler , en  aucun  cas , la 
restriction  dont  ils  peuvent  être  susceptibles. 

139.  Nous  le  répétons  encore  avant  de  terminer:  en  regardant  comme 
générales,  et  applicables  à tous  les  cas,  les  propriétés  qui  peuvent  découler 
de  ces  principes , nous  n'entendons  pas , pour  cela  , dire  qu’elles  ont  toujours 
un  sens  absolu  et  réel,  mais  seulement  qu’elles  ne  peuvent,  à proprement 
parler,  devemr  fausses,  ni  entraîner  par  conséquent,  dans  leur  adoption  et 
dans  leurs  conséquences , à des  erreurs  véritables , à des  absurdités  manifestes 
et  contraires  aux  axiomes  incmitestables  de  la  raison.  Ainsi  ces  propriétés  poui> 
ront  bien  ne  conserver , dan»  certains  cas , qu’ime  signification  purement  idéale 
dans  ce  qu’elles  expriment , à cause  qu’une  ou  plusieurs  des  parties  qu’elles 
concernent  auront  perdu  leur  existence  absolue  et  géométrique  ; elles  devien- 
dront , si  l’on  veut , illusoires , {paradoxales , dans  leur  objet  ; mais  elles  n'en 
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seront  pas  moins  logiques , et  propres,  si  on  les  emploie  d'une  manière  con- 
venable, è conduire  à des  vérités  incontestables  et  rigoureuses,  d'ailleurs  sus- 
ccpûbtff  des  mêmes  limitations  et  des  mêmes  restrictions  que  les  premières. 

i4o.  n me  parait  actuellement  inutile  de  développer  davantage  cet  idées, 
d'autant  plus  que , la  suite  de  ce  travail  ayant  spécialement  pour  objet  d'appli- 
quer les  notioas  qui  précèdent  à la  recherche  des  propriétés  projectives  des  sec- 
tions coniques , cette  application  servira  d'éclaircissement  naturel  â tout  ce  que 
ces  notions  pourraient  encore  conserver  d'obscur  ou  de  difficile  à comprendre. 
On  veira,  au  reste,  avec  quelle  simplicité  ces  notions  condtiisent  aux  pro- 
priétés déjà  connues  et  à ime  infinité  d'autres  que  la  Géométrie  ordinaire 
semblerait  ne  pouvoir  facilement  atteindre  ; et  cela , sans  employer  aucune 
construction  auriliaire , et  en  ne  se  fondant  que  sur  les  propositions  les  plus 
simples , celles  qui , ne  concernant  que  la  direction  et  la  grandeur  des  lignes 
des  figures  élémentaires,  n'exigent,  la  plupart  du  temps,  qu'un  l^er  coup 
d'aril  pour  être  aperçues  et  senties.  Aussi  me  contenterai-je , fort  souvent,  de 
citer  ces  propositions,  sans  m'astreindre  à les  démontrer,  lorsqu’elles  seront 
évidentes  par  elles-mêmes , ou  des  conséquences  faciles  d’antres  propositions 
déjà  généralement  connues. 
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NOTE  PREMIÈRE.  » 

Démonstration  directe  du  théorème  de  Vart,  pour  le  cas  oit  les  points 
limites  de  la  suite  des  cercles  proposés  deviennent  imaginaires. 

^otT  toujourt  CC'  (l^îg>  i3)  la  ligne  des  centres  des  cercles  rcUtifs  a la  suite  dont 
m;s  est  la  sécante  rédia  commune;  DE  la  droite  donnée,  rencontrée  en  A,  B par  un 
cercle  quelconque  (P)  do  la  suite  orthogonale  réciproque  delà  proposée,  qui  a mn  pour 
ligne  des  centres,  ot  CC'  pour  sécante  idéale  commune;  les  points  A'  et  B',  situés  aux 
extrémités  des  diamètres  qui  répondent  à A et  B,  seront,  d'après  ce  que  noua  arons 
vu  (8a),  doux  points  de  la  courbe  qu'on  cherche;  et  IIE,  divisant  en  deux  parties 
égales  toutes  les  cordes  A' B'  aux  points  P,  et  allant  concourir  en  E,  avec  la  droite 
donnée,  sur  la  sécante  commune  mn,  sera  d'aiUours  un  diamètre  de  cette  courbe. 

Au  point  D,  où  la  droite  donnée  DE  rencontre  la  ligne  des  centres  CC',  élevons 
la  perpendiculaire  ÜH  à cette  droite  ; par  le  point  H , où  celle<i  rencontre  le  diamètre  EH, 
menons,  de  nouveau,  la  perpendiculaire  indéfinie  IIG  à la  ligne  des  centres  CC';  elle 
sera  parallèle  4 la  sécante  commune  mn,  et  rencontrera  la  droite  donnée  en  G et  la 
ligne  des  centres  en  F* 

Cela  posé,  puisque  mn  divise  en  deux  parties  égales  les  perpendiculaires  IF  sur  les 
milieux  des  cordes  AB,  en  tant  qu'on  suppose  ces  perpendiculaires  terminées  tu 

diamètre  ÏŒ  et  à la  droite  DE , elle  divisera  pareillement  en  detix  parties  égales , au  point 
n,  la  parallèle  HD , terminée  aux  mêmes  lignes;  donc  le  point  E sera  le  milieu  de  DG  , 
et  le  diamètre  HE  divisera  aussi  en  parties  égales  toutes  les  droites  parallèles  à DG , 
terminées  aux  droites  HD  et  ilG.  Par  conséquent , si  l'on  prolonge , de  part  et  d'autre  , 
la  corde  A^B'  jusqu’à  sa  rencontre  en  D^  et  G'  avec  ces  mômes  droites,  I'  sera  à la  fois 
le  milieu  de  A'B'ct  de  D'G',  et  l’on,  aura  D’A'— B'G;  mais  le  rectangle  D’B'*D'A'  est 
évidemment  égal  au  rectangle  DA*DB,  lequel  est  constsnt  (78),  puisque  CO  est  sécsuito 
idéale  commune  à tous  les  cercles  (P)  ; donc  le  rectangle  B’D’*B’G'  est  aussi  constant 
et  égal  au  rectangle  DA*DB  : propriété  qui  ne  peut  convenir  qu’à  une  hyperbole  comprise 
entre  les  asymptotes  HD  et  HG. 

Qu’on  mène,  en  elTet,  les  ordonnées  BDC  et  BTf  parallèles  à ces  deux  droites;  les 
-triangles  B'G'Y,  B'D’X,  semblables  au  triangle  DGH,  donneront  » 

d’où  ' • 

TiG’ 

BT> -B'G'  = irmTTT  • B'X  B'Y  = DA  DB. 

Dil'UO 
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&Uis  le  triangle  DGH  nt  inTUiable , <tonc  le  rectangle  D'X-B'Y  eat  conitant  i propriété 
connue  de  l’hyperbole  entre  aes  aayraptoteai  et  d’où  réaulte  par  conséquent  1a  première 
partie  de  la  proposition  qu’il  s’agit  de  démontrer. 

• Rcclierchons  maintenant  les  pointa  où  la  direction  du  diamètre  HE  rencontre  la  courbe: 
pour  ces  pointa,  la  ccmde  A'B'  doit  être  nulle  ainsi  que  celle  AB  qui  lui  est  égale; 
par  conséquent  le  cercle  correspondant  (P)  doit  être  tangent  en  I à la  droite  donnée  DE, 
ainsi  qu’on  le  Toit  eaprimé  (Fig.  i4),  où  UI'  est  nécessairement  le  demi-diamètre  appar- 
tenant à HE,  et  IFI'  la  grandeur  de  son  conjugué  idéal  mesurée  sur  la  tangente  au 
sommet  1'  de  la  courbe,  paraUcle  i ce  diamètre;  mois  II'  est  parallèle  à DM;  décrivant 
donc  le  cercle  (D),  qui  a ton  centre  en  D et  lait  partie  de  la  suite  (C),  (C)....  des 
cercles  proposés,  il  coupera  la  droite  donnée  DE  en  deux  pointa  I et  T,  tels  qu’en  les 
projetant  sur  la  direction  de  IIE  par  des  parallèles  II' , TT'  k DH , les  points  F et  'P,  qiü 
en  résultent,  seront  les  entrémites  du  diamètre  corres;>oodant  (*},  dont  le  conjugué  idéal 
est , d’après  ce  qui  précède , ég^l  et  parallèle  à D'G'.  ^ 

Maintenant  il  nous  sera  facile  do  démontrer  que  la  ligne  des  centres  CC'  est  ime 
sécante  idéale  commune,  ù la  fois,  à tous  les  cercles  (P)  et  à la  section  conique  des  ré- 
ciproques de  DE. 

En  effet,  puisque  les  droites  DG  et  DU  sont  divisées  également  en  E et  n par 
la  paraUèlo  ma  à CH,  DF  est  aussi  divisée  également  au  point  U par  cette  parallèle; 
mais  HD  et  IIG  sont  les  asymptotes  de  la  courbe;  donc  HO  est  la  direction  du  diamètre 
conjugué  à celui  qui  est  |iarallèle  4 DF  r c’est-4-dire  que  le  point  O est  le  milieu  do 
la  corde  idéale  qui  répond  à DF  ou  CC'  dans  la  courbe  (54) , comme  il  est  aussi 
évidenunent  le  milieu  de  1a  corde  idéale  qui  ré;>ond  a cotte  droite  dan»  cercle  (P) 
et  dans  tous  ses  semblables.  Reste  donc  4 prouver  (56)  que  le  point  O détermine , sur 
la  diamètre  qui  appartient  4 HO,  deux  aegmena  dont  le  rectangle,  multiplié  par  le 
rapport  inverse  du  carré  de  ce  diamètre  et  de  celui  qui  lui  est  conjugué,  est  égal  au 
rectangle  OV-OU  des  segment  formés  par  ce  même  point  sur  le  diamètre  UV du  cercle  (P), 
qui  répond  4 mn ; rectangle  qui,  d’ailleurs,  est  le  même  pour  tous  les  cercles  de  la 
suite  dont  le  premier  fait  partie  (yS) , puisque  CC'  est  leur  cécante  idésde  commune. 

Or  les  triangles  rectangles  DFH,  DGH  sont  évidemment  semblables;  donc  les  droites 
HO  et  HE , ‘qui  divisent  les  cétés  bomologuee  DF  et  DG  en  parties  égales , semt  aiissi 
des  lignes  homologues;  et  par  conséquent  l’angle  DHO  = £MG,  et  l’angle  DOH  — 
= HI'(}'  : c'esl-4-dire  que  let  diamètres  correspondans  à HO  et  4 HI'  fominnt  lot 
mêmes  angles  avec  leurs  conjugués  taspcctirs  et  avec  les  asymptotes  de  la  coiube,  en 
eorto  qu’ils  sont  parfaitement  égaux.  Portant  donc  sur  HI'  1a  Aatanec  HO'  = HO, 
O'P'OT*  représentera  le  rectangle  dos  segment  formés  par  le  point  O sur  le  diamètre 

(*}  En  effet , puisque  le  cercla  (D)  fek  partie  de  U suite  des  cercles  (C),  (O)..... , il  coepf  oi^ 
ibogoaslemeni  le  cercle  inccoiw(P}  de  1s  suiu  recipTOqiiCj  et  per  coneéqaaat  (lySlson  ravoa  »r  DE 
eet,  en  grandeur  cl  en  direction,  la  tiiyenic  DI  lelstire  su  cercle  (P);  c'est-é-dira  que  le  cercle 
(D)  passe  per  les  poims  de  conuct  du  cercle  (F)  si  de  son  anslogue. 

^ \ V 
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qni  répond  à HO,  et  il  ne  «’egin  plus  que  de  prouver,  lelon  ce  qui  vient  d'élre  obiervé 
ci-deasu« , que 

. OTOT'  = OVOU  = ÔP‘  — VP’. 

HT’ 


Projetooi  le  point  (V  en  « sur  D£|  per  la  parelldle  indéfinie  à DH^  on  aura  évi- 
demment ^ à came  dct  triangles  eemblables. 


DT  D'P 


et  per  coniéquent 


m» 

iiï'» 


. OT  OT’*  = «I.  «T  = DI*  — #D’, 


' D’un  autre  c6té.  De  e«t  égal  k DO,  car  leur  rapport  k la  nène  ligne  HO*,  ou  HO,  est 
évidemment  égal,  pour  lea  deux,  au  rapport  dea  dlamécrea  conjuguée  D*I’,  HI'  que  l’on 
conaidire}  donc  la  relalion  k démontrer  devient  simplement, 

ÔP*— VP’=ÔP’— Pi’=DÏ‘-.DÔ’  5 

laquelle  a lieu , en  effet,  k cause  quo  les  triangles  rectangles  OPD,  FDI  ont  l'hypothénuse 
commune  DP. 

Donc  enfin  la  ligne  dea  centres  CO*  dea  cercles  proposés  est  une  sécante  idéale,  com- 
mune k la  fois  à tous  les  cercles  (P)  et  k U section  conique  des  réciproques  de  la  droite  donnée 
D£  ; comme  il  s’agissait  de  le  prourer  directement , d’une  manière  entièrement  géométri- 
que et  rigoureuse. 

Cet  exemple  et  celui  que  renferme  la  note  tuivaote  peuvent  servir  k donner  une  idée 
des  avantagea  qui  résultent  de  l’admiasion  du  principe  de  continuité  en  Géométrie  : 
noua  aurons  l’occasion  d’en  rencontrer  un  grand  nombre  d’autres,  dans  le  cours  de  ces 
recberches , et  U ne  serait  jas  difficile  de  les  multiplier  davantage , si  cela  pouvait 
être  nécessaire  k notre  objet.  Nous  nous  contenterons  d’en  citer  un,  d'autant  plus  frap- 
pant qu’il  est  dê  k l’un  des  plus  célèbres  disciples  de  Monge  dans  la  science  de  l'étendue  : 
c’est  celui  qui  est  offert  par  M.  Dupin , dans  son  beau  Mémoin  mr  la.  deteriptioa  des 
ligaes  »t  des  nstfads  dss  SOCOmddegré,  inséré  au  XTV*.  cabier  da  JoanuJ de  FEeotê  tàly- 
tecktûquef  Pauteur  part,  en  effet,  d'un  mode  de  génération  qui  ne  sautait  s'appliquer 
qu’aux  courl>rs  et  aux  surfaces  du  aecond  ordre  entièrement  fênnées  | msit'il  n'en  étend 
paa  moina  les  consé^iénce,  auxquelles  il  parvient  k toulea  les  lignes  et  surfaces  de  cet 
ordre,  et  par  conséquent  au  cas  où  ce  même  mode  de  génération  est  impossible  ou  ima- 
ginaire. A la  vérité , ce  aavant  géomètre  t’appuie  sur  les  conaidérations  offeVtea  par  l’Ana- 
lyse algébrique  pour  justifier  rette  extension  du  cas  réel  au  cas  imaginiire,  mais  U teste 
toujours  i déinontrer  que  l’Analyse  a la  singulière  faculté  de  traiter  les  êtret  4tPaoa  exis- 
tence comme  les  êtres  absolus)  et,  si  elle  ne  lui  vient  précisémett  qae pii«t'<iH^esi  y tdbut 

'"•10  * 
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le  principe  de  oûiLtinuitéÿU  n'y  eurt  tucune  nûaon  de  nepM  ftdmetlrey  dane  let  recberchee 
géométriquee  de  même  nature  y le  principe  lui-même  y d'une  manière  entièrement  directe 
et  aant  recourir  aucunement  à l'Analyse  algébrique. 


NOTE  II. 

Sur  le  lieu  des  points  de  l’espace  ^ susceptibles  de  projeter  une  section 
conique  donnée  èt  une  droite  tracée  dans  son  plan  de  façon  que , la 
droite  passant  à tinjinisur  le  nouveau  plan  ^ la  section  conique  j de- 
vienne^ en  meme  temps  ^ une  ellipse  semblable  à une  ellipse  donnée. 

Pi'oDi  avons  TU  que^  su  et  (C),  Fig.  9,  étant  la  droite  et  ta  section  conique  données,  O 
le  centre  de  la  corde  idéale  MN  répondant  à cea  lignes  y ai  l'on  traçait  une  suite  de  droites 
OS  Han»  Pespaco  y dont  le  rapport  à U demi>corde  idéale  OM  fdt  ég^  à celui  de  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques  de  l'ellipse  de  comparaison  y et  qui  fisaent  entre  elles  le  même 
angle  SOM  y toutes  les  extrémités  5,  ainsi  obtenuesy  pouTaient  être  priaes  pour  des  centres 
auxiliaires  de  projection  y et  que  1a  suite  de  tous  ces  centres  formaient  nécessairement  une 
surface  de  révolution,  . ^ 

Or  on  peut  remarquer  que  rien  ne  fixe  l'ordre  dans  lequel  les  distances  OSj  OM  doWent 
être  proportionnelles  aux  diamètres  conjugués  correspondant  de  l'ellipsey  ni  le  sens  dsns 
lequel  doivent  être  situes  les  points  S par  rapport  au  point  O)  ce  qui  donne  naturellement 
quatre  points  pour  chaque  droite  indéfinie  OS  y également  propres  à satislairo  aux  condi- 
tions du  problème}  et  par  conséquent  quatre  circonférences  de  cercle  appartenant  i la  sur- 
£sce  de  révolution  y lieu  des  centres  de  projection;  mais  on  voit  y en  même  temps  y que  la 
considération  de  ceux  de  ces  points  qui  sont  au-delà  du  point  Oy  par  rapport  à Sy  devient 
inutile  y attendu  que  les  circonférences  qui  leur  correspondent  sont  reproduites  par  les 
points  qui  appartiennent  à la  position  symétrique  do  la  droite  OS  en  dessous  de  OM  y et 
qui  fait  avec  cette  dernière  un  angle  supplément  de  l'angle  SOM. 

Soient  donc  S et  S'  (Plg>  > les  deux  points  que  l'on  considère  d'on  même  cêté  du  point  O ; 
•oient  a!,  le  * éi^xaètros  conjugués  de  l'ellipse  de  comparaison}  qui  correspondent  k l'angle 
SMOy  on  aura 

OSrrOMj,  OS'=OMjj 

d'où 

OS  OS'=:ÜM'. 

En  partant  de  U et  des  propriétés  connues  des  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  y on 
en  conclut  y sans  peine  y que  tous  les  points  S y S'y  appartenant  à un  même  plan  méridien  y 
sont  distribués  sur  une  circonférence  de  cercle  unique  y ayant  la  droite  MN  pour  corde 
idéale  commune  arec  la  section  conique  qui  sert  de  base  aux  diffénms  cAnes  projetans. 
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Soit)  en  cfletf  K le  milieu  de  U ditUnce  SS'i  on  eun 


75 


0K=  25125:-=  onÆ, 

a so'.ÿ 

•uppotoni  que  | du  point  K , on  nbeûte  U perpendiculaire  KP  sur  OM , et  qu’on  élire  | 
au  contraire,  U perpendiculaire  KC  sur  SS'{  cette  dernière  ira  rencontrer  celle  OA,  qui 
correspond  i MN  et  au  point  O , en  un  point  C , tel  que  le  triangle  OKC  sera  semblable 
au  triangle  OKP,  et  qu’on  aura 


o^+y* 

KP  ; OK  ou  OM 

* aaf.ÿ 


; OK  : OC  = OM 


lïTï*'  ■ KP' 


Mais,  la  surface  du  parallilogramme  formé  sur  las  diamètres  conjugués  a*,  V est, 
comme  on  sait,  constante  et  égale  k a.é,  en  appelant  n et  i les  axes  principaux  de  l’ellipse 
de  comparaison  I et,  dhme  autre  part,  cette  sur&oe  est  an  rectangle  a/Jf  des  cAtés  a'  et  V 
comme  le  sinus  de  l’angle  SOM  de  Ces  cAtés  est  k l’unité,  ou  comme  KP  est  A OK:  donc 
OK 

a'.A'=a.A|^.  On  a d’ailleurs  o'’-t-A'*=:o’+A’,  et  partant 


OC  = OM 


«’+*’ 

M.d 


Mais,  si  l’on  détermine,  sur  la  direction  de  OC,  les  points  A et  A'  atulogues  kS  et  S', 
on  aura,  k cause  que  l’angle  AOM  est  celui  des  axes  de  l’ellipse  de  comparaison  OA= 
OM-^,  OA'  = OM— { donc  le  point  C est  la  milieu  de  la  distance  AA',  comme  le 
point  K l’est  de  SS*;  et,  puisqu’on  a d’ailleurs  OS-OB' = OM’  = OA-OA',  on  voit  que 
tous  lea  points  S | S'  apptitieTuient , en  eHet  1 k une  circonférence  de  cercle  onique , dont  C 
est  le  centrei  et  qui  e U dUtaoco  MN  pour  corde  idéale  conoane  avec  U courbe  de 
base  données  Le  lieu  de  toua  lea  centres  aoxUiaires  de  projection  cherchée  eat  donc  une 
•urüice  annulaire I engendrée  par  la  réroludoii  de  ce  cercle  autour  de  MN  comme  axe; 
eins*  qu*Ü  s’agissait  de  le  démontrer  d’une  manière  directe. 

Quand  les  deux  axes  e , h de  l’elUpae  de  comparaison  sont  égaux , cette  ellipse  devient 
un  cercle  I et  l’angle  SOM  est  constamment  droit  $ donc  OS  te  confond  toujours  avec  OA| 
et  y comme  d’ailleurs  OSxrOS'i  00  voit  que  la  circonférence  inéridieiuie  (C)se  réduit 
à tin  point,  et  U surface  annulaire  par' conséquent  li  une  circonférence  do  cercle,  dont  le 
plan  eat  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  OM  : ce  qui  rerient  à ce  qui  a déjà  été  démontré 
directement,  art.  iio.  ' —va  A—-. 


t 


* •■Vt'V  ,;..  i. 
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PROPRIÉTÉS  FONDAMANTALES  DES  LIGNES  DROITES, 
DES  SECTIONS  CONIQUES  ET  DES  CERCLES. 

l4».  Nous  crqj’ons  devoir  commencer  ces  applications  par  Icxposiüon  des 
intéressantes  proprictc's  des  transversales  et  des  points  de  concours^  en  nous 
bornant  toutefois  à celles  de  ces  proprie'tcs  qui  peuvent  mciiler  le  plus  d’in- 
térêt, soit  par  leur  élégance,  soit  par  leur  généralité  ou  leur  fécondité.  Indé- 
pendamment de  l’importance  qui  leur  est  propre , et  des  ressources  qu'elles 
ollrcnt  dans  les  applications  de  la  Géométrie  aux  opératioiis  qui  s’exécutent  sur 
le  papier  et  sur  le  terrain , elles  se  reproduisent  si  souvent  dans  les  recher- 
cbes  qu'on  doit  les  considérer  comme  la  base  essentielle  de  toutes  les  autres 
propriétés  projectives  des  figmes.  Bien  que , pour  la  plupart , elles  soient 
assez  généralement  connues  des  géomètres,  et  qu’elles  appartiennent  ê des 
théories  quelquefois  purement  élémentaires  ; nous  n’en  pensons  pas  moins  faire 
une  chose  utile  que  de  les  réiuiir  ici  sous  un  même  point  de  vue , et  par  des 
principes  qui  puissent  les  faire  retrouver,  sans  peine , au  besoin.  Nous  promet- 
tons , au  reste , d’être  aussi  courts  que  possible , dans  un  sujet  naturellement 
fort  étendu , et  de  ne  nous  arrêter , sur  chaque  théorème , qu'autant  qu'il  sera 
nécessaire  pour  mettre  le  lecteur  sur  la  voie  propre  à hii  faire  entrevoir,  par 
lui-même , toutes  les  conséquences. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Géométrie  de  la  Règle  et  des  Transversales. 

i4a.  IjA  Géométrie  de  la  règle , on  Théorie  des  points  de  concours  .^ne 
s’occupant , d’une  part , que  des  propriétés  descriptives  ou  de  situation  des  sys- 
tèmes de  ligues  droites  indéfinies , et  la  Géométrie  des  transversales  n’ayant 
pour  objet , d'une  autre , que  les  relations  métriques  relatives  aux  figmes  com- 
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posées  également  de  systèmes  de  lignes  droites  ludéliiiies , coupées  d'une  ma- 
nière quelconque  par  des  droites  ou  courbes , appelées , pour  celte  raison , 
transversales j on  conçoit,  à priori,  qu’elles  se  trouvent  toutes  deux  com- 
prises implicitement  dans  la  déCmition  que  nous  avons  donnée  des  relations  et 
des  figures  projectives } et  que,  par  conséquent,  tout  ce  que  nous  avons  pu 
dire , en  général , de  ces  dernières  propriétés  s’applique  naturellement  à celles 
qui  font  le  sujet  ordinaire  de  la  Géométrie  de  la  règle  et  des  transversales. 
Ce  qui  suit  montrera , en  outre , que  toutes  les  relations  de  la  Géométrie  dos 
transversales  sont  de  la  nature  particulière  de  celles  qui  ont  été  définies  art.  30  ; 
de  sorte  que  nous  pouvons  dès  à présent  conclure , d’une  manière  générale , 
que  les  tliéorèmes  des  art.  18  et  19  de  la  première  section  subsistent  pour  ces 
sortes  de  relations. 

143.  M.  Carnot  avait  déjà  montré  d'une  manière  directe , dans  sa  Géo- 
métrie de  position  et  son  Essai  sur  la  Théorie  des  transversales , <|uc  les 
relations  de  cette  théorie  s’appliquent  également  aux  figures  tracées  sur  la  sur- 
face d’une  sphère  quelconque,  eu  substituant  des  arcs  de  grands  cercles 
aux  transversales  rectilignes.  Le  savant  rédacteur  des  Annales  de  mathémor 
tiques^  M.  Gergonne,  a depuis  fait  observer  que  la  même  chose  avait  lieu 
pour  les  propriétés  de  situation  des  sections  coniques  et  des  lignes  droites, 
quand  on  les  projette  sur  la  smface  de  la  sphère  au  moyen  de  cônes  et  de 
plans  partans  du  centre  de  celte  sphère , conâdéré  comme  centre  de  projec- 
tion. Ce  qui  précède  est  plus  général , et  fait  voir  sous  quelles  conditions  Time 
ou  l’autre  extension  est  possible. 

i44*  Ou  conçoit  également , d’après  ce  qui  a été  dit  art.  1 1 , que  quelques- 
unes  des  propriétés  des  transversales  et  des  points  de  concours  doivent  s’é- 
tendre, d'une  manière  analogue,  aux  figures  situées  dans  l’espace  et  dont  les 
premières  pourraient  être  consdérées  comme  des  projections  (i3). 

Enfin  les  relations  de  la  Géométrie  des  transversales  auront  nécessairement 
encore  lieu  pour  l’espèce  de  projections  définies  art.  i4  et  i5,  c’est-à-dire 
pour  la  projection  dans  un  plan  et  pour  la  projection  sur  ime  droite. 

Nous  faisons  à favance  toutes  ces  remarques,  pour  ne  pas  être  obligés  d’y 
revenir,  à chaque  pas , dans  la  suite.  Notre  objet  étant  d’ailleurs  de  nous  oc- 
cuper spédalement  des  figures  décrites  sur  un  plan , nous  ne  donnerons  que 
par  aperçu  la  manière  dont  ca^ains  thécotèmes , relatifs  aux  polygones  plans , 
peuv'ent  s’étendre  aux  polygoMr  gauches  coupés  par  des  plans  ou  des  sur- 
faces du  second  ordre , etc.  5 ef  seulement  afin  de  faire  connaître  les  beaux 
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rcsuUais  auxquels  est  parvenu  M.  Camot , dans  sa  Gcomelrie  de  position  et 
dans  sa  Théorie  des  trcmsversales. 

143.  Si  tous  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE,  EA  dun  polygone  plan  ABCDE 
(Fig.  , oit  leurs  prolongemens , sont  coupés  par  une  transversale  droite 
quelconque  ^ nu-,  aux  poirUs  respectifs  m,  n^p^q^r,  il  y aura  sur  cha- 
que côté ^ ou  sur  son  prolongement^  deux  segmens formés  par  la  trans- 
versale} tels  que  le  produit  de  tous  ceux  de  ces  segmens,  qui  n’auront 
point  d extrémités  communes,  sera  égal  au  produit  de  tous  les  autres: 
c’est-à-dire  qu’on  aura  (*) 

Am.  Bn.C^.Di^.Er  = Ar.Bm.Oi.D/t.Eq. 

Cette  relation  étant  projective  de  sa  nature  (ao) , il  suffit  de  prouver  qu’elle 
a lieu  pour  l'une  quelconque  des  projections  de  la  figine.  Or  c'est  ce  qui  est 
en  effet , puisque , si  on  la  projette  sur  un  nouveau  plan  de  façon  que  la 
transversale  passe  à l'infini,  c’est-à-dire  (io5)  sur  un  plan  parallèle  à cette 
transversale , tous  les  segmens  ci-dessus  deviendront  eux-mêmes  infinis , et  par 
conséquent  le  rapport  de  deux  quelconques  d’entre  eux  sera  l'unité  (a8). 

146.  La  même  relation  s’étend  évidemment  à un  polygone  gauche  quel- 
conque coupé  par  un  plan  transversal  arbitraire  ; pour  le  prouver,  il  suffit  de 
mettre  la  figine  en  projection  sur  un  nouveau  plan  parallèle  au  plan  trans- 
versal , pourvu  qu’on  prenne  pour  centre  de  projection  un  point  quelconque 
de  ce  dernier  plan  •,  car  alors  tous  les  segmens  deviendront  encore  infinis  et 
égaux,  comme  dans  le  premier  cas.  D'ailleurs  ce  dernier  théorème  se  ra- 
mène immédiatement  au  premier,  quand  on  projette  la  figure  sur  un  plan 
quelconque , à partir  d'un  point  du  plan  transversal  pris  pour  centre  de  pro- 
jection ; et  le  premier  se  réduit  à une  simple  identité , quand  on  projette  la 
figure  qui  le  concerne  sur  une  droite  quelconque  de  son  plan  (i5),  à partir 
d'un  point  de  la  transv'ersalc  pris  pour  centre  de  projection. 

147.  Si  l’on  considère  une  nouvelle  transversale  mV  dans  le  polygone 
ABCDE , on  aura , comme  ri-dessus , 

Am'.  Bn'.  C//.  Dq'.  Ed  = Ad.  Bm'.  Cn'.  üf/.  Eq'. 

Donc,  si  l’on  représente  simplement  par  (Am)  le  produit  Am. Am',  par 

(*)  M.  Briuichon  a déjà  remarqué  tCÜmspondance  Polytechntqtu f tome  H,  page 
que  ce  théorème  et  êoo  analogue  pour  1a  sphère  ont  été  connus  des  anciens , quant  i ce  qui 
concerne  le  cas  du  triangle.  Voyez  l'..itmagnte  de  PtoUmét,  Ut.  i,  chap.  ta. 
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(6n)  le  produit  6/i.Bn',  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres,  il  viendra,  en  mul- 
tipliant terme  à terme , 

(Am)  (B,i)  (Cp)  (Dq)  (Er)  = (Ar)  (Rm)  (Cn)  (D,,)  (£<7)', 

i-elation  qu’on  peut  e'tendre , de  la  même  manière , à un  polygone  plan  coupe 
par  un  système  de  droites  arbitraires,  en  nombre  quelconque,  et  (14O)  à un 
polygone  gauche  coupé  pareillement  par  un  nombre  quelconque  de  plans  ar- 
bitraires. 

148.  Cette  même  relation  s’étend  encore  au  cas  où  l’on  remplace  le  ^s- 
tème  des  deux  droites  par  une  section  conique  quelconque , comme  cela  a 
déjà  été  démontré  par  anticipation  (34),  pour  le  cas  prticulier  où  l'on  ne 
considère  qu’un  simple  triangle  : c’est-à-dire  que 

Si  tous  les  côtés  d'un  polygone  plan  quelconque  ABCDE , ou  leurs  pro- 
longemens,  sont  rencontrés  par  une  section  conique  quelconque^  et  qu'on 
nomme , comme  ci-dessus , (Am) , (Bm)  les  produits  des  segmens  inter- 
ceptés , sur  AB , entre  chacun  des  sommets  A et  B respectivement  et  les 
deux  branches  de  la  courbe , par  (Bn)  et  (C/i)  les  produits  semblables 
relatifs  au  côté  BC  etc. , on  aura 

(Am)  (B/t)  (Cp)  (Dq)  (E;-)  = (Ar)  (Bm)  (Cn)  (Dp)  (Eq). 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  celle  de  l’art.  34  déjà 
cité  (*). 

149.  Enfin  la  proposition  qui  nous  occupe  peut  s'étendre,  avec  la  même 
facilité , aux  polygones  gauches  coupés  par  des  surfaces  quelconques  du  meme 
ordre.  En  effet , elle  a évidc'mment  lieu  pour  le  cas  particulier  où  le  polygone 
se  réduit  à un  simple  triangle , puisque  le  plan  de  ce  triangle  rencontre  né- 
cessairement la  surface  suivant  une  section  conique  ; si  donc  on  décompose 
le  polygone  ci-dessus  eu  triangles  partiels,  nu  moyen  de  diagonales  partant 
d'un  même  angle  ; puis  qu'ayant  écrit  les  relations  qui  correspondent  à ces 
diveis  triangles,  on  les  multiplie  entr'elles  dans  im  ordre  convenable,  les 
rectangles  des  segmens  Ibrmés  sur  chaque  diagonale  disparaîtront  tous  à la  fois 


(*)  On  (toit  à Pascal  un  théorème  qui  revient  i celui-ci,  pour  le  eu  particulier  on  l’on  no 
considère  que  le  système  de  quatre  droites  daiu  le  plan  d’une  section  œnique.  Voyea  son 
Essai  pour  les  Coniques , qui  a paru  en  1640,  et  qui  ae  trouve  imprimé  ]uirnii  ses  CEurres, 
tom.  IV,  édit,  de  Lahaye,  1779* 
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(lu  ri-sultat , et  il  ne  restera  plus  <}u’une  relation  entre  les  segmens  relatils  aux 
côtés  du  polygone,  identique  avec  celle  (pii  précède. 

150.  M.  Carnot,  en  exposant,  dans  sa  Géométrie  de  position^  ces  théo- 
rèmes d’une  élégance  et  d’une  slmpltcité  vTaiment  admirables,  a fait  voir, 
eu  outre,  (pi'ils  s'étendent,  d'ime  manière  analogue,  à toutes  les  courbes 
géométriques  prises  poiu-  trans\-ersales , lors(pie  le  polygone  est  plan,  et  à 
toutes  les  surfaces  dont  les  sections  faites  par  des  plans  (pielcontpies  sont  des 
courbes  géoméirirpics , lorsrpie  le  polygone  est  gauche.  Or , d’après  le  raison- 
nement qui  vient  d’être  établi  pour  les  surCices  du  second  ordre , on  voit  que 
tout  consiste  à démontrer  la  proposition  dans  le  cas  particulier  du  triangle  et 
d'imc  courbe  géométrique  , de  degré  (pielcompie , prise  pour  transversale  : 
c’est-à-dire  (pi’cn  adoptant  les  conventions  déjà  admises  ci-dessus  (i45  et  14?) ? 
il  s’agit  Amplement  de  prouver  (pi’on  a 

{km)  (Bn)  {Qp)  = {kp)  (Dm)  (Cn). 

Supposons , cn  effet , (pi’on  mette  la  figure  en  projection  sur  un  nouveau 
plan,  de  façon  (pie  l’un  des  sommets,  C par  exemple,  passe  à l'infini,  ce 
(pii  est  possible  d'une  infinité  de  manières  (toi);  tous  les  segmens,  (pii  se 
mesurent  à partir  de  ce  point,  deviendront  Infinie  et  par  consétpient  égaux  (a8)  ; 
et , comme  La  relation  d-dessus  est  nécessairement  projective  (ao) , il  s'agira 
finalement  de  prouver  (pic , dans  la  nouvelle  figure , on  a 

(Am)  (B/i)  = {kp)  (Bm) , 
ou 

(Am)  ; (Bm)  * ; {kp)  ; (B/i)  ; 

c’est-à-dii-e  (pie  « le  produit  des  abscisses  Am,  knl...,  est  au  produit  des  abs- 
» cisscs  Bm,  Bm'....  formées  sur  la  même  droite  AB,  comme  le  produit  des 
» appliipiées  A/i,  kp',.,.  correspondantes  aux  premières,  est  au  produit  des 
> applitpiées  parallèles  Bn,  Bn'....  (pii  appardennent  aux  secondes:  » or  cette 
propriété  des  courbes  géométricpies  est  connue , et  a été  donnée  par  Newton 
dans  son  Enumération  des  lignes  du  troisième  ordre. 

151.  Ces  divers  théorèmes  prouvent,  dans  leur  généralité,  que  les  lignes 
et  surfaces  géométriipics  des  (Lvers  ordres  doivimt  jouir  de  certaines  propriétés 
qui  leur  sont  communes  avec  1(»  systèmes  analogues  de  lignes  droites  et  de 
surfaces  planes  j il  nous  serait  d'ailleurs  facile  d'en  déduire , dès  à présent , 
un  grand  nombre  de  consérpiences  particulières  \ mais  notre  objet  ici  est  seu- 
lement de  faire  voir  comment  on  peut  arriver  directement  aux  diversis  re- 
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lations  connues  de  la  Géométrie  des  transversales , au  moyen  des  principes  de 
projection  posés  dans  la  première  section  j et  nous  réservons  pour  un  autre 
travail  de  (aire  connaître  les  résuluts  auxquels  nous  ont  conduits  ces  mêmes 
relations , quant  à ce  qui  concerne  les  lignes  et  les  surfaces  courbes  géomé- 
triques d’un  ordre  quelconque. 

i5a.  U est  d'ailleurs  évident  que  ces  rebtions,  ayant  été  établies  d'une 
manière  générale , s'appliquent  aux  divers  cas  particuliers  qui  peuvent  se  pré- 
senter ; pourvu  qu'on  y introduise  les  modifications  que  nécessite  le  nouvel 
état  du  système , et  qu'indique  toujours  la  loi  de  continuité  : ainsi  plusieurs  des 
points  d'intersection  peuvent  se  réunir  en  un  seul , ou  s'éloigner  à l'infini , etc. 

Supposons  par  exemple,  avec  M.  Carnot,  que  la  section  conique  ou  la 
surfiice  du  second  ordre , transversale  d'un  polygone  plan  ou  gauche , de- 
vienne tangente  à tous  les  cétés  de  ce  polygone , les  segmens  qui  appartiennent 
à un  même  sommet  et  à un  même  côté  seront  évidemment  égaux  ^ en  sorte 
qu'on  a la  proposition  suivante , qui  est  une  extension  de  celle  déjà  établie  à 
Tait.  '36,  poiu*  le  cas  du  triangle  et  des  sections  coniques  : 

Un  polfgone,  plan  ou  gauche,  ayant  tous  ses  côtés  tangens  à une  même 
ligne  ou  à une  même  surface  du  second  ordre,  il  existe,  à partir  de 
chaque  point -de  contact,  deux  segmens  sur  le  côté  correspondant;  et 
le  produit  de  tous  les  segmens  non  contigus , ou  qui  n’ont  point  d’extré- 
mités communes , est  égal  au  produit  de  tous  les  autres. 

i53.  On  voit  que  ce  théorème  a la  plus  grande  analogie  avec  celui  (i46) 
qui  est  relatif  au  polygone  gauche  coupé  par  un  plan  transversal  arbitraire  ; 
et  il  résulte  en  particulier,  de  ce  rapprochement , que , si  tous  les  points  de 
contact,  moins  un,  des  côtés  d'un  polygone  gauche  quelconque , circonscrit 
B une  surface  du  second  ordre , étaient  situés  dans  un  même  plan , le  der- 
nier s'y  trouverait  nécessairement  aussi  \ poiu^'u  toutefois  que  la  disposition 
des  points  soit  telle  qu'il  y en  ait  un  nombre  pair  ou  impair  sur  le  pro- 
longement des  côtés,  suivant  que  le  polygone  est  lui-mème  d'un  ordre  pair 
ou  impair.  Cette  circonstance  ayant  lieu,  en  particulier,  pour  le  cas  d'un  qua- 
drilatère circonscrit  à une  surlàse  du  second  ordre , il  en  résulte  ce  corollaire 
déjà  connu  (*)  : 

Dans  tout  quadrilatère  gauche  circonscrit  à une  surface  du  second 
ordre,  les  quatre  points  de  contact  sont  dans  un  même  plan. 


(*)  Mémoire  sur  U»  ligne*  du  tecomd  ordre , parC-  J.  BrianeboD,  page  i4i  nota. 
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Mais  en  voilà  assez  sur  ces  conside’ra lions  générales  ; revenons  maintenant 
aux  propositions  élémentaires  de  la  Géométrie  des  transversales , relatives  aux 
figures  décrites  sur  un  plan. 

i5.{.  Soit  ABCD  (Tig.  17  et  18)  un  quadrilatère  simple  quelconque,  dont 
les  côu's  opposés,  AB  et  CD,  AD  et  BC,  prolongés  jusqu’à  leurs  rencontres 
respecüves  en  E et  F,  forment  ce  qu’on  apj>clle  le  quadrilatère  complet 
BAEDFCB  avec  les  trois  diagonales  AC , BD  et  EF , dont  les  deux  premières , 
appartenantes  au  quadrilatère  simple  ABCD,  se  rencontrent  en  G et  rencontrent 
la  troisième  en  I et  U respectivement.  Traçons  les  droites  indéfinies  GE , GF, 
qui  joignent  le  point  G d’intersection  des  diagonales  avec  les  points  de  con- 
cours E et  F des  côtés  opposés  du  quadrilatère  simple  ABCD  ; ces  deux  droites 
iront  rencontrer  les  côtés  de  ce  quadrilaière , auxquels  elles  n’appartiennent 
pas , en  quatre  nouveaux  points  : la  première  aux  points  P et  M de  AD  et  BC , 
la  seconde  aux  points  L et  N de  AB  et  CD.  On  aura  ainsi  formé  une  figure 
composée  de  neuf  lignes  droites , sur  chacune  desquelles  se  trouveront  quatre 
points  : or  je  dis  que  ces  différens  ^stèmes  de  quatre  points  formeront 
autant  de  groupes  harmoniques  (a4). 

En  effet , si  l’on  met  la  figure  en  projection  sur  un  nouveau  plan , de  £içon 
(1  o5)  que  l'une  des  trois  diagonales  du  quadrilatère  complet , EF  par  exemple , 
passe  à finfuii , les  droites  dirigées  vers  le  point  E deviendront  parallèles  entre 
elles , et  il  en  sera  de  même  de  celles  qui  aboutissent  au  point  F ; le  qua- 
di-ilatère  simple  ABCD  sera  transformé  en  un  parallélogramme  avec  scs  deux 
diagonales  AC  et  BD , se  croisant  au  centre  G : or  toutes  les  lignes  de  la  nouvelle 
figure  porteront  trois  points , indépendamment  de  celui  qui  est  à l’infini , dont 
les  deux  extrêmes  seront  à égale  distance  de  celui  du  milieu  ; donc  (37)  ils 
pourront  être  regardés,  avec  le  point  à l'infini,  comme  autant  de  groupes 
de  quatre  points  harmoniques,  et  par  conséquent  il  en  sera  de  même  des 
lignes  et  des  points  correspondans  de  la  Bgure  primitive. 

Il  reste  à démontrer  que  la  troisième  diagonale  EF  est  aussi  divisée  har- 
moniquement aux  points  U et  I ; or , c’est  ce  qui  paraîtra  és'ident , à priori , 
si  l’on  considère  que  les  quatre  droites  GE , GF , Gli  et  GI , qui  se  croisent 
au  point  G et  appartiennent  aux  quatre  points  harmoniques  E , N , D , C forment 
naturellement  un  faisceau  harmonique  (a5)  : il  suit  de  là  évidemment , et  de 
ce  qui  précède , que 

1 55.  Dans  tout  quadrilatère  complet  c^'onl  ses  trois  diagonales  , chor- 
cune  (Telles  est  divisée  harmoniquement ^ ou  en  segmehs  proportionnels^ 
par  les  deux  autres. 
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Ce  ihéorcmc  a e'ié  connu  des  andeus,  comme  il  paraît  d’après  la  Pro- 
pos. CXXI  du  litTC  VII  des  Collections  mathc'matiques  de  Pappus.  Il  a clé 
reproduit  depuis  par  Grégoire  de  Sl.~f  incent  (*),  et  De  Lahire  s’en  sert  (**) 
pour  dc'termincr,  avec  k règle  seule,  le  quatrième  harmonique  I de  trois 
points  E , F,  U donnés  sur  une  même  droite  : il  suppose  qu’on  forme , à volonté , 
un  quadrilatère  ABCD  dont  une  des  diagonales  passe  par  II , et  dont  les  côtés 
opposés  concourent  en  E , F respectivement.  La  même  construction  est  em- 
ployée par  Schooten  (***)  pour  mcsiu-er  la  distance  d’un  point  inaccessible  I 
à nn  point  donné , F,  sur  le  terrain. 

i56.  Les  figures  17  et  1 8,  qui  viennent  de  nous  occuper,  appartiennent  évi- 
demment aussi  au  système  des  six  distances  qui  joignent,  deux  à deux,  les 
quatre  points  A,  B , C,  D , et  des  trois  lignes  droites  qui  réunissent,  dans  le 
même  ordre,  les  nouveaux  points  d’intersection  E,  F,  G des  premières  : or 
CCS  figures  donnent  lieu  à beaucoup  d’autres  relations  faciles  à reconnaître. 

Par  exemple , on  peut  remarquer  que  les  quatre  points  L , M , N , P dé- 
terminent deux  segmens  sur  les  côtes  de  chacun  des  trois  quadrilatères  sim- 
ples ABCD,  AFCE,  BEDF,  et  que  le  produit  de  quatre  de  ces  segmens,  qui 
ne  sont  pas  contigus  et  appartiennent  aux  cotés  d’un  meme  quadrilatère , est 
égal  au  produit  des  quatre  autres  ; c’est-à-dire  qu’on  a , pour  le  quadrilatère 
simple  ABCD  pris  particulier , 

AL-BM-CN-DP  = APBL-CMDN. 

Pour  le  prouver , il  suffit  de  se  reporter  à la  projection  d-dessus  de  la  figure , 
pour  laquelle  cette  lelation , qui  d’ailleurs  est  projective , devient  évidemment 
identique. 

On  voit  pareillement  que  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  LMNP , qui  a 
pour  sommets  les  quatre  points  que  Fon  considère , devenant  respectivement 
parallèles  aux, diagonales  AC  et  BD  du  parallélogramme  de  la  projection , doi- 


(*)  Cjpi»  (1647),  page  6,  Pmpas-  i<*-  ‘ 

(•*)  Saetione*  eonicœ,  in-fbl».  i685,  p«g*  9,  Propos,  ao. 

(**♦)  Exenitatûuum  maOtmatUanun  tib.  lit  De  constnctioiu pmbUmatum  simpU- 
cium gtomelrieonun,  seu  quœ  solvi pouimt,  dueendo  tantum  rectos  tineas,  1 656 } Appe^ix, 
Propos.V.Daiu  cet  Apposée,  oa  traite  les  cas  où  certains  poinU  sont  inaccasibles  j U y est 
£iit  aussi  mention  d’un  6crit  intitulé  i Oeomer/ioper^grwiaiss,  qui  ale  mémo  objet,  et  que 
Schooten  attribue  à un  noble  polonais;  on  y résout,  dit-il,  seim  problèmes  relatiis  aux 
points  et  lignes  inaccessibles  sur  le  terrain,  sons  aatut  ùutrumert  que  des  jalons. 

I , * 
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vent  nécessairement , dans  la  figxire  primitive , concourir  aux  points  I et  ü où  ces 
mêmes  diagonales  rencontrent  la  droite  EF. 

1 57.  Soit  D (mêmes  Fig.)  im  poml  situé  quelque  part  sur  le  plan  d'un  trian- 
gle ABC  ; par  le  point  D,  et  des  sommets  du  triangle , .abaissons  des  droites  AFÿ 
BG  et  CE  sur  les  cotés  opposés  à ces  sommets  5 joignons  deux  à deux , par 
de  nouvelles  droites,  les  points  F,  G,  E ainsi  obtenus  sur  ces  côtés,  il  en 
résultera  un  second  triangle  EFG  inscrit  ou  exinscrit  au  premier.  Or  l’en- 
semble de  toutes  ces  lignes , au  nombre  de  neuf  et  prolongées  jusqu'à  leurs 
intersections  respectives , produira  une  figure  entièrement  identique  avec  celles 
qui  nous  ont  occupés  dans  ce  qui  précède , et  qui  jouira  par  conséquent  des 
mêmes  propriétés.  Ainsi  chacune  de  ces  neuf  L'gnes  portera  quatre  points , 
qui  formeront  autant  de  groupes  harmoniques  (*)  ; et  les  six  nouveaux  points 
H,I,L,M,N,P,  obtenus  par  le  croisement  de  ces  lignes , seront , trois  à 
trois , sur  quatre  droites  LPU , MNii , PNI , LMI , dont  la  dernière  appartient 
aux  points  de  concours  des  côtés  respectivement  opposés  des  deux  triangles 
ABC  et  EFG.  Je  dis,  de  plus,  qu'on  aura,  dans  le  triangle  ABC, 

AEBF-CG  = BE-CF-AG; 

propriété  qui  peut  s'énoncer  de  cette  manière  : 

158.  5(,  par  un  point  quelconque  pris  dans  le  pla%d’un  triangle^  on 
abaisse , de  chaque  angle , tme  droite  sur  le  côté  opposé,  on  obtiendra, 
sur  chacun  de  ces  côtés , ileux  segmens , tels  que  le  produit  de  trois  seg- 
mens  quelconques,  non  contigus,  sera  égal  au  produit  des  trois  autres  (**). 

En  elTei,  cette  relation  est  projective,  et  devient  évidemment  identique 
dans  la  projection  ci-dessus  (i54)  du  quadrilatère  ABCD  suivant  un  parallélo- 
gramme. 

i5ç).  On  arriverait  d'aillctu^  directement  à cette  relation  (t6),  en  remar- 
quant qu'elle  a lieu , également  d'une  manière  identique , entre  les  rinus  des 
angles  formés  autour  du  point  D , pris  pour  centre  de  projection  des  six  seg- 
mens  correspondans  -,  et , comme  cette  remarque  s'applique  à un  polygone 
quelconque  d’un  nombre  impair  de  côtés,  des  sommets  duquel  on  aurait 
abaissé  des  droites  sur  les  côtés  respectivement  opposés,  en  les  faisant  toutes 

(*)  CAm/tne  dt  potitim,  p«g.  087  et  a86;  Application  d»  la  TÂéorit  det  tmmoer- 
taiec,  etc.,  par  C.  J.  Brianchon.  Paria,  tSia,  {.  53. 

(**}  SoÎTant  1a  remarque  Ikito  par  M.  Servoia,  ce  théorème  appartient  k Jean  BemoaiUi! 
Toyoa  lea  (Jarret  de  ce  dernier,  tome  iV,  n*.  CLV. 
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passer  par  un  même  point  pris  à volonté  sur  le  plan  de  la  rigiu*c,  on  voit 
que  la  relation  ci-dessus  a encore  lieu,  d'une  manière  analogue,  entre  les 
dificrens  segmens  formés,  par  ces  droites,  sur  les  côtés  du  polygone  ^ donc  on 
a ce  théorème  général , qui  n'a , je  crois , encore  été  établi  nulle  part  : 

Si  J par  un  point  pris  à volonté  dans  le  plan  d'un  polygone  quelconque 
dun  nombre  impair  de  côtés , on  abaisse , de  chaque  angle , une  droite 
sur  le  côté  opposé^  on  obtiendra  sur  chacun  de  ces  côtés  deux  seg- 
mens ^ et  le  produit  de  tous  les  segmens  non  contigus  sera  égal  au  pro- 
duit de  tous  les  autres. 

160.  Cette  proposition  s'étendant,  en  vertu  du  principe  de  continuité,  au 
cas  ou  un  ou  plusieurs  des  côtés  deviennent  nuis  en  conservant  une  direc- 
tion donnée , a lien , comme  on  voit , ^Icment  pour  un  polygone  d'un  nom- 
bre pair  de  côtés  ^ pourvu  qu'en  menant  par  l'un  quelconque  de  ses  sommets 
une  droite  arbitraire,  on  la  considère  comme  la  direction  d'un  côté  nul  ou 
infiniment  petit  du  polygone. 

Il  est , au  surplus , à remarquer  que  la  réciproque  de  cette  proposition  n'aura 
lieu  en  général  que  pour  le  cas  paiiictilicr  du  triangle  ; c'est-à-dire  que , si 
la  relation  ci-dessus  (157)  subsiste  entre  les  segmens  formés  par  trois  points 
E , F , G pris  convenablement  sur  les  côtés  d'un  triangle  ARC , ou  sur  leurs 
prolongemeqs , les  trois  droites  AF,  CE , BG  se  croiseront  en  un  même  point  D. 

Je  dis  que  les  trois  pcânts  E , F,  G doivent  être  pris  convenablement  sur 
les  côtés,  parce  qu'eu  effet,  suivant  la  remarque  déjà  faite  par  M.  Brionchon , 
ils  doivent  toujoiua  être  en  nombre  pair  sur  les  proiongemens  de  ces  côtés. 
S'il  en  était  autrement , ces  trois  points  appartiendraient  à tme  même  droite , 
d'après  le  théorème  de  l’art.  i45,  appliqué  au  cas  particulier  du  triangle. 

161.  Quand  un  triangle  quelconque  ABC  (Fig.  19)  est  circonscrit  à une  sec- 
tion conique , les  trois  points  de  contact  E,  F,  G déterminent  sur  les  côtés  de 
ce  triangle  six  segmens , qui  ont  entre  eux  (36  et  i5a)  la  relation  de  position 
et  de  grandeur  que  nous  venons  de  définir  ; donc  toutes  les  propriétés  dé- 
montrées au^w'ticles  1 54  et  1 56  lui  sont  applicables  directement  (*)  : ainsi , 
par  exemple  ^ les  droites  AF,  BG  et  CE  iront  se  croiser  en  im  même  point  D. 

n suit  de  là  que , si  l'on  sc  donnait  trois  tangentes  d'une  section  conique  et 
les  points  de  contact  de  deux  de  ces  tangentes , ou  trois  points  et  les  tangentes 
eu  deux  de  ces  poiuts , on  obtiendrait  de  suite , avec  la  règle  seule , soit  le 


(^)  Céométru  de  potiUoMf  pages  393  et  4^3.^ 
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troUicmc  pobt  de  contact , soit  la  troisième  tangente  de  la  courbe  (*).  Nous 
verrons  bientôt  (191)  comment,  d'apès  ces  données,  on  peut  décrire  en- 
tièrement cette  courbe  par  points. 

16a.  Enfin  si,  sur  la  direction  des  côtés  d'un  triangle  ABC  (Fig.  1 7 et  18), 
on  prend,  à volonté,  trois  points  L,  M,  I , situés  en  ligne  droite , puis  les  qua- 
trièmes hannoniqties  E , F,  G des  premiers  par  rapport  aux  côtés  ou  aux  som- 
mets correspomlans  du  triangle , ces  âx  points  jouiront  encore  des  propriétés 
qui  vienneut  d'être  énoncées.  Ainsi , par  exemple , les  trois  droites  AF,  DG , CE 
se  croiseront  en  un  même  point  ü,  et  l'on  aura  la  relation 

AE-BF*CG  = BE-CF-AG, 

qu'il  serait  d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement,  en  écrivant  (i45)  que  la 
droite  LMI  est  une  transversale  par  rapport  au  triangle  ABC  (**)• 

i63.  Prenons  maintenant,  sur  les  côtés  du  triangle  ABC,  de  nouveaux  points 
X,  Y,  Z,  tels  que  les  distances  EL,  FM,  GI  soient  p.artagées  en  deux  parties  égales 
en  ces  points  respcctiis , ou,  si  l'on  veut  (3i) , teb  que 

LX*  = AX-BX , ÜÎŸ*  = CY-BY , iz*  = AZ-CZ , 

on  aura  (3i) 

bx“bë’’  cy“ct’  AZ"”ÂG'’ 

d'où  (t6a) 

AX-BY-CZ  _ ÂË'-BT-CG'  _ 

BX-CY-AZ  “ BË‘-CF*-ÂG’  “ 

Ce  qui  démontre  évidemment  que  les  trois  nouveaux  points  X,  Y,  Z sont  en 


(*)  Algèbre  posthume  ie  Mac-Laurin , 1748,  Appendice,  f.  4s> 

(**)  Ces  propriété*  •'étendent,  d'une  manière  analogue , au  tétraèdre,  >ur  chacune  dee 
arêtes  duquel  on  aurait  pria  deux  points,  divisant  cette  arête  en  cegmens  harmonique!. 
Ainsi  cet  doute  points  seront  trois  par  trou  tur  de  nouvellet  droites,  et  six  à tlx  sur  de 
nouveaux  plant,  renfermant  quatre  de  cet  droitet;  ce  qui  lait  en  tout  teiee  droites  et  huit 
plant  pareils,  dont  les  derniers  s'entrecoupent  tous  suivant  ces  mêmes  droites.  Voyes  h ce 
sujet  le  Mémoire  de  M.  Brianchon,  sur  les  surfaces  du  second  degré,  inséré  au  XUI*.  cahier 
du  Journal  de  FEcole  polytechssique , et  le  théorème  Xn  de  l'£ssuj  sur  la  Théorie  des 
traaseersales,  par  M.  Comot. 
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ligne  droite , comme  le»  trois  premiers  L , M , I qui  leur  coiiespondent  res- 
pectivement, puisque  d'ailleurs  ils  sont  nccessairetnent  i la  fois  extérieurs  au 
triangle  ABC , quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  LMI. 

Nous  ferons  usage  de  ces  considérations  plu»  tard  j pour  le  moment , nous 
nous  bornerons  à eu  déduire  ce  théorème  déjà  connu  : 

164.  Dans  tout  quadrilatère  complet^  les  milieux  des  trois  diagonales 
sontjituës  sur  une  même  ligne  droite. 

En  effet,  dans  le  quadrilatère  complet  BAEDFCB  (Plg.  17),  par  exemple, 
les  trois  diagonales  forment  im  triangle  GUI  dont  les  côtés  sont  disis^  har- 
moniquement par  le!  sommets  correspondans  du  quadrilatère  (i55)^  les^els 
sont  d'ailleurs  disposés,  trois  par  trois,  sur  quatre  lignes  droites,  comme  les  - 
six  points  E,  F,  G,  L,  M,  I du  théorème  qui  précède  (iGa). 

■ i65.  On  peut  généraliser,  ainsi  qull  suit , les  théorèmes  de  Part.  1 56,  relatifs 
anx  quadrilatères. 

Supposons  qu'au  lieu  de  mener  les  transversales  EPM,  FNL  (Fig.  17  et  18) 
par  le  point  de  croisement  G des  diagonales  du  quadrilatère  ABCD , comme 
on  fa  supposé  au  mémo  endroit , on  leur  donne  une  direction  quelconque 
(?tg.  ao)-,  en  les  faisant  toujours  passer  par  les  points  de  concours  E et  F des 
côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  ; la  démonstration  employée  pour  le  cas  par- 
ticulier prouve  qu'on  aura  encore , entre  les  segmens  formés  par  ces  trans- 
versales sur  les  côtés , la  relation 

AL-BM-CN-DP  = AP-BL-CM-DN: 

c’est-à-Jirc  que  <■ 

iï,  de  chacun  des  points  de  concours  E,  F des  côtés  respectivement 
opposés  dun  quadrilatère  ABCD , on  mène  des  transversales  arbitraires 
EPM,  FNL  sur  les  deux  autres  côtésy  il  en  résultera,,  en  tout,,  quatre  points 
L,  M,N,P  et  huit  segmens  sur  ces  côtés  ; or  le  produit  de  quatre  de 
ces  segmens , non  contigus , sera  égal  au  produit  des  quatre  autres. 

Je  dis , de  plus , que 

Si  Von  joint  deux  à deux , par  de  nouvelles  droites , les  quatre  points 
d’intersection  L,  M,  N,  P,  pour  former  le  quadrilatère  simple  LMNP, 
les  points  de  concours  I et  II  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se- 
ront situés  respectivement  sur  les  deux  diagonales  du  quadrilatère 
proposé  ABCD. 

166.  Pour  prouver  la  chose  dam  toute  la  généralité  qui  lui  est  propre, 


88  . PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

iioiis  ronsidcrerons  tin  quadrilatère  quelconque  ARCD  (Fig.  ai),  sur  les  cotés 
duquel  on  ait  pris  respectivement  les  quatre  points  L,  M , N , P satisfaisant  à 
la  relation  ci-dessus , sans  qtie , pour  cela , les  points  tpii  appartiennent  à des  ‘ 
côtés  opposés  SC  trouvent , comme  précédemment , sur  des  droites  concourant 
avec  les  deux  autres  côtés  du  quadrilatère. 

Or  la  figure  peut  être  considérée  comme  la  projection  d'une  autre,  dans 
l'espace,  pour  laiptelle  le  quadrilatère  plan  ARCl)  serait  devenu  gauche  ; et, 
comme  la  relation  ci-dessus  aura  ég.alemeut  lieu  (it)  pour  le  nouveau  qua- 
drilatère , les  quatre  points  L , M , N , P seront  situés  (i46^  dans  im  même  plan  ; 
ce  qui  ne  peut  être  évidemment  sans  que  les  droites  LM,PN,AC,  d'une  part, 
et  les  droites  LP,  MN,  RD,  d'une  autre,  concourent  respectivement  en  un 
même  point,  soit  dans  fespacc,  soit  sur  le  plan  de  la  figure  primitive  (*). 

La  réciproque  s’ensuit  nécessairement,  et  peut  d'ailleurs  se  démontrer  de 
la  même  manière  : c'est-à-dire  que, 

ôï,  dwi  poinl  quelconque  1 de  F une  AC  des  diagonales  dun  quadrila- 
tère plan  ou  gauche  ABCD,  on  mène  des  transversales  IML,  IMP-chms 
les  triangles  ABC , ACD  formés  par  cette  diagonale , elles  iront  détermi- 
ner^ sur  les  côtés  correspondans  de  ces  triangles,  quatre  points  L , M , N , P 
qui  fouiront  des  mêmes  propriétés’ que  les  précédens.  Ainsi  ton  aura  la 
relation  ci-dessus  (i65),  et  les  nouvelles  droites  Mîl  et  LP,  qui  appar- 
tiennent aux  triangles  formés  par  F autre  diagonale  BD , iront  concourir 
en  11  sur  cette  diagonale, 

tC^.  Ces  diverses  tliéorèmcs  pourraient  encore  se  démontrer  directement, 
soit  au  moyen  de  la  propriété  (i.fS)  du  triangle  coupé  par  une  transversale 
quelconque , soit  en  mettant  la  figure  en  projection , sur  un  nouveau  plan , de 
façon  que  la  diagonale  AC  passe  à riuflui.  Dans  ce  dernier  cas,  les  triangles 
BLM,  DNP  se  changeant  nécessairement  en  deux  triangles  semblables,  sem- 
blablement placés  et  ayant  le  point  H pour  centre  de  similitude,  ou  point  de 

(*)  Celte  propriété  du  quadrilatère  gauche  et  sa  réciproque  peurent  servir  à démontrer, 
d'une  manière  très-simple , la  double  génération  de  l'hyperboloide  à une  nappe  au  moyen 
d'une  droite  (Voyea  un  article  de  M.  Cliasles,  pag.  466  du  tom.  U de  la  ConespondaHce 
Polytecinlqwé),  Les  propositions  des  art.  170,  171,  celles  sur-tout  des  art.  aoi,  308,  ai5 
et  S17  conduiraient  i ce  but  d'une  manière  plus  directe  encore.  Ces  propositions  et  leurs 
corollaires  ont  donc  entre  elles  Ia  plus  grande  analogie,  et  se  rapportent  toutes  ides  pro- 
priétés des  surfaces  gauches  du  second  degré  i Voyes  h la  pag.  33a  du  tom.  I des  Annalcâ 
de  Alatiématiqmet,  une  démonstration  du  principe  de  l’art,  aoi , par  M.  Senrois. 
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concours  des  trois  droites  qui  joigucni,  deux  à deux,  les  sommets  homologues, 
toutes  les  relations  ci-dessus  se  trouveront  à la  fois  satisfaites  dans  la  nouvelle 
figure.  On  voit , en  outre , que  la  proportionnalité  des  lignes  homologues  don- 
nera lieu  aux  nouvelles  relations 

III'I1MAL-CN  = HL-HN-APCM, 

IIP-HB-AL-CD  = IIL-IID  -AP -CB, 

LB-Ml-PN-AD  = LM-NIPD -AB, 
analogues  aux  précédentes. 

La  relation  graphique  qui  lie  entre  eux  les  deux  triangles  BLM , DNP  peut 
évidemment  s'cxpiimer  ainsi  : 

t68.  Deux  triangles  quelconques  étant  tellement  disposes^  sur  un  plan , 
que  leurs  sommets  respectifs  s'appuient , deux  à deux , sur  trois  droites 
convergeant  en  un  même  point  ^ les  côtés  opposés  aux  sommets  qui  se 
correspondent  iront  concourir.^  dans  le  même  ordre , en  trois  points  situés 
en  ligne  droite;  et  réciproquement , si  ces  côtés  concourent , deux  à deux , 
en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les  droites  qui  joignent,  dans  le 
même  ordre , les  sommets  correspondons  des  triangles  iront  converger  en 
tui  même  point  (*). 

Soient,  par  exemple,  ABC,  A'B'C'(Fig.  aa  et  a3)dcux  triangles  tellement 
disposés  que  les  droites  AA',  BF,  CC'  concourent  en  un  même  point  S ^ les 
côtés  AB  et  A'B',  BC  et  B'C',  AC  et  A'C'  iront  concourir  respectivement  aux 
trois  points  I , K , L stucs  en  ligne  droite  ■,  et  réciproquement , si  ces  trob 
points  sont  sur  une  même  droite , les  trois  droites  AA',  BF,  CC',  concourront 
en  un  même  point  S. 

Cette  relation  nous  offre  le  premier  exemple  de  deux  figures  qui  sont  la 
projection  ou  perspective  l’une  de  l’autre  dans  un  plan  (14)7  et  il  est  bien 
digne  de  remarque  que , poiu-  l’établir , il  n’est  point  indispensable  d’avoir 
recours  aux  relations  métriques  des  figures  ; car  elle  est  évidente , à priori , pour 
le  cas  où  les  triangles  sont  dans  l’c^ce , et  elle  le  devient , par  là  même , pour 

(*)  Dêtargntt  est , je  croie , le  premier  qui  ait  exposé  cette  propriété  des  trUnglee  (V ojex 
la  fin  da  Tmiti  de  perspeetire,  publié  par  Bosse,  en  1648.)  Elle  paraiisait  complètement 
oubliée,  loTique  M.  Serroie  la  reproduisit  dans  un  excellent  ourrage  publié  à Mets,  en 
l’an  XII  (1804)  t le  titre  modeste  de  : Solations  peu  connues  de  différent  Problèmes  de 

Géométrie  pratique,  pag.  s3.  On  est  parrenu  depuis  à une  proposition  beaucoup  plua  gé- 
nérale I Tojres  la  pag.  3x6  du  tom.  XI  des  Annales  de  Mathématiques,  et  la  pag.  69  du 
tom.  XII  du  même  recueil. 
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celui  où  ils  sont  dans  un  plan , puisque  l'une  de  ces  figures  peut  toujours  être 
considiirée  comme  la  projection  de  l'autre.  Nous  reviendrons , au  reste , plus 
tard  sur  ces  considérations , en  les  exposant  dans  toute  leur  généralité. 

169.  Retournons  maintenant  aux  circonstances  particulières  oITertes  par  la 
fig.  20  et  scs  analogues  20  bis  et  20  tierce,  où  les  droites  PM , LN  passent  par 
les  points  de  concours  E,  F des  côtés  opposés  du  quadrilatère  AfiCD. 

On  remarquera , en  premier  lieu , que  ces  droites:et  les  cotés  du  quadii-* 
latère  forment  naturellement  un  hexagone  ALNCMPA  dont  les  côtés  de  rang 
impair  AL,  CN,  MP  concourent  en  E , tandis  que  ceux  de  rang  pair  LN,  MC,  AP 
concoui  cnt  en  F 5 or,  d'après  ce  qui  précède  ( 1 65),  les  trois  droites  LM,  AC,'  PN, 
qui  joignent  les  sommets  respectivement  opposés  de .rhexagonc,  concourent 
aussi  en  un  même  point  I donc  on  a ce  nouveau  théorème  : ^ ' 

Dans  tout  hexagone  plan , dont  trois  côtes  non  contigus  quelconques 
concourent  en  un  même  point,  tandis  que  les  trois  autres  concourent 
également  en  un  point,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets 
respectivement  opposés  vont  aussi  se  croiser  en  un  seul  et  même  point. 

170.  On  peut  remarquer  pareillement  que  la  6guie  ENPFMLE  forme  un 
autre  hexagone,  dont  les  sommets  s’appuient  altemathrement  sur  les  deux 
droites  EM  et  FL , et  qui  est  ce  qu’on  appelle  inscrit  i ces  droites  : or  les  côtés  EN 
et  FM,  NP  et  UrI,  PF  et  LE,  qui  sont  respectivement  opposé  dans  cet  hexagone, 
vont  concourir  aux  trois  points  C , I , A , placés  sur  une  même  droite  ; donc  on 
a cet  autre  théorème , qui  a la  plus  grande  analogie  avec  le  premior  t 

Dans  tout  hexagone  inscrit  à deux  droites,  situées  sur  un  plan,  les 
points  de  concours  des  côtés  respectivement  opposés  sont  tous  trois  sur 
une  même  droite  (*).  ^ 

171.  Ces  deqx  théorèmes  ne  sont,  comme  on  voit,  que  des  manières 
difTércutes  d’exprimer  la  propriété  de  Part.  i65,  relative  au  quadrilatère  com- 
plet coupé  par  deux  trans\  ersales  passant  par  deux  de  scs  sommets  opposés  ; 
ce  qui  n’eropêchc  pas  que , sous  cette  nouvelle  forme , ils  ne  soient  très-impon- 
tans  à considérer,  car  les  figures  auxquelles  üs  se  rapportent  sont  essentiellement 
distinctes,  si  l'on  ne  veut  |x>int  avoir  égard  au  prolongement  indéfini  des  lignes, 

I ce  qui  arrive  presque  toujours  dans  les  recherches  géométriques.  La  figure 

que  l’on  considère  peut  d’ailleurs  être  tellement  disposée  qu’il  soit  dÜTicile  de 


(♦)  C’e«t  U iSç*.  Propos,  du  livre  VII  des  CoUettions  Mathématiques  de  Papput,  ou 
le  leminc  Xlll's  pour  les  Poristfies 


Digitized  by  Google 


SECTION  II.  CHAPITIIE  I".  91 

reconnaître  celle  à laquelle  elle  se  rapporte  en  jtarticulier , et  il  en  est  de 
cela  cûdeniment  comme  des  diverses  transformations  qu'on  fait  subir  à une 
meme  relation  mc'triquc  appartenante  à une  figure. 

Considérons , par  exemple , l’hexagone  ABCÜEFA  (Tig.  a4),  inscrit  au  système 
des  deux  droites  DB  cl  AE  ; il  résidtc  de  ce  qui  précède  que  les  points  de 
concours  1,  K,  L des  côtés  opposés  sont  sur  une  autre  droite 5 or  il  serait 
trcs-diflicilc  de  reconnaître  cette  particularité , A priori , si  Ton  voulait  avoir 
recours  à la  propriété  ci-dessus  (i65)  du  quadrilatère. 

On  remarquera,  au  surplus,  que  la  distinction  que  nous  venons  d’établir 
entre  les  diverses  manières  d’énoncer  les  propriétés  d’une  même  ligure  ne 
saurait  s'appliquer  à des  ûgures  qui , quoique  présentant  un  aspect  dilTérent , 
sont  pourtant  de  même  namre  et  composées  des  mêmes  ligues  diversement 
placées  entre  elles  5 en  un  mot,  & des  Bgurcs  qui  peuvent  être  censées  pro- 
venir les  unes  des  autres  par  la  simple  transposition  de  quelques  parties  : car 
ces  figures  étant  corrélatives  (53)  jouissent  absolument  des  mêmes  propriétés , 
en  vertu  de  la  loi  de  continuité:  Ainsi,  par  exemple,  quelle  que  soit  la  pos- 
lion  respective  des  sommets  A,B,C,D,E,Fde  l’hexagone  ci-dessus , pourvu 
qu’ils  ne  cessent  pas  d’appartenir  aux  deux  mêmes  droites  AE  et  BD , la  pro- 
priété qui  les  concerne  sera  toujours  vraie  et  applicable  : la  même  remarque 
devra  s’étendre,  en  général,  à tout  ce  qui  va  suivre. 

t7a.  Soit  maintenant  ABCD  (Tig.  a5)  un  quadrilatère  simple  quelconque 
avec'  ses  deux  diagnonales  AC  et  BD , ae  une  droite  ou  transversale  arbitraire 
rencontrant  les  directions  mdcfmies  de  ces  diagonales  aux  points  e^/ei  celles  des 
côtés  AB,  BC,  CD,  DA  aux  poinU  a,b,c,d  respectivement;  je  dis  qu’on 
aura  les  sept  relations  suivantes,  dont  une  quelconque  doit  nécessairement 
comporter  toutes  les  autres , c'esl-à-dire  que , par  des  transformations  con- 
venables, on  doit  pouvoir  les  rendre  identiques, 

ab.ad cb.cd  ba.be da.de  ea.ee  fo.fc  , 

œ.a^  ce.cf  ’ be.bf  de.df  ’ eb.ed  fb-/d' 

ec.ab.df  z=.  eb.af.de .f  ea.cd.bf  = ed.cj.ab., 

ad.be.cf  = ae.bc.df^  ad.bf.ee  = de.aj.be. 

Pour  le  prouver,  on  remarquera  d’abord  que  les  quatre  dernières  relations 
peuvent  se  déduire  des  trois  autres  par  voie  de  multiplication.  Cela  posé , si 

ta* 
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l'on  met  la  figure  en  projection,  sur  un  plan,  de  façon  (io5)  que  les  points 
de  concours  E et  F des  côtés  opposés  du  quadrilatère  passent  'à  l'infini , ce  qua- 
drilatère se  cliangem  eu  un  parallélogramme,  pour  lequel  il  sera  facile  de 
vérifier  les  trois  premières  relations , en  comparant  les  tiiangles  qui  sont  sem- 
blables ; et , comme  elles  sont  projectives  (ao) , il  s'ensuit  qu’elles  auront  lieu 
également  pour  le  quadrilatère  proposé. 

1^3.  Ces  relations  fort  remarquables  ont  été  données , d'une  manière  ana- 
logue , par  31.  Brianebon , dans  sou  intéressant  Mémoire  sur  les  listes  du 
second  ordre,  S«  Vlll.  Pappus  avait  déjà  démontré,  dans  le  Vil',  livre 
des  Collections  matJuimatnpies  (Propos.  CX.VX),  une  propriété  qui,  en- 
visagée sous  un  autre  point  de  vue.,  exprime  l'une  des  dernières  de  ces  re- 
lations j enfin  on  trouve  ('gaiement  dons  la  Géométrie  de  position  , pag.  ^56, 
im  tbcorème  sur  le  quadrilatère  qui  revient  encore  aux  premières  d'entre 
elles  : l'auteur  l’a  déduit  comme  consiiquence  jiarticulière  d’une  proposition 
beaucoup  plus  générale , relative  aux  polygones  inscrits  aux  sections  coniques , 
cl  (pic  nous  ferons  (xrnnaitre  par  la  siûte.  11  Tait  observer  que  cette  propriété 
du  quadrilatère  est  une  extension  de  celle  (i55)  qui  concerne  la  division 
bannoiiiquc  des  diagonales  du  quadrilatère  complet,  puisipi’il  suffit,  pour 
obtenir  cette  dcniière,  de  sxipposcr,  dans  les  relations  ci-dessus , (pie  la  trans- 
versale ae  s’applique  sur  la  tro'isième  diagonale  EF  du  cpiadrilatère  BAEDFCB. 

Mous  ajouterons  qu’on  obtiendrait  des  résultats  analogues  pour  les  droites  (pii 
jo'ignent  les  points  E,  F au  point  de  croisement  G des  deux  autres  diagonales , et 
(pi’on  arriverait  à des  conséipienccs  égalemtmt  dignes  de  remarque , à l’on  sup- 
posait que  la  transversale  passât  seulement  par  l’un  des  points  de  concours  E , F 
des  côtés  opposés  du  (piadrilatèrc  ABCD , ou  par  le  point  d'intersection  G de 
scs  diagonales  : le  nombre  des  relations  non  identiques  se  réduirait  alors  à 
(piatre  (*) , dont  l’une  quelconipie  comporterait  les  trois  autres  ; en  sorte  4pi'une 
seule  d'entre  elles  ayant  lieu  entre  dn^  points  rangés  sur  une  droite , les  der- 
nières s’ensuivraient  nécessairement.' ■Vit*' 

174.  M.  Brianebon,  en  faisant  connaître  lesreladons  générales  c'i-dessus, 
remartpie  (pi'elles  sont  précisément  celles  qui  auraient  lieu  entre  les  douze 
segmens  formés  sur  un  quàdrilsttére  complet  dont  les  trois  diagonales  seraient 
e/,  ac,  bd,  relations  qu’on  obtient  de  suitc.(**)  en  considérant  la  direction 
'de  l'un  qiielconipic  des  côtés  de  ce  cpiadrilatère  comme  une  transversale 

J2_  . -'.■I*: 

(*)  Voycx  l’art.  1781  plai  loin. 

‘Géométrie  d<. position,  i>*g.  ^78  et  479 
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par  rapport  au  triangle  formé  par  les  trois  autres.  Or  cette  correspondance 
découle  naturellement  du  principe  de  Part.  1 5 ; car  six  points  rangés  sur  ime 
même  droite , entre  lesquels  mW  seule  des  relations  dont  il  s'agit  aurait  lieu , 
pourraient,  par  cela  même,  i^ousidérés  comme  la  projection,  sw  cette 
droite , des  six  sommets  qui  apMfÿennent  à un  quadrilatère  complet , en 
supposant  que  toutes  les  lignes  wfc  figure  et  le  centre  de  projection  soient 
dans  U4  seul  et  même  plan. 

On  voit,  par  là,.que  ces  considérations  pourraient  être  étendues  à im  nombre 
quelconque  de  points  rangés,  suivant  un  certain  ordre.,  sur  une  même  droite, 
et  qu'il  en  résulterait  une  iuTuiité  de  relations  analogues  à celles  qui  précèdent  ^ 
lesquelles , comme  nous  l’avons  déjà  fait  obsen  er  (3a),  seraient  autant  de  pro- 
positions dans  le  genre  des  lenunes  analytiques  des  'anciens. 

1 75.  Le  principe  que  nous  venons  de  citer  conduit  à une  autre  remarque 
non  moins  intéressante , et  qui  donne , en  quelque  sorte , l'interprétation  des 
sept  relations  de  l’art.  173. 

Supposons  que  l'on  considère  la  droite  ae  comme  une  transversale  par 
rapport  au  n-iangle  ACD  formé  avec  trois  des  sommets  du  quadrilatère  sim- 
ple ABCD,  on  aura  la  relation  (i43) 

rM.eC.cD  = dD.ek.cC  5 

laquelle  devient  évidemment , d’après  le  principe  cité  et  en  supposant  rju’on 
la  projette,  du  quatrième  sommet  B du  quadrilatère,  sur  la  transversale  ae, 

ad.be.c/  = ae.bc.d/^ 

qui  est  identique  avec  la  sixième  des  relations  trouvées  ci-dessus. 

En  prenant , à son  tour , chacun  des  trens  derniers  sommets  du  qtiadrila- 
tère  pour  centre  de  projection  par  rapport  au  triangle  formé  par  les  L-ois 
autres , supposé  coupé  par  la  transversale  oe , on  obtiendrait  évidemment  les 
trois  relations  analogues  à celles  qui  précèdent.  Quant  aux  rebtions  qui  ont 
lieu  entre  huit  segmens , U est  aisé  de  ^aasnter  qiAsUes  sont  la  projection  sur 
la  transversale  œ,  et  par  rapjmrt  aux  points  ^ ifi^Wurs  E,  F,  G des  cotés 
et  des  diagonales , pris  successivement  pour  centres  de  projection , de  lu  re- 
lation qui  existe  enti-e  les  huit  segmens  formés  par  cette  même  transversale 
sur  la  direction  indéfinie  des  quatre  côtés  du  quadrilatère. 

1 76.  Les  sept  relations  rpii  viennent  de  nous  occuper  se  lupportcnt  évi- 
demment à celles  qm  auraient  licti  cnü  e les  segmens  formés , sur  luie  traits- 
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vcrsale  arbitraire,  par  les  directions  Indéfuiics  des  six  distances  qui  séparent 
deux  à deux  quatre  points  A , B , C , D , pris  à volonté  sur  un  même  plan  : 
par  où  l'on  voit  que , si  ces  quatre  points  étaient  situés  d’une  manière  quel- 
conque dans  Fcspace,  auquel  cas  les  six  distances  qui  les  séparent,  deux  à 
deux , formeraient  naturellement  un  tétraèdre  quelconque , les  sept  relations  dont 
il  s'agit  devraient  également  avoir  lieu  entre  les  douze  segmens  cmre^ondans 
formés,  sur  ces  distances  ou  leurs  prolongemens,  par  un  plan  transversal  arbi- 
traire ] car  cette  dernière  figure  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  pro- 
jectiou  la  première,  par  rapport  à un  point  quelconque  du  transversal 
pris  jrour  centre  de  ^ojcction.  Et , comme  d'ailleurs  les  relations  dont  il  s'agit 
peuvent  s'établir  directement , en  considérant  successivement  les  quatre  faces 
triangulaires  et  les  trob  quadrilatères  gauches  qui  appartiennent  au  tétraèdre 
comme  coupés  par  le  plan  transversal  (i45,  i46),il  en  résulte  j à priori^  une 
nouvelle  démonstration  fort  simple  de  la  proposition  de  Fart.  I73> 

177,  Enfin  les  sept  relations  qui  nous  occupent  peuvent  encore  être  con- 
sidérées comme  exprimant  la  propriété  d'un  quadrilatère  plan  quelconque 
ABCD,  inscrit  aux  systèmes  de  deux  droites  BD,  ACj  (c’est4Nlire  dont  les 
sommets  s'appuieraient  allcraadvement  sur  ces  droites)  relativement  à ime 
transs'crsalc  ae  tracée  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  figure  ^ or  je  dis  que 
ces  mêmes  reladons  auront  lieu  aussi,  quand  on  remplacera  le  ^'stème  des 
deux  droites  AC  et  BD  par  une  secdon  conique  quelconque  ABCD  (Fîg.  3^. 

En  cfiTct , si  l’on  met  la  figure  en  projection,  sur  un  nouveau  plan,  de  façon 
que  celte  sccdon  conique  devienne  un  cercle,  et  que  les  points  de'concours  des 
côtés  opposés  E et  F du  quadrilatère  passent  à l’infini  (109),  ce  quadrilatère 
se  changera  (to5)  en  un  rectangle , inscrit , coupé,  ainsi  que  Te  cercle,  par 
la  transversale  ae , et  dans  lequel  on  aura  évidemment , d'après  la  propriété 
connue  des  sécantes , 

M.af  oA.aB 

ce.cf  cD.cC*  ” ' 

Mais,  à cause  des  triangles  semblables,  on  aura  aussi 

. flA ad  aB où  _ 

cD  ~ cd'  cC  ~ c6  ’ 

donc 


ac.af  ab.ad 
ce.cf  cb.cd  ’ 
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relation  qui  re\ient  évidemment  à la  première  des  sept  relations  de  Part.  172 , 
lesquelles  par  conséquent  out^Iicu,  à la  fois,  poim  un  quadrilatère  iuscrit  à 
III».  section  conique,  coupe  par  une  transscrsale  quelconque.  ‘ 

178.  Ce  beau  principe  fait.la  base  du  mémoire,  souvent  cité,  de  M.  Brian- 
chon  : d’après  un  passage  de  V Essai  sur  les  coniques  de  Pascal  (*),  il 
paraîtrait  que  Désargucs  avait  connu  quelques-unes  des  relations  qui  le  concei^ 
nent  ^ ce  que  confirme  également  niM  lettre  de  Beaugrand^  publiée  en  1 63g. 
Cette  lettre , vraiment  digne  de  Zdile , contient  la  critique  d’im  écrit  de  Dé- 
sargues , imprimé  la  même  armée , et  ayant  poui»^  titre  : Brouillon  projet 
d’iuic  atteinte  aux  éi’énemens  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan , etc. 
Selon  Beattgrand  J le  tiers  de  cet  écrit  était  employé  à qpuniner  les  propriétés 
qui  résultent  de  l'assemblage  de  six  points  rangés  sur  une  même  droite,  entre 
lesqueb  auraient  lieu  les  trois  premières  relations  de  Part.  1 72  ; il  ajoute  que 
Désargues  nommait  cette  liaison  rcmartpiable  : Involiition  de  six  points  ,• 
laquelle  se  réduit  simplement  à une  de  cinq , quand  deux  de  ces  six  points 
(qui  sont  conjugués  ou  jouent  le  meme  rôle  par  rapport  aux  quatre  autres) 
se  confondent  en  im  seul , et  à une  de  quatre , quwd  la  même  chose  arrive 
pour  deux  autres  pomts  également  conjugués , ce  qui  donne  alors  lieu  à ce 
que  nous  avons  dc'jà  nommé  la  relation  harmohtque. 

Supposons , par  exemple , que  les  points  e , f (Tig.  a5) , qui  sont  évidem- 
ment conjugués,  se  confondent  en  ini  seul  §•,  les  relaüons  (172)  se  rédui- 
roiit  simplement  aux  rpiatre  suivantes  : 

, ab.ad ch.ed  ' ba.be da.de 

âg'  cg'  bg'  . dg'  ^ 

ge.gd.ab  = ga.gb.cd , gb.gc.ad = ga.gd.be , 
lesquelles  constituent  ainsi  ime  involution  de  cinq  points. 

La  plus  grande  partie  du  surplus  de  l’ouvrage  de  Désargues  aurait  été  con- 
sacrée, d'après  ce  qu'en  dit  le  même  Beaugrandy  à établir  la  proposition 
suivante , ainsi  que  scs  corollaires  : Vn  quadrilatère  étant  inscrit  à une  section 
conique  quelconque  y toute  transversale  détermine  y par  ses  intersections 
avec  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère , six  points  qui  sont  en  invo- 
lution (**). 

(*)  Voye»  U note  do  l’art.  148. 

(**)  On  retrouTO  ausai  quelquea>unea  de  ce$  propriétés  du  quadrilatère  inscrit  dans  le 
Utto  du  des  sec/ions  coniques,  par  Ho6ert  S/mstut  (a*,  édition)  Edimbourg , 1750)1 

mais  étendues  au  cas  où  U iraosrersale  touclie  ou  cesse  do  rencontrer  la  courbe. 
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i-Q.  On  voit,  d’après  cela,  que  l’ouvrage  de  Désargues^  t^i  ne  nous  est 
point  parvenu , devait  contenir  plusieurs  des  intéressantes  propriétés  du  qua- 
drilatère inscrit  qui  sont  aujourd’hui  généralement  connues;  et,  en  effet,  le 
théorème  de  Part.  177  est  un  des  plus  féconds  qui  existe  sur  les  coniques, 
comme  ou  peut  le  voir  par  l’excellent  parti  qu’en  a su  tirer  M.  Brianchon , 
dans  le  mémoire  déjà  plusieurs  fois  cité. 

Supposons , par  exemple , que  l’on  connaisse  cinq  points  A , B , C , D et  _/ 
d'une  section  conique  ; et  qu'ayant  mené  arbitrairement , par  le  point  y,  une 
transvcisale  indéfinie  fe  qui  coupe , en  a et  c , 6 et  rf , les  deux  couples  de 
côtés  res{>cctivcmcnt  op{>oscs  du  quadrilatère  ABCD,  formé  au  moyen  des 
quatre  autres  points  donnés  pris  pour  sommets , ou  demande  le  second  point 
d’intersection  c de  Ê transversale  et  de  la  courbe. 

On  constroira  le  nouveau  quadrilatère  A'B'C'D'  dont  la  diagonale  A'C'  passe 
par  y,  et  dont  les  couples  des  côtés  opposés  concourent  respectivement,  en  a 
et  c , ô et  d , avec  les  côtés  opposes  du  premier  quadrilatère  ; la  seconde 
diagonale  BT)'  ira  (1 7a  et  1 77)  rencontrer  la  transv'ersale  au  point  e demandé  ; 
et  ce  procédé , comme  le  remarque  M.  Briandion  (*) , s'appliquera  même  au 
cas  où , étant  situés  sur  le  teirain , les  quatre  jx>inls  A , B , C , D seraient 
inaccessibles,  quoique  visibles  dans  les  directions  AB,  BC,  CD  et  D.\. 

Cette  construction  ingénieuse  donne,  comme  on  voit,  le  moyen  de  ré- 
soudre linéairement^  c’est-à-dire  avec  la  règle  ou  des  jalons,  le  problème 
qui  suit  ; 

Par  cinq  points , donnés  à volople\Jaire  passer  une  section  conique  P 
1 80.  Supposons  encore  qu’ayant  rendu  fixes  les  trois  points  a , ô , C de  la 
transs'crsale  ci-dessus , on  lasse  mouvoir  le  quadrilatère  ABCD , de  façon  que , 
demeurant  toujours  inscrit  à la  courbe  , ses  trois  premiers  côtés  passent , dans 
le  même  ordre , par  les  points  dont  il  s’agit  ; le  quatiième  côté  CD  pivotera  évi- 
demment sur  im  dernier  point  fixe  , situé  sur  la  droite  qui  renferme  les 
trois  autres  ; théorème  qu’on  peut  énoncer  ainsi  : ^ 

Si  ton  inscrit  à une  section  conique  une  suite  de  quadrilatères  dont 
les  trois  premiers  côtes  aillent  concourir  sans  cesse,  et  dans  un  ordre 
assigné,  en  trois  points  pris  à volonté  sur  la  direction  d'une  même  droite, 
le  quatrième  côté  pivotera  égedement  sur  un  quatrième  point  fixe , placé 
sur  la  droite  dont  il  s’agit.  ' • 

(•)  Mémoire  sur  hs  ligna  du  second  ordre , XXX. 
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181 . Cette  propriété , qui  subsiste  évidemment  quand  on  remplace  la  section 
conique  par  le  système  de  deux  lignes  droites  quelconques,  n'est  qu’un  cas 
très-particulier  d’une  proposition  beaucoup  plus  générale  qui  sera  démontrée 
par  la  suite.  Il  serait  d’ailleurs  aisé  de  l'établir  directement  à l’aide  de  nos 
principes  ; car , en  mettant  la.  figiire  en  projection  de  façon  que  la  section 
conique  devienne  un  cercle  et  que  la  transversale  des  points  fixes  passe  à l’infini 
(109),  les  trois  premiers  côtés  du  quadrilatère  demeureront  sans  cesse  parallèles 
à eux-mèmes  j donc  il  en  sera  de  même  aussi  du  quatrième  : c’est-à-dire  ([uc 
ce  côté  concourra  sans  cesse  en  un  point  de  la  transversale  à l’infini. 

183.  On  pourrait  encore  déduire,  comme  l'a  montré  M.  Brianchon,  beau- 
coup d’autres  conséquences  du  tliéorèroe  de  l'art.  177;  eu  supposant,  par 
exemple,  que  la  transversale  touche  la  courbe,  passe  par  l’un  des  points  de 
concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère , ou  les  renferme  tous  deux  à la 
fois,  et  enfin  en  supposant  qu’un  ou  deux  côtés  opposés  de  ce  même  qua- 
drilatère deviennent  infiniment  petits  ou  tangens  à la  courbe , auquel  cas  les 
deux  autres  côtés  se  confondent  en  un  sciJ  qui  est  la  corde  de  contact  meme 
des  deify  premiers.  Dans  ces  divers  cas , les  relations  établies  ci-dessus  se  ré- 
duisentà  quatre  (178),  ou  seulement  à une  seule,  et  expriment  les  propriétés 
qui  Cent  entre  eux  les  points  correspondans  de  la  transversale  j lesqueb , d’après 
Dôsargties , forment  alors  des  involutions  de  cinq  ou  de  quatre  points. 

Je  n’entrerai  point  dans  le  détail  de  cette  discussion , qui  est  facile , et  des 
diverses  conséquences  qui  peuvent  s’en  déduire  relativement  aux  figmes  ins- 
crites aux  sections  coniques , mon  but  n’étant  ici  que  de  montrer  comment 
la  doctrine  des  projections  peut  conduire , d’une  manière  simple  et  directe  aux 
principles  relations  de  la  théorie  des  transversales. 

i83.  C'est  d’ailleurs  le  cas  de  remarquer  la  facilité  avec  laquelle  les  principes 
de  cette  théorie  conduisent  immédiatement  aux  propriétés  de  situation  des 
systèmes  de  lignes  droites  ^ nons  en  avons  présenté , à dessein , plusieurs  beaux 
exemples  dans  ce  qui  précède  ; et  il  serait  «se  de  les  multiplier  davantage , 
en  montrant,  avec  HH.  Carnot,  Servois  et  Brianchon,  qu’il  n’est  aucune  des 
propriétés  des  points  de  concours , qui  ne  puisse  être  considérce  comme  im  co- 
rollaire de  quelque  relation  de  la  Géométrie  des  transversales  ; mais  ce  n’est  pas 
ainsi  que  noos  nous  sommes  proposé  de  parvenir  aux  propriétés  descriptives 
des  figures  j et , de  même  que  nous  avons  cherclié  à établir  les  premières  d'une 
manière  pour  ainsi  dire  isidée , de  même  ausri  nous  voulons  arriver  à celles-ci 
directement  et  indépendamment  de  la  oaon&sance  des  autres.  Ce  n’est  pas 

i3 


98  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

qu’au  fond,  en  y rëflédiBsaiit  bien,  on  paisse  réellement  séparer  ces  deux 
genres  de  spéculations,  si  ce  n’est  pent-étre  en  admettant,  à priori  et  dans 
toute  son  étendue , le  principe  de  continuité  ; toujours  est-il , et  nous  pensons 
ainsi  avec  M.  Gergonne  (*),  qu’on  doit,  le  moins  qu'il  estposôble,  feire  iir- 
tervenir  les  mies  de  ces  propriétés  dans  la  démonstration  des  autres. 

184.  £t , comme  les  propriétés  générales  des  ^stèmes  de  lignes  droites  indé- 
finies ne  sont  encore,  ainsi  que  nous  en  avons  de^à  vn  quelques  exemples, 
que  des  cas  particuBers  des  propriétés  beaucoup  plus  générales  appartenantes 
aux  sections  coniques  (**)  ; que  ces  dernières  propriétés  sont  souvent  plus  faciles 
à établir  ; que  d’ailleurs  on  peut  passer  immédiatement  de  celles-ci  atix  pre- 
mières par  la  seule  application  de  la  loi  de  conbnuhé,  il  entre  dans  ]c  plan 
de  cet  ouvrage  d’exposer  d’abord  les  cas  généraux,  et  d’en  déduire  ensuite  les 
auli'cs  comme  simples  corollaires  ; d’autant  plus  que , pan4à , on  peut  éviter  bien 
des  longucuts  et  des  répétitiont  inutiies.  C’est  ainsi  que  nous  procéderons  désoi^ 
mais , soit  dans  le  thapki'e  suivant , soit  dans  tout  je  reste  de  l’onvrage  : sou- 
vent même  y nous  arrivera  d'indiquer  rapidement  les  conséquences , sans  nous 
y arrêter  ^ plus  sauvent  encore  U nous  arrivera , i mesure  que  nous  avance- 
rons , de  les  négüger  tout  à fait  pour  les  abandonner  li  la  sagacité  du  lecteur. 

Enfin  il  serait  pareillement  inutile  de  s’arrêter , k chaque  pas,  pour  examiner 
ce  que  deviennent  les  pitqiriétés  des  Bgures  générales,  quand,  leur  appli- 
quant le  princi|)e  de  coatinuité,  on  suppose  que  certains  points,  certaines 
lignes  se  réunissent  ou  se  confondent , dêparausent  entièrement  ou  s’éloignent 
à l’infini , et  nous  nous  bornerons  là-dessus , comme  pour  ce  qiù  précède , 
à donner  quelques  exemples  et  à indiquer  ra[àdement  les  autres. 

Après  CCS  explications  qui  nous  paraissaient  indispensables,  nous  pouvons 
passer  aux  autres  propriétés  de  la  Géométrie  de  la  règle. 


(*)  ÂmaUt  de  MaAémetiquee , tom.  Vlll,  pag.  160. 

(**)  Pour  apercevoir  comment  cette  conaéquance  rêeulte  immMiatement  de  U loi  de 
continuité,  00  |>eut  luppoaer  que  U courbe,  étant  d'abord  une  Hyperbole,  se  soit  confondue 
ensuite  avec  scs  asymptotes,  en  restant  ainsi  (43,  note)  s.  et  s.  p.  par  rapport  b elle-méme{ 
il  est  évident  que,  dans  ce  nouvel  état,  elle  aura  conservé  le  même  centre,  la  même  di- 
rection et  le  même  rapport  de  diamètres  coajuguéa.  Quant  aux  tangentes , elles  passeront 
toutes  alors  par  le  centre  devenu  le  sommet  de  l’angle  dee  deux  droites. 
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CHAPITRE  IL 

Continuation  du  même  sujet.  — lies  Jigures  inscrites  et  cir~ 
conscrites  aux  sections  coniques.  — Questions  qui  s’y  rap~ 
portent.  — Théorie  des  Pôles  et  Polaires  réciproques. 

i85.  quadrilatère  quelconque  étant  inscrit  à une  conique , soit  tracée  la 

dr(Hte  qui  passe  par  les  deux  points  de  concours  des  côtés  opposes  j on  pourra 
regarder  la  figure  comme  la  projection  d’une  autre , pour  laquelle  b droite 
en  question  sera  passée  à rinfîni , en  même  temps  que  b section  comque  sera 
devenue  un  cercle  (109)  j le  quadribtère  inscrit  à cette  section  conique  sera 
lui-même  converti  en  im  quadribtère  inscrit  au  cercle  ^ et  ayant  les  côtés  op- 
posés parallèles  (io5);  c’est-à-dire  que  ce  sera  un  rectangle. 

Soit  donc  ABCD  (Fîg.  27)  le  rectangle  dont  il  s’agit;  toutes  les  propriétés 
projectives  qui  lui  appartiendront,  ainsi  qu’au  cercle  correspondant,  seront 
aussi  des  propriétés  de  b figure  primitive. 

Cela  posé , par  chacim  des  sommets  A , B,  C,  D menons  une  tangente  au  cercle 
pour  former  le  parallélogramme  circonscrit  abcd , dont  les  côtés  opposes  vont 
par  conséquent  concourir  à riniini  ; traçons  les  diagonales  AC  et  BD , ac  et  ôd, 
eOes  passeront  par  le  centre  P,  et , de  plus , les  deux  dermeres  seront  parallèles 
aux  côtés  du  quadrilatère  ABCD,  ou  concourront  avec  eux  a 1 mfini.  Menons 
enfin  des  tangentes  aux  pmnts  E et  G,  F et  H où  ces  mêmes  diagonales  coupent 
b circonférence , elles  seront , deux  à deux , parallèles  entre  elles  et  aux  côtés 
du  rectangle  inscrit,  et  iront  par  conséquent  concourir  avec  eux  en  deux 
points  à l’infini  ; dc  plus , toutcs  les  droites , partant  du  centre  P et  terminées 
à la  circonférence  ou  aux  côtés  opposés  des  deux  quadrilatei^  ABCD , abcd , 
sont  divisées  en  parues  égales  en  ce  point , et  peuvent  être  regardées  comme 
coupées  harmoniquement  par  ce  même  point  et  par  celui  qui  est  à 1 infim , etc. 

Si  Ton  MiNeporte  maintenant  à b figure  primitive , les  droites  parallèles  entre 
elles  seront  devenues  concourantes  en  des  points  de  la  droite  (106)  qui  re- 
présente celle  à l'infioi;  le  centre  P sera  devenu  (i  17)  le  pôle  de  cette  droite, 
et  tout  le  reste  sera  le  même  de  part  et  d’autre;  donc  on  a ce  théorème  . 

186.  Si  on  inscrit,  à une  section  conique,  un  quadrilatère  quelcon- 
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que  ABCD  (Fi^.  a8),  et  qu'on  lui  en  circonscrive  un  autre  abcd,  dont 

les  côtés  touchent  la  courbe  aux  sommets  du  premier^ 

1°.  Les  quatre  diagonales  de  ces  deux  quadrilatères  se  croiseront  en 
un  même  point  P. 

a".  Les  points  de  concours^  L c/M,  l m,  des  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère inscrit  et  du  quadrilatère  circonscrit , seront  tous  quatre  rangés 
sur  une  même  droite  polaire  de  P. 

3°.  Les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  iront  concourir  res- 
pectivement aux  points  L et  M où  se  coupent,  deux  à deux,  les  côtés 
opposés  du  quadrilatère  inscrit. 

4'*-  Chacun  de  ces  derniers  points  est  le  pôle  de  la  droite , ou  diago- 
nale , qui  passe  par  Vautre  et  par  le  point  P ; ou , ce  qui  revient  au  même , 
c’est  le  point  de  concours  des  tangentes  qui  correspondent  à cettt  dior- 
gonale. 

5”.  Toute  ligne  droite , passant  par  le  point  P et  terminée  à la  section 
conique  ou  à deux  côtés  opposés  de  V un  des  quadrilatères , est  divisée 
harmoniquement  en  ce  même  point  et  en  celui  où  la  droite  rencontre  sa 
polaire  LM  ; et  pareille  chose  a lieu  à V égard  des  points  L , M par  rapport 
aux  droites  PM  et  PL  dont  Us  sont  les  pôles. 

La  figure  iq  étant  symétrique , donne  une  infinité  d'autres  relations  et  d'au- 
tres aligncanens , et  chacun  d'eux  fournit  un  théorème  : ainsi , par  exemple , 
en  appelant  F et  H'  les  points  où  la  diagonale  bd  rencontre  les  côtés  opposés 
AD  et  BC  du  quadrilataire  inscrit,  on  a (ao  et  a8)  les  relations  projectives  sui- 
vantes : 


PD* 


PF-PF 

PHPH' 

MFMF 

MHMH' 

FF 

" Hü'  ’ 

FF  ~ 

HU'  ’ 

bF.ba 

_ tfF.rin 

FÔ.Fri  _ 

ïlb.nd 

bÏÏ’ 

“ riM’  ’ 

FM*  “ 

iÏM*  ’ 

MÔ.MFII(i  = 

Md.MHFÔ 

i 

aB.dD 

am.dm 

al.bl 

ak.be. 

bB.cD 

bm.cm  ’ 

dül  ~ 

dT^' 

aB.bB 

_ am.bm_ 

al.dl 

ak.dk 

cDuJü 

~ cm. dm' 

bl.cl  ~ 

bC.cC 

PC* 

FÂ*’ 


etc.,  etc 
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On  remarquer»  que  le»  quatre  tlcmières  relations  expriment  de»  propriétés 
du  quadrilatère  complet  drcouscrit  Ibmcdal , et  qtic  les  trois  précédentes  appar- 
tiennent aux  cinq  points  rpii  résultent,  en  général,  de  la  courbe , d'un  angle 
quelconque  bad  circonscrit  à cette  courbe  et  de  la  corde  de  contact  AB  de 
cet  angle,  quand  on  les  coupe  j>ar  une  même  transversale  arbitraire  btl  (i8a). 
On  voit  d’ailleurs  qu’on  obtiendrait  des  relatioiu  analogues  pour  les  autres  dia- 
gonales oc , /m  du  quadrilatère  complet  circonscrit  : la  facilité  avec  laquelle 
ou  peut  reconnaître  toutes  ces  prtqniétés  nous  dispense  d'entrer  dans  de  plus 
grands  dévcloppemcus  (*). 

187.  Quand  la  courbe  est  décrite,  la  Ggiue  a8  indique  des  moj-ens  fort 
simples  de  trouver  le  |>ûle  par  la  polaire , et  réciproquement  ; le  tout  en  n'em- 
ployant que  la  règle  seulement  ; elle  donne  donc  aussi  un  moyen , purement 
linéaire , de  mener , d'un  point  extérieur  à une  section  conique , deux  tan- 
gentes à la  courbe  j car  les  points  de  contact  se  trouvent  évidemment  à l'iu- 
terscction  de  cette  courbe  et  de  la  polaire  du  point  donné. 

Par  exemple,  voulant  mener,  du  point  M,  deux  tangentes  ME,  MG  à la 
courbe , on  n'aura  qu’è  tracer  les  sécantes  arbitraires  MBA , MCÜ  par  ce  point  ; 
joignant  ensuite , par  de  nouvelles  droites , les  points  d'intersection  A , B,  C , D 
niiisi  obtenus , elles  iront  se  croiser  aux  pcûuts  P et  L apportenans  à la  corde 
de  contact  ou  polaire  EG  du  point  M.  (**) 

188.  On  voit  pareillement  que,  si  Ton  se  donnait  soit  quatre  points  A,  B, 
C , D d'une  section  conique  et  la  tangente  en  l'un  de  ces  points , soit  quatre 
tangentes  6c,  c<l,  ad  et  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles,  on  ob- 
tiendrait de  suite , par  des  constructions  purement  linéaires , les  tangentes  qui 
appartiennent  aux  trois  autres  points , ou  les  points  de  contact  qui  appartien- 
nent aux  trois  autres  tangentes. 


(*)  Les  4*.  5”.  des  propriétés  énoncées  en  tête  de  cet  article  ont  été  données  per 

Dt  Laiin,  dons  les  deux  premiers  lirres  de  ses  Traité»  <U»  tectiaiu  caugaet,  imprimés  ii 
Paris  en  1673  et  i665  ) les  trois  autres  appartiensrent  à Mac~tjamnn  <Voyes  Pouvrsge  déjà 
cité,  art.  161 , note)  : ellesTmt  été  reproduites  ensuite  par  A.  Sûman,  MülUr,  etc.  Ces 
dinercns  géomètres  n’ont  probablement  fait  que  répéter  ce  qu’avait  déjà  exposé  le  célèbre 
Patcal,  dons  le  3'.  liv.  de  son  Traité  inédit  tur  Ut  tectiont  coniqaet.  D’après  les  Propos. 
|54,  >55,  i5é,  >59,  161  du  VU',  liv.  des  CoUectiont  mathématiques , qui  n'étaient  que 
des  lemmes  pour  les  Poritmet  PEucBde,  il  paraîtrait  que  les  anciens  ont  aussi  connu  quel- 
ques-unes de  ces  propriétés. 

(**}  Cette  construction  se  trouve  indiquée  dons  le  mémoire  de  M.  Brionchoo,  déji  cité 
plus  haut,  art.  sés,  note. 
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189.  En  général,  si  Pun  des  quadrilatères  ABCD,  abcd  est  donné,  ou 
ronnaitra  les  trois  points  L , M , P qui  lui  sont  conunims  avec  Pautre , et  Ton 
pourra  s'en  servir  pour  déterminer  linéairement,  ou  avec  la  règle,  toutes 
les  parties  de  la  figure  qui  eu  dépendent  directement. 

Qu'on  se  donne , par  exemple , le  quadrilatère  circonscrit  abcd  et  un  point 
quelconque  de  la  direction  de  Pun  des  côtés  du  quadrilatère  inscrit,  ce  der- 
nier sera  entièrement  déterminé  de  position,  comme  ci-dessus  (iâ8),  aussi 
bien  que  les  quatre  points  de  contact  du  premier  : il  en  aniveTait  de  même 
évidemment  si  l'on  se  donnait  le  quadrilatère  inscrit  ABCD  avec  ime  droite 
quelconque  renfermant  Pun  des  sommets  du  quadrilatère  circonscrit , car  ce 
dernier  serait  entièrement  déterminé  de  stuation. 

190.  Supposons  encore  que  Pon  connaisse , soit  le  quadrilatère  drconscril 
abcd  et  un  point  II  de  la  courbe , situé  sur  Pime  bd  de  scsdiagonales , soit  le 
qtudrilatère  inscrit  ABCD  et  la  direction  d'ime  tangente  IIL  passant  pr  Pun 
L des  points  de  concoius  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  ; on  voit,  pr 
la  iigme,  que  la  tangente  au  point  donné  11 , ou  le  pint  de  contact  de  la 
tangente  donnée  IlL,  seront  immédiatement  connus.  On  aura  donc  cinq  tan- 
gentes de  la  courbe  et  le  pint  de  contact  de  Pune  d'elles , dans  le  premier 
cas,  et  cinq  points  de  la  courbe  et  la  tangente  en  Pun  d'eux , dans  le  second  ; 
au  moyen  de  quoi,  et  de  ce  qui  précède  (188),  on  obtiendra  de  suite,  tou- 
jours par  des  constructions  linéaires , soit  les  pints  de  contact  des  autres  tan- 
gentes, soit  les  tangentes  des  autres  pints., 

EiiAn,  si  Pon  se  donnait  généralement  cinq  pmts  ou  cinq  tangentes  quel- 
conques de  la  courbe , on  déterminerait  encore  sans  peine  et  linéairement , 
au  moyen  des  propriétés  a",  et  3*.  de  Part.  186,  soit  les  tangentes  aux  points 
donnés , toit  les  pints  de  contact  des  tangentes  prcillemcnt  données  (*)  ; 
mais  nous  exposerons  bientôt  des  moyens  plus  directs  et  plus  simples  pour 
résoudre  ces  dernières  questions. 

191.  Dans  les  diverses  circonstances  prticulières  qui  viennent  de  nous  oc- 


(*)  Ces  constructions  I aussi  bien  que  celles  de  Part.  i8d)  ont  été  données  par  Afûo- 
Laurin  dans  V Appendice  placé  à U fin  de  son  Traité  d*  Algèbre  posthume  ^ 38y  Sq,  4^ 

et  4i<  Celles  des  art.  189  et  190  l'ont  été  par  M«  Brisjtchon)  partie  dans  son  Mémoire  sur 
Us  lignes  du  second  ordre,  partie  dans  un  article  imprimé , j>ag.  383  du  tom.  11  de  U 
Correspondance  Polytechnique,  lequel  renferme  | en  outre  f U discussion  des  divers  autres 
cas  où  U section  conique  peut  se  construire  par  points  au  moyen  de  la  régie  seule.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  quelques-uns  d'entre  eux. 
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cuper  y ausquelks  il  faut  joindre  celles  de  l'art.*  i6i , on  pourra  construire  la 
courbe  f qui  est  unique,  par  points,  sans  employer  d'autre  instrument  que  la 
règle  ou  de  simples  aligucmcns. 

Sapposous,  en  eflet,  que  l'on  connaisse  les  deux  tangentes  mB,  mD,  se 
rencontrant  en  m , les  points  de  contact  B , D de  ces  tangentes  et  un  troi- 
sième point  quelconque  C de  la  courbe  ^ la  fig.  a8  indique  un  moyen  très- 
simple  et  purement  Huéaire  d'en  trouver  à volopté  un  quatrième  A , et  par 
suite  la  tangente  qui  lui  correspond  : tout  consiste  évidemment  à construire 
un  triangle  quelconque  AML  dont  les  côtés  passent  par  les  trois  points  connus 
B,  D,  ifi,  et  dont  les  sommets  M,  L s'appuient  sur  les  droites  données  CB 
et  CD. 

Si , au  lieu  du  point  C de  la  courbe , on  se  ejonnait  une  troisième  tangente 
quelconque  ôc,  la  figure  montre  qu'on  en  obtiendrait  également  une  infinité 
d'autres  ad  et  les  points  de  contact  correspondans  A , en  construisimt  imc 
suite  de  triangles  aVd  dont  les  sommets  s'appuient  sur  les  deiut  premières 
tangentes  données  et  sur  la  corde  de  contact  BU  qui  leur  appartient , et  dont 
les  côtés  aP , (/P , adjacens  au  sommet  P situé  sur  cette  corde , passent  res- 
pectivement par  les  points  d'intcrseclkm  o et  A de  la  troisième  tangente  donnée 
bc  avec  les  deux  premières  mB  et  mD  j car  les  derniers  côtés  atl  des  trian- 
gles a™  construits  seront  évidemment  les  tangentes  demandées  (i  86J. 

Ces  diverses  consti-uctions  ne  sont  d'ailleurs  que  des  cas  paiticulicrs  de 
celles  qui  seront  exposées  un  peu  plus  loin  (ao3  et  aop). 

19a.  La  relation  qu'ont  entre  eux,  et  avec  les  quadrilatères  inscrits  et  cir- 
consaits,  les  trois  points  L,  M,  P et  les  droites  qui  les  contiennent  deux  à 
deux  est , comme  nous  l'avons  vu , très-remarquable,  et  peut  s'exprimer  ainsi  : 

1”.  Dans  tout  quadriUtlère  inscrit  à une  conique^  les  points  de  cor^ 
cours  des  diagonales  et  des  côtés  respectivement  opposés  sont  irpis  points^ 
tels  que  P un  quelconque  d'entre  eux  est  le  pôle  de  la  droite  qui  ren- 
ferme les  deux  autres. 

a°.  Dans  tout  quadrilatère  complet , circonscrit  à une  conique , clia- 
cune  des  trois  diagonales  est  la  polaire  du  point  d intersection  des  deux 
autres. 

II  résulte  d’ailleurs  dii-cctcment  de  ce  qui  précède  (186)  qne 

1®.  « Quand  trois  points  P,  L,  M,  situés  sur  le  pland’imc  section  ooiiiquc, 
» sont  tels , que  l’un  quelcoiupie  d'entre  eux  est  le  jwlc  de  la  droite  qui  con- 
■»  tient  les  deux  autres,  toiu  les  triangles  ABC , BDC  , etc. , inscrits  à Li  courbe 
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> de  façon  que  les  deux  prenuers  côtés  de  res  triangles  passent  respective- 

> ment  par  deux  des  points  donnes , ont  naturellement  letir  dernier  côté  dirige 
» vers  le'  troisième;  de  plus,  chaque  côté  se  trouve  disàsé  harmoniquement 

> par  le  point  correspondant  et  par  la  droite  qui  renferme  les  deux  antres. 

a°.  * Dans  les  mêmes  circonstances , U existe  également  une  infinité  de 

» triangles  adm^  abl^  etc.,  circonscrits  & cette  même  courbe,  dont  les  som- 
» mets  s'appuient  respectivement  sur  les  droites  ML,  MP,  PL  qui  joignent, 
» deux  â deux , les  points  en  question , et  chacun  des  côtés  du  triangle  LMP 
» formé  par  ces  droites  est  divisé  harmoniquement  par  le  sommet  come^n- 
» dant  du  triangle  circonscrit  et  par  le  côté  opposé  à ce  sommet  (*).  » 

193.  Ces  propriétés  des  triangles  inscrits  et  circonscrits  s'appliquant , d'une 
manière  analogue , aux  quadrilatères  inscrits  dont  les  côtés  opposés  et  les  dia- 
gonales concourent  aux  trois  points  L , M , P , et  aux  quadrilatères  complets 
circonscrits  dont  les  sommets  opposés  s'appuient  respectivement  sur  les  droites 
qui  joignent  deux  à deux  ces  trois  points  ; il  en  résulte  que , quand  les  droites 
et  les  ptnnts  dont  il  s'agit  seront  connus,  on  pourra  construire  linéairement 
(l55),  et  d'une  manière  très-simple,  soit  le  quadrilatère  inscrit  qtiand  un  des 
sommets  sera  donné , soit  le  quadrilatère  circonscrit  quand  un  des  côtés  sera 
pareillement  donné  : or  cette  circonstance  arrivera  (19a)  toutes  les  fois  qu’on 
aura, soit  un  autre  quadrilatère  inscrit,  ou  quatre  points  de  la  courhe,  soit 
un  autre  quadrilatère  circonscrit , ou  quatre  tangentes  de  cette  même  courbe. 

Si  donc  on  se  donne , en  outre , soit  un  nouveau  point , soit  une  nouvelle 
tangente , on  obtiendra  immétliatement  trois  autres  points  ou  trois  autres  tan- 
gentes de  la  courbe  ; laquelle  ne  poiura  néanmoins  se  construire  tout  entière 
par  ce  procédé , qti’autont  qu'on  se  serait  donné  à la  fols  cinq  points  ou  cinq 
tangentes  ; car , si'  Ton  avait  au  contraire  quatre  tangentes  et  un  point , ou  quatre 
points  et  une  tangente,  on  obtiendrait  bien  trois  nouveaux  points  ou  trois 
nouvelles  tangentes , ce  qui  ferait  en  tout  quatre  points  et  quatre  tangentes , 
mais  il  serait  impossible  évidemment  d'en  obtenir  d'autres  de  la  même  ma- 
nière (**). 

(*)  Cç*  direrM*  propriété!  ont  été  indiquées  par  M.  Brinnclion,  aux  ao,  ai , aa  et 
a3  du  Mémoirâ  tar  le*  ligne*  du  tecond  ordre;  elles  sont  (18a)  des  corollaires  fort  simples 
du  Uiéorime  (177)  sur  le  quadrilatère  inscrit,  coupé  par  une  transTeraale  quelconque. 

(**)  Cette  construction,  pour  le  cas  de  quatre  tangentes  et  un  point,  retient  k celle 
du  i-  a3  du  Mémoire  souvent  cité  de  M.  Brinnclion  : vojea  aussi  le  f.  43  de  V Appendice 
de  l’ Algèbre  do  Mac-Laurin. 
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194.  Les  propositiom  de  l’art.  186  donneut  encore  Deu  anx  énoncés  qui 
sui\  ent  : 

Si  l’on  ùiscril^  à une  section  conique , wie  suite  de  cordes  AB,  A'B*,  A"B"... 
(J^ig.  29) , toutes  dirigées  vers  un  même  point  P choisi  à volonté  sur  le 
plan  de  la  courbe^  il  arrivera  que 

1®.  Tous  les  points  C,  C'...,  qui  sont,  par  rapport  à ces  cordes,  les 
quatrièmes  harmoniques  conjugués  du  point  P,  seront  situés  sur  une  seule 
él  même  ligne  droite , polaire  ou  corde  de  contact  de  P (*). 

a”.  Tous  les  points  de  croisement  L et  M,  L' et  M'...  des  nouvelles  cordes 
qui  joignent , deux  à deux , les  extrémités  appartenantes  aux  différens 
couples  des  premières , seront  encore  situés  sur  la  polaire  dont  il  s’agit. 

3®.  Il  en  est  de  même  de  tous  les  points  de  concours  T,  V...  des  paires 
de  tangentes  menées  aux  extrémités  de  chaque  corde  AB,  AB'... 

4®.  Réciproquement  si,  des  différens  points  T,  T...  dune  droite  prise 
arbitrairement  sur  le  plan  dune  section  conique,  on  mène  des  paires 
de  tangentes  à cette  courbe,  les  cordes  de  contact  AB,  A'B'...,  qui  leur 
correspondent  respectivement , iront  toutes  concourir  en  un  point  unique 
P,  pôle  de  la  droite  dont  il  s’agit. 

195.  Cos  deux  dernière*  propriétés  peuvent  s’énoncer  ainsi,  d’une  manière 
beaucoup  pins  générale  et  plus  simple,  en  remarquant  que  les  points  T,  T'... 
sont  les  pôles  des  cordes  de  contact  AB,  A'B'...  qui  leur  correspondent  : 

Si  une  ligne  droite,  mobile  sur  le  plan  dune  section  conique,  est  assiv- 
jettie , dans  toutes  ses  positions , à pivoter  autour  dun  point  fixe  quel- 
conque, le  pôle  de  cette  droite  parcourra  successivement  tous  les  points  de 
la  polaire  du  point  fixe  dont  il  s’agit. 

Si  un  certain  point  mobile  est  assujetti  à demeurer  sur  une  ligne  droite 
quelconque,  tracée  dans  le  plan  dune  section  conique,  la  polaire  de 
ce  point  pivotera  constamment  autour  d un  point  fixe , pôle  de  la  droite 
dont  il  s'agit. 

196.  Toutes  CCS  propriétés  pourraient  s’établir  directement , de  la  même  ma- 
nière que  celles  de  Part.  186  d’où  elles  dérivent  ; ce  sont  dles  qui  ont  fait 
donner  au  point  P le  nom  de  pôle  de  la  droite  TT,  et  à celle  droite  le 


(*)  C’ait  1*  XXXVn*.  Propos,  du  Ut.  m des  Conique*  i’ ApoUonins.  Do  Lahire  7 a 
ioint  les  trois  soÎTantes  , dans  Us  deux  piemUrs  Usres  de  son  Traité  ht-fi,  des  stcüous  eo- 
niquts. 
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nom  de  polaire  du  point  P (•)  ; leur  ememblc  constitue  ce  qu’on  appelle  la 
théorie  des  pôles  ^ laquelle  est  prcstpic  tout  entière  rcnfcrnicc  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si  un  certain  point  est  situé  sur  une  ligne  droite  tracée  dans  le  plan 
W une  section  conique , sa  polaire  passera  par  le  pôle  de  cette  même  droite. 

197.  On  peut  remarquer,  au  surplus,  que  les  propriétés  T',  et  a*,  ci- 
dessus  (i9't)  s’appliquent  (184 , note)  au  cas  particulier  où  la  section  conique 
dégénère  en  ilcux  lignes  droites  ^L\,  MC  (Fig.  3o),  ou  est  remplacée  par  le 
système  de  ces  droites  ^ la  droite  ML , qu’on  peut  continuer  à appeler  La  polaire 
du  point  P,  concourt  alors  avec  les  deux  droites  MA , MB  au  point  M ; elle  est , 
par  rapport  à ces  droites,  la  conjuguée  harmonique  (a4)  de  celle  qvii  passe 
par  le  point  M et  par  le  point  P.  Ces  propriétés  font  partie  de  celles  du  faisceau 
harmonique , et  peuvent  se  déduire  immédiatement  des  principes  de  Fart.  l54  ; 
elles  fournissent  ime  solution  bien  simple  et  bien  coimue  (**)  du  problème 
suivant: 

Par  un  jtoint  donné  L tirer  une  droite  LL'  au  point  de  concours  de 
deux  lignes  droites  AA",  CD",  dont  les  directions  sont  données^  en  ne 
faisant  usage  que  de  la  règle  ou  de  simples  jalons  ? 

Celle  solution  s’applique,  comme  ou  voit,  au  cas  ou  le  point  do  rencontre 
M est  inaccessible , et  par  conséquent  à celui  où  les  droites  données  sont  pa- 
i-allèles.  Elle  conduit  inimédialcmcnt  à celle  de  cet  autre  problème,  non  moirrs 
intéressant , et  qui  noirs  sera  utile  par  la  suite  : 

198.  Par  un  point  L (Fig.  3r),  donné  à volonté  sur  le  plan  dun 
parallélogramme  ABCD , mener , avec  la  règle , une  parallèle  à la  droite 
EF  située  également  dans  ce  plan  P 

Soient  E et  F les  points  où  la  droite  donnée  reucontro  les  côtés  adjacens. 


(*)  Peut.^lro  serait-il  plus  convenable  d’appeler  le  point  P le  conjugué  harmonique  do 
la  droite  TP,  et  cette  droite  1a  conjuguée  harmonique  du  point  P ; en  réservant , comme 
on  le  fait  d’ordinaire,  les  expressions  beaucou^  plus  générales  de  p6le  et  polaire  pour  le  cas 
ob  l’on  aurait  à considérer  des  systèmes  de  droites  mobiles  autour  de  points  donnés  ou 
Exes.  Le  conjugué  harmonique  d’un  point  situé  sur  le  plan  d’une  section  conique  étant 
d’ailleurs  celui  qui  divise  liarmoniqiicment,  avec  le  premier,  une  corde  quelconque  de 
la  courbe,  il  en  résulterait  que  a tous  les  ccsijugués  harmoniques  d’un  point  donné  sont  sur 
n la  conjugmm  harmonique  de  ce  point.  v> 

(••)  Penpcctirc  do  Lambert,  a»,  jiarlie,  pag.  172,  fZiirich  1774).  Voyez  aussi  un 
art.  de  M.  Ilachelte,  im[>rimé  pag.  3o5  du  tom.  1 de  ta  Corrcipondanca  Polytechnique. 
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à l’angle  A du  parallclogrammc  5 par  ccs  points  et  pr  tm  point  quelconque  K de 
la  diagonale  apprtenantc  au  même  angle , menons  les  droites  EK , FK  j eUcs 
rencontreront  les  cotés  respectivement  oppses  à ceux  d’où  elles  prosieunent 
aux  nouveaux  points  G , 11 , et  la  droite  GU  sera  parallèle  à la  tlroite  donnée 
EF  ^ car  le  triangle  AEF  sera  évidemment  semblable  au  triangle  CGH  et  sem- 
blablement placé.  Le  problème  se  trouvera  donc  ainsi  ramené  à celui  qui  pré- 
cède, et  s’exécutera,  comme  lui,  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  seu- 
lement. 

La  figure  ABCD  purrait  être  un  quadrilatère  quelconque , dont  la  troisième 
diagonale  représenterait  celle  à l'infini  du  prallélogramme  5 et , en  la  sup 
posant  toujours  inaccessible  comme  auparavant , les  constructions  qui  précè- 
dent donneraient , comme  on  voit , des  moyens  fort  simples  pour  trouver 
autant  de  points  que  Ton  voudrait  du  prolongement  de  cette  droite , de  même 
qu’elles  donnent  aussi  autant  de  systèmes  de  prallèles  qu'on  le  désire  au  moyen 
des  deux  premières  (*). 

Au  surplus , quand  on  a , siu-  le  plan  d’une  figure , une  droite  quelconque 
et  le  point  milieu  de  cette  droite,  on  peut  immédiatement  mener  des  pa- 
rallèlcs”à  cette  droite , passant  par  des  points  donnés , au  moyen  de  la  pro- 
priété (l55)  du  quadrilatère  complet  j tout  consiste  ù obscrvxr  que  le  conju- 
gué harmonique  du  point  milieu  de  la  droite  est  situé  (27)  entièrement  à 
l’inl'ini.  Si  donc  on  se  donnait  deux  distances  semblables  et  leurs  points  mi- 
Ueux , on  aurait  tout  ce  qu’il  faut  pour  déterminer  deux  systèmes  quelconques 
de  parallèles  ou  im  parallélogramme , et  par  conséquent  on  aurait  en  sa  pos- 
session deux  points  de  la  droite  à l'infini  du  plan  de  La  figure  ; au  moj'en 
desquels , et  de  ce.  qui  précède , on  en  obtiendrait  ensuite  autant  d’autres  qu’on 
voudrait  : on  pourrait  donc  aussi  déterminer  des  quatrièmes  proportionnelles 
à des  lignes  données , diviser  des  lignes  en  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales,  etc.  (*’*)• 

199.  Lambert^  qui  a donné,  à la  fin  de  la  seconde  partie  de  son  Traité 
de  perspective  (197,  note),  des  réflexions  très-judicieuses  sur  le  même  sujet, 
observe , en  outie , que  la  conjuguée  harmonique  d’une  droite , qui  divise  en 
deux  parties  égales  fangle  formé  par  deux  autres , est  perpendiculaire  à cette 


(*)  Voyez  plusieurs  solutions  élégantes  de  ce  problème , pag.  38  de  l’ouerage  de  M.  Scr- 
vois,  déji  cité  (i6y,  note). 

(•♦J  Même  ouvrage,  pag.  47. 
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droite  et  divise  en  deux  parties  égales  le  stipplcnient  do  cet  angle  (a5)  j de  sorte 
que , trois  quelcoiujiies  des  quatre  droites  dont  il  s’agit  étant  domiées , la  der- 
nière s'ensuit  nécessairement  (i55)  par  une  construction  purement  linéaire. 
Mais  la  solution  de  Lambert  est  fautive  pour  le  cas  où  l’un  des  côtés  de  Pangle 
est  à déterminer. 

Le  même  auteur  donne,  à l’endroit  cite  (pag.  iGg,  art.  III),  une  solution 
très-directe  du  problème  ci-dessus  ( i ()8) , lequel  a ausâ  été  résolu , d'une  autre 
manière , par  iS" Gravesende  (*),  de  même  qtie  quelques-unes  des  questions  qtû 
précèdemt.  La  solution  de  Lambert  est  sur- tout  remarquable  en  ce  qu’elle 
s'obtient  très-simplement  au  moyen  des  considérations  de  la  perspective.  Elle 
est  exprimée  (Fig.  3a)  où  EF,  ABCD  et  L sont  toujours  la  droite,  le  paral- 
lélogramme et  le  point  donnés  : tout  conâste , comme  on  voit , à former  un 
nouveau  quadrilatère  A'B'C'iy,  qui  ait  le  point  donné  L pour  concours  de 
deux  côtés  opposés,  et  dont  les  points  de  rencontre  des  côtés  cl  de  la  dia- 
gonale A'C' , avec  la  droite  donnée  EF , soient  les  mêmes  que  ceux  des  côtés 
et  de  la  diagonale  qui  leur  correspondent , dans  le  parallélogramme  ABCD , 
et  portent  les  mêmes  lettres  différemment  accentuées  ; car  le  second  point  de 
concours  M des  côtés  opposés  du  quadrilatère  A'B'C'iy  devra  se  trouver  sur 
la  parallèle  LM  demandée. 

En  effet,  d’après  la  constmetion,  le  quadrilatère  A'B'C'D'  peut  être  con- 
sidéré comme  la  perspective,  ou  projecdon,  du  parallélogramme  ABCD  sur 
un  autre  plan , dont  EF  représente  la  trace  avec  le  plan  ABCD,  et  qui  aurait 
été  rabattu  ensuite  sur  ce  dernier.  Or , dans  cette  projection , LM  représente 
la  droite  qui  renferme  les  points  de  concours  des  côtés  respectivement  op- 
posés du  paraBélogrannne  ^ elle  doit  donc  concourir  k Pinfini , avec  elle , sur 
la  droite  EF,  c’est-à-dire  qu’elle  doit  être  parallèle  à EF. 

300.  On  voit , d’après  cela , que  les  figures  qui  viennent  d’être  considérées 
rentrent  dans  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  projection  ou  peis- 
pectivc  dans  im  plan  (l4)j  d «l  visible,  en  effet,  que,  si  Pou  joint  jrar  des 
droites  les  sommets  homologues  des  quadrilatères  ABCD , A'B'C'D' , ces  droites 
iront  concourir  (t68)  en  un  même  point  S,  qui  est  ainsi  leur  centre  com- 
mun de  projection;  mais  nous  avons  déjà  promis  de  revenir,  par  la  suite, 
d’une  manière  générale  sur  les  propriétés  de  cette  espèce  de  projection. 


(*)  0Eu9m  pKiUuophqMt } Amtter<]ain,  1774»  J"-  partie,  Perspective,  p«g.  174, 
3ii. 
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On  remarquera  egalement  que  les  cousüuctious  preeédentes  oui  la  plus 
grande  analogie  avec  celles  ci-dessus  (179)  relatives  au  quadrilatère  inscrit  à 
une  section  conique  j et,  en  efl'et,  elles  sont  une  suite  évidente  de  la  pro- 
priété (17a)  du  quadrilatère  inscrit  à deux  droites,  c’est-à-dire  du  cpiadrila- 
tère  avec  deux  diagonales , coupé  par  une  transversale  arbitraire  , qui , dans 
le  cas  actuel , est  représentée  par  EF. 

aoi.  Rev'enons  maintenant  aux  sections  coniques , et  soit  ARCDEF  (Fig.  33) 
un  hexagone  quelconque  basait  à une  telle  courbe  ^ prolongeons,  deux  à deux, 
les  côtés  opposés  AB  et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  AF  jusqu'à  leurs  rencontres 
respectives  en  L,  K,  I5  concevons  qu’on  mette  (109)  la  figure  en  projec- 
tion , sur  un  nouveau  plan , de  façon  que  la  droite  qui  rcuTcrme  les  deux 
premiers  points  L , K passe  à l’biiini , et  que  la  section  conique  devienne  eu 
même  temps  lui  cercle;  les  côtés  opposés  AB  et  DE,  de  concoui'ans  qu'ils 
étaient , deviendront  parallèles , et  il  en  sera  de  même  des  côtés  ItC  et  EF. 
Or  cela  ne  peut  avon  lieu , pour  un  hexagone  quelconque  (convexe  ou  non 
convexe)  insait  au  cercle,  à moins  que  les  deux  derniers  côtés  CD  et  AF, 
qui  sont  opposés , ne  soient  également  parallèles  (*)  ; car  l'angle  en  B étant 
égal  à Touglc  eu  E , puisqu’Us  ont , par  hypothèse , les  côtés  parallèles , l’arc 
ABC  sera  nécessairement  égal  aussi  à l’arc  DEF.  Donc  (106)  les  points  de  con- 
cours I , K , L de  la  première  figure  sont  tous  trois  rangés  sur  une  même  ligne 
droite;  c’esl-à-dbc  que, 

Dans  tout  hexagone  inscrit  à une  conique , les  points  de  concours  des 
cÔte's  respectiremenl  opposés  sont  tous  trois  situés  sur  une  même  droite. 

aoa.  Cette  propriété,  qui  subsiste  quelle  que  soit  la  position  respective  des 
six  sommets  A,  B,  C,  D,  E,  F de  l’hexagone  sur  la  courbe,  et  qui  s’applique 
(170),  comme  cas  partieuher,  au  système  de  deux  lignes  droites  quelconques  AE, 
BD  (Fig.  a4)  tracées  dans  im  même  plan , est  une  des  plus  fécondes  <pii  exis- 
tent sur  les  sections  coniques  ; elle  a été  énoncée , pour  la  première  fois  , par 
Pascal^  dans  son  Essai  sur  les  Coniques  (1481  note).  Au  rapport  du  cé- 
lèbre Leibnitz  (**) , cette  propriété  n’est  autre  que  celle  de  Vhexagrammum 


(*)  M.  Gergonne  a domii,  de  la  propriété  de  l’hexagone  inscrit  et  de  Celle  de  l’hexagone 
circonscrit  qui  sera  exposée  un  peu  pliu  loin  (aoS),  une  démonstration  fondée  sur  des 
principes  de  projection  analogues  & ceux  qui  Tiennent  d’être  mis  en  usage  : Annales  d* 
Mathématiques f tom.  IV,  pag.  ^8. 

(**)  Voyex  une  lettre  de  Leibnitz  à M.  Terrier,  imprimée  dans  le  tom.  V des  OEueres 
de  Pascal. 
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myslicum^  sur  laquelle  Pascal  composa  eusiiitc  un  traité  complet  des  sec- 
tions coniques , qui  ne  nous  est  pas  parvenu.  Depuis  lors , elle  a été  reproduite , 
sous  diiïércntes  lurmes,  par  im  grand  uomlirc  de  géomètres,  notamment 
par  Mac-Laurin , R.  Sinison , etc. , et  en  dernier  lieu  par  l’auteur  de  la 
Géométrie  de  position.  M.  BriancLon , à qui  l’on  doit  ces  remarques  histo- 
riques, a établi,  sur  le  principe  de  Pascal  toute  la  diéorie  des  pôles  et  polaires 
des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre  (Xm”.  cahier  du  Journal 
de  V Ecole  Poljtechmqué). 

ao3.  Lorsque  dnq  jioints  A,  B,  C,  D,  E d’une  section  conique  sont  donnés 
sur  un  pLui , les  figures  33  et  34  indiquent  un  moyen  fort  simple  d’en  trouver, 
à volonté,  im  sixième  F,  et  successivement  autant  d'autres  qu’on  voudra,  en 
ne  faisant  usage  que  de  la  règle  seulement  5 mais , comme  on  peut  varier  cette 
construction  de  la  courbe , par  points , d’autant  de  manières  différentes  que 
l’on  peut  former  d'hexagones  distincts  dont  les  cinq  premiers  sommets  soient 
les  points  donnés , il  est  bon  de  remarquer  qu'on  n’obtiendra  jamais  qu’une 
seule  et  même  coui-bc  ; car  tous  les  hexagones  distincts , formés  au  moyeu  des 
six  mêmes  ]>oiuts  pris  à volonté  sur  une  section  conique , étant  corrélatifs  entre 
eux  (171),  jouissent  également  de  la  propriété  d’avoir  les  points  de  concouis 
des  côtés  opposés  pbcés  eu  ligne  droite  : ainsi , 

Par  cinq  points , donnés  à volonté  sur  un  plan , on  ne  peut  faire  passer 
qu'une  seule  section  conique. 

ao4"  Les  ligures  qui  nous  occupent  montrent  encore  comment  l'on  peut 
trouver,  toujours  avec  la  règle , le  second  point  d'mterscction  F d'iuie  droite 
quelconque  AF  passant  par  l'un , A , des  cinq  premiers  qu’on  suppose  donnés. 
Enfin  l'on  en  déduit,  sur-le<banip , le  corollaire  suivant  dû,  ainsi  que  ce  qui 
précède , à Mac-Laurin  (*)  : 

Si  les  côtés  d’un  triangle  mobile  FIK  , situé  sur  le  plan  de  deux  droites 
lCD,  KGB,  sont  assujettis  à picoter  autour  des  trois  points  fixes  E,  L, 

comme  pôles  (196,  note),  et  qu’en  même  temps  les  deux  premiers  som- 
mets 1 , K soient  astreints  à parcourir  les  droites  données  DCl,  BCK,  comme 
directrices  5 le  troisième  sommet  F parcourra , par  suite  du  meme  mouec- 
ment  ^ une  section  conique. 


(■*)  Voyea,  dans  les  'Transactions  phUosophiqttes  ic  la  société  royale  de  Londres,  poyr 
iy35,  la  dispute  qui  s’est  élerée,  au  sujet  de  ce  tltéorème  et  de  plusieurs  autres,  entre 
Braikenridge  et  Mac-haurin. 
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ao5.  La  dijciission  dircrte  apprend , en  eflet,  que  la  lipie  du  second  ordre, 
aûisi  décrite,  passera  par  les  cinq  points  connus  A,  B,  C,  D,  E.  Elle  se  réduirait, 
selon  la  remarque  de  Mac-Laurin , à tmc  du  premier,  si  trois  quelconques 
de  ees  cinq  points  se  trouvaient  en  ligne  droite  5 ce  qui  airive  dans  deux  cas 
distincts  : 

I®.  Lorsque  les  trois  pôles  A,E,  L sont  disposés  en  ligrtt  droite,  la 
ligne  des  points  F passe  alors  évidemment  par  le  sommet  C de  t angle 
des  directrices.  (C’est  aussi  le  corollaire  (*)  de  Li  proprichl  de  Part.  iG8). 

a”.  Lorsque  la  droite,  qui  renferme  les  pôles  ou  points fixes  A,  E,  ren- 
ferme en  même  temps  (Fig.  a4)  le  sommet  C tle  F angle  des  deux  direc- 
trices. (C’est  aussi  le  corollaire  de  la  propriété  (170)  de  l'hexagone  inscrit  à 
deux  droites,  due  aux  anciens.) 

ao6.  Supposons  que , dans  l’hexagone  ABCDEF  (Fig.  33  et  34),  insciit  à 
une  seclioa  conique,  l'im  des  côtés  EF  devienne  infuiiment  petit,  ou  que  sa 
direction  soit  tangente  à la  courbe  5 la  propriété  de  rhex,Tgone  sul>sistcra  tou- 
jours (**)  : étant  donc  domiés  cinq  points  A,B,  C,D,E  (Fig.  33)  d’une 
section  conique , on  peut , en  l'un  d’eux  E , mener  une  tangente  KF  à la  cour- 
be, en  ne  iàisant  usage  que  de  la  règle  seulement. 

307.  La  même  constniction  sert  aussi  à donner,  à volonté,  un  cinquième 
{K>int  A de  la  courbe,  quand  on  en  connaît  quatre  autres  B,C,n,E  et  la 
tangente  KF  en  l'un  d’eux  E 5 au  mo^'cn  de  (|uoi  il  devient  facile  de  décrire  la 
courbe  tout  culière , par  points  (***) , par  un  procédé  analogue  à celui  qui 


(*)  D’apris  la  préface  du  lirrc  dea  Collections  Mathématiques  de  Pappus,  ce 

indinc  Cürollaire  taisait  partie  des  Porismes  i'EaclUie. 

Il  a été  démontré  ensuite  par  R,  Simson,  dans  un  mémoire  sur  les  Porismes f et  étendu 
il  un  nombre  quelconque  de  pûlos  et  de  directrices,  comme  Pindique  Pappus  à IVndroit  cité  $ 
nous  reviendrons  sur  ce  sujet  intére.ssant  dans  la  quatrième  section.  * 

(**)  R.  Simson  cit,  je  crois,  le  premier  qui  ait  fait  cette  remarque  d’une  manière  Osten- 
sible I Toyea  la  Prop.  48  du  V'.  livre  de  son  Traité  <les  sections  coniques  (2*.  édition)} 
cepeadant  il  a recours  ensuite  à U propriété  des  quadrilatères  inscrit  et  circonscrit,  comme 
le  iùit  lui-niéme  Mac-Laurin  (190,  note) , pour  mener  la  tangente  en  l’un  des  cinq  piointa 
donnés  d’une  conique,  et  c’est  4M.  Brianebon  qu’on  doit  lu  moyen  de  solution  qtii  suit 
{Corrcspontlance  Polytechnique , tom.  I,  pag.  3 10). 

(•**)  Cettccoustructicn  et  celle  de  l’art.  191  ont  été  déduites  comme  corollaires  particu- 
liers de  1s  Propos,  ci-dessus  (204) , par  Braikcnritlge,  dons  l’ouvrage  intitulé  : Exercitatio 
gcomctrica  de  descriptions  linearum  curvarum. 


1,3  PROPRIÉTÉS  PROJECTI\ES. 

pi-écède  (3o4)î1cs  art.  i88  et  191  offrent  une  autre  solution  de  ce  même 
problème. 

Enfm  la  propriété  de  l’hexagone  inscrit  s’appliquerait  encore,  suivant  la 
remarque  de  M.  Cai-not  (Géométrie  de  position^  pag.  455  et  45^,  au  cas 
où  l'on  supposerait  que  deux  ou  trois  côtés,  non  contigus,  devinssent  à la 
fois  iuliniment  petits  ou  tangens  à la  courbe  ; ce  qui  ferait  retomber  sur  quel- 
ques-unes des  propriétés  et  des  constructions  exposées  ci-dessus , relativement 
au  quadrilatère  et  au  triangle  inscrits  aux  sections  coniques , et  conduirait , de 
suite , à toutes  celles  de  la  théorie  des  pôles  et  polaires. 

308.  Revenons  à l’hexagone  inscrit  ABCDEF  (Tig.  33),  cl  supposons  qu’on 
drconsCTivc  à la  courbe  le  nouvel  hexagone  abedef  dont  les  points  de  contact 
sont  les  sommets  du  premier;  d’après  la  construction,  les  sommets  opposés 
a et  (i  de  l’hexagone  circonscrit  ont,  pour  polaires , deux  côtés  opposés  AF 
et  CD  de  l’hexagone  inscrit;  donc  la  diagonale  ad  est  la  polaire  du  point 
d’intersection  I de  ces  côtés  (196);  donc  elle  renferme  le  pôle  P de  la  droite 
ILK  qui  app-artient  aux  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  fltexagone 
inscrit , et  par  conséquent  le  point  P est , à la  fois , le  croisement  des  trois 
diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  de  l’hexagone  circonscrit.  C’est , 
au  reste , ce  qu’on  aurait  pu  démontrer , d'une  manière  directe  , sur  la  pro- 
jection circulaire  de  la  courbe  (aoi);  car,  puisque  les  côtés  opposés  AF  et  CD 
de  l'hexagone  inscrit  sont  parallèles  dans  cette  projection , les  sommets  a ei  d 
de  rhexagone  circonscrit  appartiennent  à un  diamètre  du  cercle , et , comme 
la  même  chose  arrive  pour  deux  autres  sommets  opposés  quelconques,  les 
diagonales  qui  joignent , deux  à deux , ces  sommets  passent  toutes  par  le  centre 
P du  cercle.  Donc  enfin. 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à une  section  conique , les  diagonales 
qui  joignent , deux  à deux , les  sommets  respectivement  opposés  se  croi- 
sent toutes  trois  en  un  même  point. 

209.  Ce  principe,  non  moins  élégant  et  non  moins  fécond  que  celui  de  Pas- 
cal , et  qui  subsiste  également  quelle  que  soit  la  position  respective  des  côtés 
de  l’hexagone  autour  de  la  courbe , appartient  à M.  Drianclion , qui  l’a  démontré 
dans  le  i3'.  cahier  du  Journal  de  r Ecole  Polytechnique  : voici  les  prin- 
cipales conséquences  qu’il  en  a déduites,  tant  dans  fendroit  cité,  qu’à  la 
page  387  du  a',  volume  de  la  Correspondance  sur  la  même  Ecole. 

Supposons  qu'on  ait  cinq  tangentes  quelconques  d’tme  section  conique , la 
figtire  33  ou  36  indique  un  moyeu  très-simple  d'en  déterminer  à volonté , et 


Digilized  by  Google 


SECTION  II.  CHAPITRE  n.  ii3 

avec  la  règle  seulement , une  sixième  et  successivement  autant  d’autres  qu'on 
voudra.  Tout  consiste  évidemment  à faire  un  hexagone  quelconqvie  abedef 
dont  la  direction  des  cinq  premiers  côtés  soit  celle  des  tangentes  données , et 
dont  les  trois  diagonales  des  sommets  opposés  se  croisent  eu  un  même  point 
P,  car  le  dernier  côté  sera  la  tangente  demandée. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  la  courbe  ainsi  construite  est  nécessaire- 
ment unique , et  la  raison  en  est  (ao3)  que  la  proposition  de  l'art.  ao8  s'ap- 
plique à la  fois  à tous  les  hexagones  distincts  formés  par  six  lignes  droites 
tangentes  à une  même  section  conique.  Donc 

n n’existe  qu’une  seule  section  conique  qui  soit  tangente  à cinq  lignes 
droites  données,  à volonté,  sur  un  plan. 

310.  On  déduit  encore , de  ce  qui  précède,  ce  théorème  : 

Si  les  sommets  d'un  triangle  aPf  sont  assujettis  à parcourir  respecti- 
vement trois  droites  fixes  be , bg , eg , tandis  que  les  deux  premiers  côtés 
aP , Pf,  ou  leurs  prolongemens , pivotent  autour  de  deux  points  inva- 
riables c et  d,  comme  pôles,  le  troisième  côté  af  roulera,  dans  toutes 
ses  positions,  autour  (Time  même  section  conique. 

311.  La  cotu-be  ainsi  construite  touche  évidemment  les  droites  connues 
bg , eg,  cd,  bc,  de,  et  se  réduit  à un  point,  quand  trois  de  ces  droites, 
ou  tangentes,  concourent  elles-mêmes  en  un  seul  point,  ce  qui  présente  |es 
deux  cas  suivans  : 

i".  Lorsque  tes  trois  droites  fixes,  ou  directrices , se  croisent  toutes  en 
un  même  point. 

3*.  Lorsque  la  droite  cd , qui  joint  les  deux  points  fixes , ou  pôles , 
passe  par  le  point  de  concours  des  deux  directrices  bg  et  eg  qui  com- 
prennent tous  les  derniers  côtés  af  du  triangle  mobile. 

Ces  propositions  sont  les  réciproques  de  celles  de  fart.  ao5 , et  par  con- 
séquent des  corollaires  des  théorèmes  i68  et  170. 

313.  Supposons  encore  que,  dans  l’hexagone  circonscrit  abedef  (f\g.  36 
et  33),  deux  des  côtés  af  ex.  fe , ou  leurs  points  de  contact  E,  F,  viennent 
à SC  réunir  en  un  seul  E (Fig.  37),  le  sommet  y coïncidera  aussi  avec  E,  et 
la  figure  se  réduira  au  pentagone  circonscrit  abede.  Donc 

Dans  un  pentagone  quelconque  abede  circonscrit  à une  conique,  deux 
diagonales  aA  et  Le,  qui  ne  partent  pas  et  un  même  angle,  se  croisent  en 
un  point  P , situé  sur  la  droite  qui  joint  le  cinquième  angle  c avec  le 
point  de  contact  E ilu  côté  opposé  ae. 


,,4  PROPRIÉTÉS  PROJECm ES. 

31 3.  Ainsi,  quand  on  a cinq  tangentes  d’une  section  conique,  ou  un  pen- 
tagone circonscnt'  àLi  courbe,  iion-seulcmeul  on  peut  Irouvor  directement, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle , une  infinité  de  nouvelles  tangentes 
de  la  courbe,  mais  on  peut  aussi  déterminer  Hnéairemenl  le  point  de  contact 
de  chacune  d'elles  et  des  premières.  Les  mêmes  coustructioiis  peuvent  aussi 
servir  à tracer  la  courbe , quand  on  a seulement  quatre  tangentes  qnekon- 
ques  de  celte  courbe  et  le  point  de  contact  de  l’une  d'elles  j la  figure  87 
montre,  en  cflTet,  comment,  'ayant  les  quatre  tangentes  deyacj  ab,  bc  cl 
le  point  de  contact  E de  ne,  on  peut  eu  trouver,  à volonté,  une  cinquième 
cc/,*Ct  successivement  autant  d'autres  que  l'on  voqdra  (*). 

Enfin , on  déduirait  des  conséquences  également  remarquables  du  prin- 
cipe de  l’art.  38,  en  supposant  que  de  'nouveaux  côtés,  non  contigus 
aux  premiers,  \insscut  à se  confondre  en  im  seul;  ce  qui  ferait  retomber 
directement  sur  quelques-unes  des  propriétés  du  triangle  et  du  quadrilatère 
circonscrits  déjà  exposés  précédemment , propriétés  qui  se  déduisent  également 
du  théorème  de  Pascal^  comme  on  l’a  remarqué,  art.  307. 

314.  Nous  avons  résolu,  dans  ce  qui  précède,  les  cas  principaux  où  la 
section  ( unique  peut  se  constmirc  linéairement  par  points  ou  par  l’enveloppe 
de  scs  tangentes  ^ quand  on  se  donne  un  certain  nombre  de  ces  points  et 
de  CCS  tangentes,  ou  des  conditions  équivalentes  (189);  et  il  résulte  de  cette 
disrusnon  que  tous  les  cas,  pour  lesquels  la  courbe  est  unique,  sont  compris 
hnpiiritcment  dans^elui  où  fou  se  donne  à la  fois  soit  ciiu]  tangentes,  soit 
cinq  points  quelconque*  de  la  courbe  j oor  (307  et  3 13),  au  moyen  du  prin- 
cipe de  coiitininté , on  peut  iuunédiatcment  passer  de  ceux-ci'  aux  autres , en 
supposant  que  certains  points  on  certaines  droites  données  se  réunissent  ou 
se  confbndeiit  deux  à deux.  Four  compléter  cet  objet,  il  nous  resterait  à 
examiner  les  autres  cas  de  la  quesdon  qui  notis  occupe , pour  lesquels  la 
construction  de  la  courbe  cesse  d’être  linéaire,  ou  d’apprtenir  à la  Géo- 
métrie de  la  règle  ; mais  cette  d'iscussion  exigerait  des  cupsidératious  nouvelles 
qui  ne  seraient  pas  ici  à leur  place , et  pour  lesquelW  nous  rcuverrons  au 
chapiU'c  premier  de  la  III®.  section. 

31 5.  Ou  peut,  au  suiplus,  se  proposer  (Toprer  direclemem  au  moyen 
du  calcul , ce  qui  devient  souvent  indispensable  dans  certaines  circonstances 
pi-ticufières^  or  les  principes  des  art.  148,  177  et  i8G,  joints  aux  diverses 


(*)  Le«  tri.  1&8  et  191  orVent  une  lutre  menicre  de  résoudre  ce  même  problème. 
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rcmarqnes  n-panducs  dans  la  présente  section , uoiaïunient  celles  de  l'art.  i8a, 
pourraient  très'bien  servir  pour  cet  objet , ainsi  que  l’a  déjà  fait  voir  M.  Brian- 
ebon,  dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre;  mais  il  ne  sera 
pas  inutile  d’y  ajouter  les  priuripessuK'ans,qui  peuvent  être  considérés  comme 
de  nouvelles  conséquences  des  propriétés  dus  hesagones  inscrit  et  circons- 
crit ^ et  oilrent  Favantage  de  conduire  A des  proce'dés  très^simplcs  pour  le 
tracé  des  sections  coniques  par  points,  ou  par  l’enveloppe  des  tangentes, 
lorsqu’il  s’agit  d’opérer  sur  le  terrain. 

Soit  ADCD  (Fig.  a i , a i et  a i tiercé)  un  quadrilatère  drconscrit  à une 
conique  ^ LN  et  MP  deux  autres  tangentes  quelconques  de  la  courbe , dont 
la  première  rencontre  les  côtés  oppose'»  AB  et  CD  du  quadrilatère  en  L et  N 
respectivement , et  la  seconde , les  deux  autres  côtés  opposés  en  M et  P ; la 
figure  APMCNLA  sera  im  hexagone  circonscrit  i la  section  conique , et  par 
conséquent  les  trois  diagonales  MP,  AC , LM  iront  concourir  (ao8)  en  un  même 
point  I,  qui  est  aussi  un  point  de  Fune  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCD. 
Or  U résulte  de  lii  (i66)  que  l’on  a,  entre  les  segmens  formés  par  les  tan- 
gentes MP,  LN  sur  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  la  relation 

ALBMCNDP  = APBL-CM-DN  -, 

c’est-4dirc  que 

Un  quadrilatère  quelconque  étant  circonscrit  à une  conique , deux 
nouvelles  tangentes  de  la  courbe  viendront  déterminer , la  première  sur 
deux  côtés  opposés  quelconques  du  quadrilatère^  la  seconde  sur  les 
deux  autres  côtés  opposés^  deux  segmens^  ce  qui  fait  en  tout  huit 
segmens;  et  le  produit  de  quatre  de  ces  segmens,  non  contigus,  sera 
égal  au  produit  des  quatre  autres. 

at6.  La  même  relation  donne 

DP  BM_  BL 

ap'cm“al‘cn  ’ 

ce  qui  fait  voir  que  , si , en  laissant  MP  fixe , on  faisait  varier  la  tangente  LN 

autour  de  la  courbe , le  produit  des  rapports  inverses  ^ ^ des  segmens 

formés  par  cette  tangente  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD  du  quadrilatère  ABCD 
serait  constant  -,  donc  réciprocpicment , si  une  di-oite  LN  se  meut  de  façon  que 
ce  produit  soit  constant , elle  demeurera  perpétuellement  tangente  à la  section 

i5* 
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ronique  détermincc  par  les  côtes  du  quadrilatère  et  par  la  drcHte  MP  : ce  qui 
roiimit  un  moyen  bien  simple  de  trouver,  à Paide  du  calcul , autant  de  tan- 
gentes <pic  Ton  voudra  d'une  sectiim  conique  quand  on  en  aura  cinq  autres. 

317.  La  figure  E>'l’FMLE,  constnute  au  moyen  des  droites  LM,  PN  partant 
du  point  I de  la  diagonale  AC  du  quatrilatère  ABCD , est  un  autre  hexagone 
dont  les  trois  côtés  opjHJsés  vont  concourir  respectivement  aux  trois  points 
A , C , I situés  en  ligne  droite  ; donc  il  est  inscriptible  à une  section  coniqttc , 
et  par  conséquent  ses  six  sommets  peuvent  être  censés  appartenir  à une  telle 
courbe  : or  il  résulte  de  là  réciproquement  et  de  ce  qui  précède  que 

Quand  une  section  conique  passe  par  les  points  de  concours  E et  F 
des  côtés  opposés  d’un  quadrilatère  quelconque  ABCD , ses  quatre  autres 
points  d'intersection  L,  M,K,  P,  avec  les  côtés  de  ce  quadrilatère^  détermi- 
nent sur  chacun  iTeux  deux  segmetis^  ce  qui  /ail  en  tout  huit  segmens; 
et  le  produit  de  quatre  quelconques  de  ces  segmens,  non  contigus,  est  égal 
au  produit  des  quatre  autres  : c’est-à-dire  qu’on  a la  relation 

ALBMCN-DP  = APBL-CM-DN , 

déjà  écrite  ci-dessus. 

a 18.  Etant  donc  donnés  cinq  points  E,  F, N,  P,  L d’ime  sccüon  conique, 
on  en  déterminera , à volonté , un  sixième  M et  successivement  autant  d'autres 
«pi'on  voudra , au  moyen  du  calcul , eu  traçant , une  fob  pour  toutes , les 
droites  EL,  EN,  FP,  et  luisant  varier,  à chaque  fois,  la  quatrième  dioite  FCB 
qui  porte  le  point  M ; car  ces  quatre  droites  formeront , par  leurs  intersections 
mutuelles , le  quadrilatère  ABCD , dans  lequel  on  aura  la  relation  ci-dessus  ; 
en  sorte  qu’il  suffira  de  mesurer , pour  chaque  point  M correspondant  à FCB , 
les  trois  distances  BL,  CN  et  BC. 

On  arriverait,  au  reste,  directement  à ces  divers  résultats,  en  supposant 
qu’on  mette  la  ligure  en  projection , sur  un  nouveau  plan , de  façon  que  la 
section  conique  que  Ton  cousidere  y devieime  un  cercle , et  que  la  droite  AC 
passe  à finfuii. 

319.  l.cs  propositions  que  nous  venons  d'établir  sur  les  hexagones  inscrits 
et  dreouscrits  ayant  lieu,  aussi  bien  que  celles  des  ait.  30i,  ao8,  indépen- 
damment de  la  position  respectisc  des  points  et  des  lignes,  doivent  comme 
elles  s'étendre,  en  vertu  du  principe  de  continuité,  au  cas  où  ceitaines  de 
ces  lignes  et  certains  de  ces  points  viennent  à sc  confondre  deux  à deux  ; ce 
qui  conduit  immédiatement  à des  relations  analogues  sur  les  [lentagones  et  les 
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quadrilatères  inacriu  etF>arconscriu;  d'oà  il  est  facile  ensuite  de  déduire  des 
moyens  de  solution , par  le  calcul , des  différentes  questions  (a  i4)  qui  ont  déjà 
été  traitées , d'une  autre  manière , daus  ee  qui  précède. 

Supposons,  par  exemple,  que dans  Thexagonc  inscrit  ENPFMLE  considéré 
cà-dcisus , le  côté  EL  devienne  infiniment  petit  ou  que  le  point  L se  réunisse 
au  point  E,  le  quadrilatère  ABCD  subsistera  toujours,  etla  relation  de  l'art.  317 
deviendra 

AE-BMCNDP  = AP-BECM-DN. 

Mais  la  droite  EAB  est  alors  tangente  à la  courbe  au  point  E,  et  l'hcxa- 
gonc  ENPFMLE  s’est  réduit  à im  pentagone  inscrit,  avec  la  tangente  ea  Pun 
des  sommets;  donc  il  en  r^ulte  im  moyen  très-simple  d’obtenir,  par  lu  calcul, 
soit  la  tangente  en  Pun  des  cinq  points  donnés  {Time  section  conique,  soit 
im  dnquième  point  quelconque  de  la  courbe , quand  on  en  a quatre  autres 
et  la  langeute  en' l’un  d’eux. 

On  voit  'ce  qu’il  y aurait  à faire  si  plusieun  côtés  de  Phexagone  d-dessus 
devenaient  à la  fois  nuis  ou  tangens  à la  courbe.  , 

330.  Supposons  pareillement  que,  dans  Phexagone  ALNOIPA  circonscrit 
à une  secdon  conique,  le  côté  MP  vienne , par  un  mouvement  contimi  ; s’appli- 
quer sur  la  direction  mdéfim'e  AD  de  son  adjacent  AP,  sans  quitter  la  courbe; 
le  sommet  P sera  devenu  leur  po'mt  de  contact  commun  ; le  point  M s'éuint 
d’ailleurs  confondu  avec  F,  l’hexagone  'se  sera  réduit  en  un  pentagone  cir- 
conscrit ALNCFA  ; et , comme  on  aura  alors  (a 


CT  BF 

ÂP'cf’ 


BL  DN 
AL'CN’ 


t •• 

t 


cette  rclaüon  pourra  servir  à construire , soit  le  point  de  contact  P,  quand 
les  cinq  tangentes  seront  données , soit  une  tangente  quelconque  de  la  courbe  , 
quand  on  en  comiaitra  quatre  autres  et  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles. 

On  voit  ce  qu'il  y aurait  à làire  si  de  nouveaux  côtés  de  l’hexagone  cî- 
dessus  venaient  à se  confondre  eu  un  seul , en  dcmciuant  tangens  à la  courbe. 

331.  Les  relations  générales  des  art.  3i5  et  317  s'étendraient  même  au 
cas  où  la  section  conique  que  Ton  considère  se  réduirait  au  s)sl.èmc  de  deux 
droites,  ou  d’un  point,  ce  qui  arrivera  évidemment  tontes  les  fois  qnc  trois 
des  points  de  la  courbe  se  trouveront  placés  en  ligne  droite,  ou  que  trois 
de  ces  tangentes  passeront  par  un  même  point  ; la  fig.  30 , où  les  droites  LN 
et  PM  passent  par  les  points  respectifs  F,  E , fournit  à la  fuis  Pcxeniple  des  deux 
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cas , et  l'on  retombe  ainsi  sur  les  proprie'tcs  particulières  exposées  directement 

aux  articles  i56  et  i65. 

■ Enfin  il  résulte  encore  du  principe  de  continuité  que  ces  mêmes  rela- 
tions, et  toutes  celles  que  nous  avons  établies  dans  ce  qui  précède , subâstent , 
avec  des  modifications  convenables , quand  on  vient  à supposer  qu'au  Ucu 
de  se*  confondre  deux  à deux  , certains  ]x>ints  ou  certaines  droites  s'éloi- 
gnent à l'infini  sur  le  plan  de  la  figure  ; or  de  là  découle  une  série  de  pro- 
priétés extrêmement  intéressantes  sur  les  coniques  à branches  infinies,  dont 
nous  nous  contenterons  de  donner  quelques  exemples , en  renvoyant , pour 
plusieurs  autres,  au  mémoire  souvent  cité  de  M.  Briauchon,  et  à celui  de 
M.  Coste , sur  la  parabole , qui  se  trouve  inséré  au  Vlll*.  volume  des  Annales 
de  Mathématiques^  notre  objet  n'étant  ici  que  de  nous  ocaiper  des  rap- 
ports les  plus  généraux  des  figures. 

aaa.  Supposons,  eu  premier  lieu,  que,  dans  le  tbéorème  de  l'art.  ai5, 
la* courbe  que  l'on  considère  soit  une  parabole,  il  existera  (i3a)  une  posi- 
tion de  la  tangente  LN  ou  cette  droite  sera  tout  entière  à l'infini , et  pour 
laquelle  par  conséquent  les  srgmens  correspondans  seront  infinis  et  égaux; 

J , 1 J ■ DP  BM  „ . , , , ,, 

donc  (ai 6)  le  produit  constant  sera  limite;  cest-à-dire  que,  pour 

la  parabole,  on  a 

W BM  _BL  DN  _ 

AP’CM  ” AL'CN  ~ 

quels  que  soient  le  quadrilatère  ABCD  et  les  tangentes  LN  et  MP;  ou,  en 
d'auües  tonnes. 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à une  parabole , les  côtés  opposés 
sont  divisés  en  segmens  proportionnels  par  une  cinquième  tangente  quel- 
conque. 

Tbéorème  dû , je  crois , à Ilallejr  (*) , et  qui  donne  un  moyen  fort 
simple  de  tracer  la  parabole  par  scs  tangentes,  lorsque  quatre  quelconques 
d’entre  elles  sont  données  ; tout  consiste , en  effet , à diviser  en  un  même 
nombre  quelconque  de  parties  égales  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  formé 
par  CCS  tangentes,  eu  prolongeant  la  ebvision  de  part  et  d'autre  de  leurs 
extrémités;  joignant  ensuite,  par  des  droites,  les  points  de  divisions  qui  se 


(*)  jtppoUmui  Pergai  de  sectione,  etc.,  Oxonii  (1706}$  De  tectioae  rationù,  lib.  1 , 
pag.  64. 
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corrccpondent  sur  ccs  c6tcs , on  aura  autant  de  tangentes  de  la  courbe  cher- 
chée. 

ABCD  étant  toujours  un  quadrilatèi^  circonscrit  à la  parabole,  soit  P le 
point  de  contact  du  côté  AD,  on  aura  de  même  (aao), 

DP  BF  _ RL  DN  _ 

AP'CF  “ ün'CN  ~ *’ 

relation  au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  trcs-facilcmcnt  le  point  de  con- 
tact sur  cbaque  tangente. 

On  arriverait  à des  relations  analogues  pour  l’hjq>erbole , à l’aide  des  ai^ 
ticles  317 , 3i8  et  31g. 

333.  Pour  donner  d’autres  exemples,  supposons  que,  dans  la  figure  38 
relative  à l'art.  186,  le  cote  ad  du  quadrilatère  ahed^  circonscrit  à la  section 
conique , passe  à l’infmi , et  que  la  courbe  soit  par  conséquent  une  parabole  ^ 
les  droites  hd  et  cd , ba  et  ca , cb  et  ml  de^’icndront  respectivement  pa- 
rallèles , tandis  que  celles  AB , CA  et  DA  seront  des  diamètres  do  la  courbe  ; 
toutes  les  autres  relations  graphiques , énoncées  à l’article  cité , restant  d’ailleurs 
les  mêmes,  il  en  résultera  autant  de  propriétés  de  la  parabole,  qu’üsera  facile 
de  reconnaître  à priori  : ainsi , par  exemple , 

Que , d’un  point  quelconque  V de  la  corde  de  contact  BD  dun  angle 
BmD  circonscrit  à une  parabole^  on  mène  deux  parallèles  Pa  et  Pd 
aux  côtés  de  cet  angle , elles  iront  rencontrer , de  nouveau , ces  côtés 
en  deux  points  c et  b , qui  appartiendront  à une  troisième  tangente  bc 
de  la  courbe. 

C’est  la  Prop.  3 1 du  lisTe  III  du  grand  TYaité  des  sections  coniques  de 
De  Lahire. 

334.  Les  segmens  qui  con'cspondent  aux  points  a,  <1,  l devenant  tous 
infinis,  on  déduit  pareillement  (a8),  des  relations  posées,  art.  186,  les  re- 
lations nouvelles 

Z>B.cD  = bm.cm, 

PD’  I»B  bin . 

dont  la  première  exprime  que, 

Dans  tout  angle  BmD,  circonscrit  à la  parabole,,  les  côtés  sont  di- 
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fisés  en  segmens  inversement  proportionnels  par  une  troisième  tangente 

quelconque  bc  fie  la  courbe. 

Celle  proposiion , qui  re\'ienl  i la  4 > *•  des  Coniques  ùijéppol- 

lonius , peut  egalement  être  considérée  comme  un  corollaire  de  celle  exposée  • 
d-dessus  (aaa)  sur  le  qnadrilaière  circonscrit  à la  parabole.  On  s’en  sert  or-  i 
dinaircment  poiu"  le  tracé  des  raccordemens  de  routes,  etc.  (*). 

aaS.  On  voit  encore  que  la  tangente  bc , parallèle  à la  polaire  ML  du  point 
P,  dhise  en  deux  parties  égales  la  distance  comprise  entre  cette  droite  et  ce 
point , car  la  figine  bmcf  est  un  parallélogramme  : ainsi 

Dans  la  parabole , la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes 
les  distances  comprises  entre  un  point  quelconque  et  sa  polaire  est  une 
tangente  de  la  courbe. 

Pour  découvrir  ce  que  devient  cette  droite  dans  le  cas  de  l'hypeibole , sup- 
posons que,  dans  Li  figure  a8  Relative  i une  section  conique  quelconque, 
la  droite  AD  soit  placée  à l'infini  ; la  courbe  sera  ainsi  une  byperbok , ad 
et  cd  seront  scs  asymptotes  auxtpicOes  seront  parallèles  les  droites  CPA  et 
BPD  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  la  corde  BC  concourant  elle  •même  à 
Pinfini  avec  la  polaire  ML  du  point  P;  mais  la  figiuo  BMCP  sera  évidem- 
ment lui  parallélogramme;  donc  la  diagonale  BC,  jiarailèle  à ML,  divisera 
aussi  en  deux  parties  i^es  la  distance  MP  comprise  entre  le  point  P et  sa 
polaire  ML  : c'est-à-dire  que 

Dans  thjrperbole , la  droite , qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes 
les  distances  comprises  entre  le  p6le  et  la  polaire,  rencontre  la  courbe 
en  deux  points  tels  qu’en  les  joignant  par  de  nouveUef  droites  avec  le 
pôle , ces  droites  sont  toujours  parallèles  aux  asymptotes. 

aa6.  11  est  évident  que , pour  l'ellipse  et  le  cercle , la  droite  en  question 
cesse  de  rencontrer  la  courbe , ce  qui  indique  que  les  asymptotes  sont  ima- 


(*)  ScAKiia:  Cours  de  construction.  Front  i X*.  cahier  da  Jourtml  PofylecAïujiie , eU. 

Depuis  la  rédacdoQ  de  cct  ouTrage , il  a paru  | sur  les  courbes  de  raccordement,  un  mé> 
moire  Cort  intéressant  » de  M*  Brianchoiiy  qui  fera  p*^^s  du  XIX*.  caKicr  du  Journal  de 
r Ecole  Polytechnique  ^ actuellement  sous  presse.  11  nous  serait  aisé  de  faire  voir  com- 
ment les  dintfrentes  pratiques  qui  y sont  indiquées  et  celle  de  l*art.  lia , relatirea  au  tracé 
de  1a  parabole,  peurent  sVtendre  (i3l)  aux  sectitms  coniques  en  général,  en  substituant, 
à l’échelle  ordinaire  des  divisions  égales,  l’échelle  fuyante  ou  harmonique  (ly)  : on  arri- 
verait d’ailleurs  directement  aux  mêmes  résultats,  à l'aide  des  propriétés  générales  établies 
dans  ce  qui  précède. 
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ginaij-cs.  On  voit  d’ailleurs  ce  que  deviendraient  les  autres  propriétés  de 
l'art.  1 86 , pour  le  cas  de  l'bypcrl>olc. 

A cause  de  ces  diverses  propriétés  de  la  droite  qui  vient  de  nous  occuper, 
on  ponrrail  la  nommer  t indicatrice  de  la  section  conique  corrcspoiulaiite. 

Ainsi,  tandis  que  la  polaire  est  le  lieu  des  points  du  plan  d'une  section 
conique  dont  les  distances  au  pôle  sont  mo^'ciuies  harmoniques  (a  a)  entre  les 
segmens  formes  sur  les  cordes  correspondantes  de  la  courbe  par  ce  pôle , l'in- 
dicatrice est , de  sou  côté , le  lieu  des  points  dont  les  distances  au  pôle  sont 
les  moyennes  géométriques  (3i)  entre  les  segmens  formés , sur  ces  mêmes  cor- 
des , par  les  {>oints  dont  il  s’agit. 

Mais  c’est  asscï  nous  an  êter  sur  ces  circonstances  particulières , qu’au  moyen 
de  la  loi  de  continuité  il  sera  toujmuti  fac’ile  de  reconnaître  et  de  discuter  ; 
et  je  reviens  maintenant  aux  propriétés  générales  de  situation  des  lignes  droites 
et  des  sections  coniques,  sur  lesquelles  il  me  reste  encore  quelque  chose  à 
dire,  pour  compléter  l’objet  de  ce  chapitre. 

337.  Il  résulte  directement  de  la  théorie  des  pôles  ex|K>sée  ci-dessus,  et 
en  particulier  de  la  proposition  de  l'art.  196,  que. 

Si  deux  hexagones,  situés  sur  le  plan  d'une  section  conique,  sont 
tels  que  les  sommets  de  Pun  soient  respectivement  les  pôles  des  côtés  de 
Pautre,  réciproquement  les  sommets  de  celui-ci  seront  les  pôles  des  côtés 
du  premier. 

338.  D’après  cela,  il  est  évident  que  deux  côtés  opposés  quelconques  de 
l’un  d’entre  eux  auront  pour  pôles  deux  sommets  opposés  de  l’autre,  et  vice 
versd;  donc  le  point  de  concours  de  ces  côtés  sera  précisément  (19^  le 
pôle  de  la  diagonale  qui  joint  les  sommets  opposés  dont  il  s'agit , et  partant , 

Si  les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  Pun  des  hexagones 
ci-dessus  sont  situés  en  ligne  droite,  les  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés  de  Pautre  et  qui  sont  les  polaires  de  ces  trois  points 
concourront  en  un  même  point , pôle  de  la  droite  dont  il  s’agit , et  réci- 
proquement. '*  ' 

En  combinant  cette  remarque  avec  les  propriétés  (301,  ao8)des  hexagones 
inscrits  et  circonsciits  aux  sections  coniques , on  en  conclut , de  suite , que , 

Si  Pun  quelconque  des  hexagones  ci-dessus  est  inscriptible  à une  sec- 
tion conique,  Pautre  sera,  par  là  même,  circonscriptible  à une  telle 
courbe,  et  réciproquement. 

339.  Ces  Üiéorèmes , qui  ont  été  donnés , par  M.  Brianchon , à la  pag.  879 

16 
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du  loin.  IV  des  Annales  de  Mathématiques ^ sont  susceptibles  d’une  extension 
bcaucoupplus  grande  ; ou  peut , en  effet , obsen'cr  que  le  princi[M:  de  fart.  227 
s’applique  immédiatement  à deux  polygones  d’un  nombre  quelconque  de  côtés; 
polygont's  que,  pour  cette  raison , il  convient  d’appeler  polaires  réciproques 
par  rapport  à la  section  coniqtic  qui  sert  de  directrice  ou  di auxiliaire. 

Dc'ux  semblables  polygones  étant  d’ailleurs  tcb(aa8),  qtic  les  points  de  con- 
cours des  côtés  de  l'un  sont  les  pôles  rcspeclUs  des  diagonales  qui  appartien- 
nent aux  sommets  correspondans  de  l’autre,  et  vice  versd;  on  voit  epte  les 
droites,  qui  renfermeraient,  deux  à deux , trois  à trois , etc. , ces  poinLs  de  con- 
cours , auraient  encore  pour  pôles  les  points  de  rencontre  des  diagonales  qui 
leur  correspondent  respectivement  dans  raiitrc  polygone. 

a3o.  Il  ixbultc  en  outre , des  art.  ao3,  aop  et  de  ce  qui  a été  dit  pour  le  cas 
de  rhexagonc  (228),  que,  si,  ayant  deux  sections  coniques  quelconques  sur  un 
plan,  on  prend  à volonté,  sur  l’une  d’elles,  cinq  jxtints  ou  cinq  tangentes 
quelconques,  leurs  polaires  ou  leurs  pôles,  par  rapport  à l’autre,  détermi- 
neront une  troisième  section  conique,  à laquelle  appartiendra  la  polaire  ou 
le  pôle , soit  d'un  sixième  point , soit  d'une  sixième  tangente  pris  à volonté 
sur  la  première  section  conique  : or  de  là  on  conclut  en  général  que , 

Si  un  polygone  quelconque  ^ placé  sur  le  plan  d'une  section  conique., 
est  inscriplible  à une  autre  section  conique , son  polaire  réciproque  sera , 
par  là  même,  circouscriptible  à une  telle  courbe,  et  vice  versâ. 

23 1.  Donc  aussi  ou  aces  Üiéorèmes  : 

Si  un  point  ou  pôle,  pris  sur  le  plan  (F une  section  conique  quelcon- 
que, se  meut  sur  une  autre  section  conique,  sa  polaire  en  enveloppera 
une  troisième  dans  son  mouvement. 

Et  réciproquement. 

Si  une  droite  ou  polaire,  située  dans  le  plan  d'une  section  conique , 
se  meut  en  touchant  continuellement  une  autre  section  conique , son  pôle 
parcourra  successh'emenl  tous  les  points  dune  troisième  section  conique. 

En  remplaçant,  dans  ces  énoncés,  les  noms  de  pôle  et  polaire  par  ceux  de 
sommet  d angle  circonscrit  et  de  corde  de  contact,  qui  leur  sont  équi- 
valeus  (4g) , on  retombe  directement  sur  la  propriété  démontrée , par  >1.  Brian- 
chon  , à la  pag.  i4  du  X'.  c.ihier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  (*). 

(♦)  On  doit  au  min\t  géouii-tre  d’avoir  étendu  ccU«  propriété  dcj  Kclioni  coniques , 
ou  plutôt  n réciproque , aux  niriâcet  du  r«cond  ordre  en  général  s voyea  le  mémoire  qu’il 
a Cait  insérer  au  XUI".  cahier  du  Journal tle  l'Ecole  Polytechnique. 
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a3a.  Nous  avons  donne  ailleurs  (*),  de  CCS  mêmes  tbc'orèmcs,  une  démons- 
tration beaucoup  plus  générale  que  celle  qui  précède,  et  qui  s'étend  au  cas 
où  l'on  remplacerait  la  section  conique  donnée , que  décrit  le  pôle  ou  qu'en- 
veloppe la  polaire  dans  son  mouvement,  par  ime  courbe  d'un  ordre  quel- 
conque. Voici,  pour  y arriver,  la  première  des  propositions  à établir: 

Si  deux  courbes  quelconques , situées  sur  le  plan  d'une  section  coni- 
que donnée^  sont  telles  que  les  points  de  tune  soient  respectivement 
les  pôles  des  tangentes  de  Vautre;  réciproquement  les  points  de  celle-ci 
seront  les  pôles  des  tangentes  de  la  première;  de  sorte  que  chacune  déliés 
pourra  être  considérée^  à la  fois  ^ comme  V enveloppe  des  polaires  des 
points  de  Vautre , ou  comme  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  de  cette  autre. 

En  effet , les  deux  courbes  dont  il  s'agit  peuvent  être  considérées  comme 
la  limite  de  deux  polygones  inscrits  ou  circonscrits,  d'un  nombre  infini  de 
côtés  infiniment  petits,  qui  se  trouvent  dans  la  situation  de  ceux  de  Part,  aap 
par  rapport  à la  section  conique  auxiliaire , et  pour  les  élémens  desqueb , par 
conséquent,  le  théorème  est  évidemment  sxai.  D'après  cela,  on  peut  donc 
dire  que  les  deux  courbes  sont  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre,  de 
même  que  les  polygones  dont  elles  sont  les  limites. 

a33 . On  arriverait  d'ailleurs  directement  aux  mêmes  conséquences , au  moyen 
de  la  théorie  des  pôles  et  de  la  loi  de  continuité , en  observ  ant  que , si  un  certain 
point  se  déplace  infiniment  peu. sur  la  première  courbe,  sa  polaire  qui,  par 
hyjtothèse , est  une  tangente  de  fautre , tendra  à tourner  autour  du  point 
de  contact  de  cette  tangente,  lequel  est  évidemment  à son  tour,  le 

pôle  de  l'élément  ou  de  la  tangente  qui  correspond  au  point  q\ie  l'on  con- 
sidère sur  la  première  : c'est-ii-dirc  que , '' 

Si^  en  un  point  quelconque  de  V une  des  deux  courbes^  on  mène  une 
tangente  à cette  courbe , la  polaire  de  ce  point  touchera  Vautre  courbe 
en  un  point  qui  sera  réciproquement  le  pôle  de  cette  tangente. 

Ces  systèmes  de  points  et  de  tangentes  peuvent  s'ap|>eler  polaires  récipro- 
ques , comme  les  courbes  mêmes  dont  ils  font  partie  ; et  cette  définition 
doit  s’étendre  à des  figures  quelconques  qui  auraient  entre  elles  la  même  cor- 
rélation par  rapport  à la  section  conique  auxiliaire  (**). 


(*)  Tome  Vni  des  AnnaUt  de  Mathématiques  f pag.  aoi  et  auÎTantes. 

(**)  D*aprè«  U note  de  l'art.  196^  ou  pourrait  dire  atusi  que  ce«  figurer  sont  récipro- 
quomoat  conjuguées  harmoniques ^ relatircment  à la  •ection  conique  auxiliaire. 
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234-  Pour  en  venir  maintenant  à notre  objet,  supposons  qu’on  trace  une 
droite  arbitraire  dans  le  plan  de  la  polaire  réciproque  d’une  courbe  donnée  ; 
cette  droite  la  rencontrera , en  général , en  autant  de  points  qu’il  est  marqué 
par  son  degré.  Or,  d’après  ce  qui  précède , chacun  de  ces  points  est  le  pôle 
d’tme  ccilainc  tangente  à la  courbe  donnée , et , par  la  théorie  des  pôles  (196) , 
cette  tangente  passe  nécessairement  par  le  pôle  de  la  droite  arbitraire  ; donc 
cette  dernière  rencontrera  la  polaire  réciproque  dont  il  s’agit  en  autant  de 
points  qu’on  pourra , par  son  pôle , mener  de  tangentes  è la  courbe  donnée  : 
c’est-à-dire  que 

Le  degré  de  la  polaire  réciproque  d’une  courbe  donnée  est , au  plus , 
égal  au  nombre  qui  exprime  combien^  d'un  point  arbitraire,  on  peut 
mener  de  tangentes  à cette  dernière  courbe. 

Ainsi , dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  donnée  est  une  section  conique , 
sa  polaire  est  elle-même  une  ligne  du  second  ordre , comme  il  s’agissait  de 
le  démontrer  directement , et  sans  rien  emprunter  aux  propriétés  des  hexagones 
inscrits  et  circonscrits  aux  sections  coniques. 

11  existe  d’ailleurs  entre  la  courbe  donnée  et  sa  {lolaire  rédproque , en  gé- 
néral , des  dépendances  extrêmement  remarquables , et  qu’il  est  facile  de  ro- 
connaitre  au  moyen  de  ce  qui  précède  j ainsi , par  exemple  : 

« Les  points  de  rebroussement  de  l’une  ont  pour  rédproqucs  les  points 
» d'inflexion  de  l'autre,  et  vice  versdj  les  points  multiples  de  l’une  sont  les 
» pôles  des  tangentes  communes  à la  fois  à plusieurs  branches  de  sa  réd- 
» proque , et  précisément  à un  nombre  de  branches  'marqué  par  l’ordre  de 
» multiplicité  des  points  dont  il  s’agit,  etc.  (*).  » 

a35.  Nous  jjourrons  faire  usage  de  la  théorie  des  polaires  réciproques  par 
la  suite  ^ pour  le  moment , nous  nous  contenterons  de  remarquer , en  gé- 
néral, que  les  considérations  qui  précèdent  peuvent  s’étendre  à des  ligures 
quelconques,  composées  de  points,  de  droites  et  de  courbes  quelconques  tra- 
cées sur  le  pl.an  d'une  section  conique  ; ce  qui  donne  heu  à une  foule  de 
conséqticnces  et  de  rapprochemens  üès-curieux  concernant  la  réciprocité  et 
fanalogie  qui  existent  entre  certaines  figures  et  ccrtahics  propiiétés.  Ainsi  l’on 
voit,  par  exemple,  qu’à  charpie  propriété  des  polygones  inscrits  aux  sections 
conitpirs , rloit  correspondre  mie  certaine  propriété  des  polygones  circonscrils 
de  même  espèce,  et  vice  rersâ  ^ on  peut  même  dire,  en  généial,  rpi'il 

(*)  Vtjyez,  pour  pim  de  développenicns,  l'Articte  de«  Annales  de  Mathétnatiqnes  déjA 
cité  €i-Âcs9u«  (i32  y noie). 
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n'exisic  aucune  relation  descriptive  d’ime  figure  donnée  sur  un  plan,  qui 
n'ait  sa  réciproque  dans  une  autre  figure  ^ car  tout  consiste  à examiner  ce 
qui  SC  passe  dans  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à une  section  conique 
quelconque  prise  pour  directrice  : si , par  exemple , l'on  soumet  à cette  épreuve 
les  figures  relatives  aux  théorèmes  des  art.  170  et  aoi,  on  retombera  évi- 
demment sur  les  propriétés  des  art.  1 69  et  208 , qui , sous  ce  point  de  vue  , 
peuvent  être  envisagées  comme  les  réciproques  des  premières. 

Au  reste , la  théorie  des  polaires  réciproques , qui  n’est , comme  on  l’a  vu , 
qu'une  extension  fort  simple  de  celle  des  pôles,  s'étendrait  sans  peine  aux 
figures  dans  l’espace , en  remplaçant  la  section  conique  auxiliaire  par  une 
face  du  second  ordre  quelconque  (*)  5 mais  il  n’entre  point  dans  l'objet  de 
ce  chapitre  de  nous  arrêter  longuement  à ces  diverses  recherches , quelqu'in- 
térêt  qu’elles  puissent  d’ailleurs  présenter. 

Nom  terminerons  ici  l’exposition  des  principales  propriétés  de  la  Géométiic 
de  la  règle  et  de  la  théorie  des  transversales , en  remarquant  qu’il  n’est  au- 
etm  des  principes  établis  qui  ne  puisse  servir  à résoudre , soit  à l’aide  de  ja- 
lonnemcns  , soit  à l'aide  de  chaînages  plus  ou  moins  multipliés , quelques-uns 
des  problèmes  qu’on  se  propose  d'ordinaii’c  sur  le  terrain , lorsqu’il  s’agit  de 
tracer  des  alignemens  à travers  des  obstacles  qui  bornent  la  vue,  ou  de  me- 
surer des  distances  inaccessibles , ou  enfin  de  décrire  des  sections  coniques  et 
d’opérer  dii-ecicmeut  sur  elles , comme  ccla  est  nécessaire , par  exemple , dans 
le  tracé  des  raccordemens  de  routes , ou  de  canaux , etc.  Nous  regrettons  de 
ne  pouvoir  entrer  dans  plus  de  détails  sur  ce  sujet  intéressant  qui , au  reste , 
a déjà  été  traité,  d'imc  manière  s[>éciale,  par  M.  Scrv'ois,  dans  scs  Solutions 
peu  connues  de  dijffërcns  problèmes  de  Géométrie  pralitpie,  et  par  M. 
Drianchon  dans  son  yipplicalion  de  la  Théorie  des  transversales  ^ et  (hms 
son  Mémoire  sur  les  courbes  de  raccordement  (224 , note).  Nous  avons 
voulu  seulement  établir  les  divers  principes  de  solution , en  les  réunissant 
tous  sous  un  même  point  de  vue , ce  qui  n’avuit  point  encore  été  fliit , jus- 
qu’ici, d'une  manière  complète.  Nous  reviendrons,  au  suiqtliis,  sur  cct  objet 
par  Li  suite,  ainsi  que  sur  quelques  autres  propriétés  projectives  connues,  à 
mesure  qu'il  se  présentera  des  occasions  favorables  de  le  fiiircj  pour  le  mo- 
ment, il  convient  que  nous  reprenions  la  théorie  des  séciuitcs  réelles  ou 
idéales  communes  au  ^'slèmc  de  deux  ou  de  pluacurs  cercles , et  que  nous 
lui  donnions  toute  la  généralité  dont  elle  peut  être  susceptible. 


(*)  Voyex  la  supplément  à U fin  ilc  l’ouvrage,  art.  5^1. 
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CHAPITRE  III. 

Du  centre  de  similitude  en  généml,  et  de  celui  de  deux  cercles 
en  particulier.  — Des  cercles  qui  se  coupent  ou  se  touchent 
sur  un  plan.  — Des  sections  coniques  semblables  et  sembla- 
blement placées,  en  général. 

a36.  Nois  avons  déjà  exposé,  à la  fin  du  second  chapitre  de  la  première 
section,  quelques-unes  des  propriétés  dont  jouit  le  sjstèmc  de  deux  ou  de 
plusieurs  circonférences  de  cercle  tracées  sur  un  plan , en  les  considérant 
comme  des  applications  ladies  des  principes  posés  dans  ce  chapitre  ; mais 
il  en  existe  un  grand  nombre  d’autres,  non  moins  dignes  de  remarque,  et 
qui  n’étaient  guères  susceptibles  d’être  traitées  de  la  même  manière , au  moins 
avec  quclqu’élégancc , taudis  qu’elles  sont  au  contraire  des  conséquences , on 
ne  peut  plus  simples , des  principes  de  la  projection  centrale  j c’est  pourquoi 
nous  avons  cru  devoir  les  rejeter  dans  la  partie  des  applications,  quoiqu’elles 
appartiennent  réellement  à des  théories  purement  élémentaires.  On  peut  d’ail- 
leurs regarder  leur  cx])osition  comme  une  introduction  nécessaire  aux  pro- 
priétés analogues  des  sections  coniques  en  général  5 et , quoiqu’à  l’aide  des 
principes  de  la  projection  centrale  il  soit  possible  de  traiter  les  unes  et  les 
autres  sinuillanément , nous  avons  préféré  les  séparer  constamment  dans  nos 
recherches , afin  d'être  plus  clairs  et  de  ne  jioint  partager  mutilcment  l’atten- 
tion j nous  montrerons  au  surplus,  à la  fin  de  ce  chapitre,  comment  l'on 
peut  étendre  immédiatement  ces  mêmes  propriéu's  aux  sections  coniques  s.  et 
s.  p.  (semblables  cl  semblablement  placées)  sur  un  plan. 

337.  Considérons  donc  le  système  de  «leux  circonférences  de  cercle  (C)  et 
(C),  Fig.  38,  situées  sur  un  même  plan;  l’on  sait  qu'il  existe  toujours,  sur 
la  ligne  CC'  de  leurs  centres , deux  points  S et  S',  par  lesquels  p.issent  respec- 
tivement les  faisceaux  de  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  deux  r.iyons 
parallèles  quelconques,  selon  que  ces  rayons  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ^ 
ou  en  sens  contraire,  par  rapport  aux  centres  C et  C'.  Ces  points,  qui  di- 
visent ainsi  en  scginom  proportioimels , ou  liarmoniquenicut , la  distance  CC' 
des  centres , sont  en  même  temps  ceux  oit  concourent  respectivement , soit  les 
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tangentes  extérieures,  soit  les  tangentes  intérieures , communes  aux  deux  cer^ 
des , quand  ces  tangentes  sont  réelles  et  possibles.  Afin  de  distinguer  ces  points 
entre  eux  et  de  tout  autre  point  du  plan  des  deux  cerdes  conespondans , les 
géomètres  ont , depuis  quelque  Icmiis , donné  le  nom  de  centre  de  similitude 
directe  au  point  S où  concourent  les  droites  qui  joignent  les  extrémités  des 
rayons  parallèles  dirigés  dans  le  même  sens , et  celui  de  centre  de  similitude 
opposée  au  point  S'  où  concourent , au  contraire , les  droites  qui  joignent 
les  extrémités  des  rayons  parallèles  dirigés  en  sens  inverse. 

a38.  Nous  ferons,  sur  ces  définitions,  des  observ'ations  analogues  à celles 
que  nous  avons  déjà  présentées  (53  et  77)  sur  les  grandeurs  graphiques  en 
général  et  sur  les  axes  radicaux  des  cercles  en  particulier^  quoiqu'elles  soient 
aussi  simples  que  naturelles , à cause  que  deux  cercles  quelconques , tracés  sur 
un  plan , sont  nécessairement  s.  et  s.  p.  à l’égard  de  cbacim  des  deux  points 
dont  il  s'agit,  et  qu'elles  offrent  l’avantage  d’être  absolument  indi’pcndantes 
de  l'cxistcncc  propre  des  tangentes  commîmes^  toutefois  elles  ont  finconvé- 
nient  de  ne  pouvoir  s’appliquer  directement,  et  avec  exactitude,  au  ^stème 
de  deux  sections  coniques  ou  de  deux  courbes  en  général,  lesquelles  peu- 
vent cependant  avoir , dans  certaines  situations , des  points  jouissant  des  mêmes 
propriétés  que  ceux  où  concourent,  dans  d’autres,  les  tangentes  communes, 
bien  que  ces  tangentes  cUcs-mcmcs  soient  devenues  tout-à-fait  impossibles  ou 
imaginaires. 

Rien  plus , ces  définitions  ne  sauraient  nullement  convenir  aux  divers  pomts 
de  concours  des  tangentes  intérieures  et  extérieures  communes,  qui  peuvent 
appartenir  au  système  de  deux  cercles  tracés  sur  im  plan  5 lesquels , comme 
nous  le  verrous  bientôt  (a5g),  jouissent  cependant  de  certaines  propriétés  sem- 
blables à celles  des  centres  de  similitude , et  qui  sont  propres  à tli.'llnir  et  à 
déterminer  les  uns  et  les  autres  de  ces  points  d'une  manière  complète  et 
simuluinée.  Or,  l’un  des  objets  principaux  de  ces  recherches  étant  de  mon- 
' trer  comment  on  peut  généraliser  et  étendre  immédiatement,  an  moyen  du 
principe  de  continuité , la  conception  géométrique  des  figures , nous  ne 
croyons  pas  devoir  abandonner  entièrement  la  définition  primitive,  et  jusque 
là  généralement  admise,  de  points  de  concours  des  tangentes  communes , 
laquelle  a l’avanUigc  d’être,  en  quelque  sotte,  intuitive,  et  de  présenter  un 
caractère  purement  giapbiqtie  ou  descriptif  de  fobjet  ; seulement,  pour  éviter 
l’espèce  de  contradiction  qui  peut  avoir  lieu,  dans  certains  cas,  entre  les 
termes  et  les  objets  qu'ils  servent  à désigner,  on  peut,  si  toutefois  on  le  juge 
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absolnmcnt  indispensable,  employer  à l’ordinaire  les  adjectiÊ  réel  el  idéal ^ 
qui  ne  poriciii  que  sur  la  manière  d’être  de  Fobjet  défini  k l’égard  de  ceux 
qu’on  rappelle  ou  dont  il  dépend , et  non  sur  son  existence  propre  qui  est 
rensée  demeurer  absolue  et  réelle.  D’après  cela,  nous  appellerons  indistinc- 
tement, selon  les  vues  particulières  de  l’esprit,  les  points  S et  S',  centres  de 
similitude,  points  de  concours  des  tangentes  communes,  relativement  au  sys- 
tème des  cercles  (C)  et  (C")  auxquels  ils  se  rapportent. 

On  pourrait , au  surplus , justifier , à priori , ces  dernières  définitions , pour 
le  cas  où  les  tangentes  sont  imaginaires,  de  la  même  manière  qu’on  l’a  fait 
pour  les  sécantes  idéales  communes  à deux  cercles  (69);  il  suflîrait,  pour 
cela , de  considérer  les  hyperboles  supplémentaires  relatives  à ces  sécantes  ; car 
elles  auraient  ésidemment  les  mêmes  centres  de  similitude,  et  ces  centres 
appartiendraient  k des  tangentes  réellement  communes  aux  hyperboles. 

a 39.  L’existence  du  centre  de  simititude  n'est  point  particulière  au  cas  de 
deux  cercles  tracés  sur  un  plan,  elle  a lieu  pour  deux  figures  quelconques, 
s.  et  s.  p.  (4a , note) , soit  sur  im  plan , soit , en  général , dans  l'espace. 
Le  centre  de  similitude  n’est  autre  chose , dans  ces  divers  cas , que  le  point 
vers  lequel  convergent  toutes  les  droites  ou  rajfons  de  similitude  qui  joignent , 
deux  k deux,  les  points  homologues  de  l’une  et  l’autre  figure,  et  qui  di- 
vise toutes  ces  droites , ou  leurs  prolongemcns , en  deux  segmens  proportion- 
nels (*)  ; c'est  d’ailleurs  im  centre  de  similitude  directe  ou  opposée,  scion  que 
les  deux  segmens  en  question  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraire  par  rapport  à ce  point. 

a4o.  Daix  figures  s.  et  s.  p.  n’ont  évidemment,  en  général,  qu’un  cenue  de 
similitude , soit  directe , soit  opposée  ; mais , quand  elles  ont , comme  le  cercle , 


(*)  I)  est  éTÎdent  réciproquement  que,  lorsque  deux  figure*  quelconque*  ont  un  tel 
point , ces  figures  *ont  nécessairement  s.  et  *.  p.  ; et  qu'il  en  est  de  même  du  cas  où  , ayant 
leur*  lignes  homologue*  parallèles,  elle*  ont,  en  outre,  un  point  de  contour*  unique  de* 
droite*  joignant  les  ptnnt*  homologue*;  c’est.à.dire  un  centre  de pn^eetion  (9).  Toute*  ce* 
nodon*  aont  tellement  simple*,  et  dérÎTent  ai  immédiatement  de*  premier*  principes  de  la 
Géométrie,  qu’on  pourrait,  en  quelquesorts,  le*  considérer  comme  de*  axiomes,  ainsi  que 
le  propose  lui*méme  l’auteur  de  la  Géométrie  de  position , (pag.  4^i , note.  ) La  dernière, 
sur-tout,  mérite  d’être  remarquée,  en  ce  qu’elle  ne  repose  uniquement  que  sur  l’idée  de 
direction  indéfinie  de*  lignes,  idée  fondamentale  et  qui  n’a  rien  de  commun  avec  celle  de 
leur  grandeur,  malgré  ce  qni  en  a été  dit,  à l’endroit  cité,  par  M.  Carnot.  Nous  donnerons , 
dans  la  section  suirante , quelque*  éclaircistemen*  sur  cet  objet. 
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la  sphère , les  lignes  et  les  surfaces  du  second  ordre , im  centre  de  figure  ou 
de  ^métrie,  elles  ont  nécessairement  aussi  deux  centres  de  similitude,  soit 
directe , soit  inverse  ^ il  est , au  reste , bien  évident  que , dans  tous  les  cas , 
quand  l’une  des  figures  est  plane , celle  qui  lui  correspond  l’est  aussi.  Enfin , 
ridée  de  similitude  de  grandeur  et  de  position  de  deux  figures  quelconques , 
tracées  ou  non  dans  iin  même  plan , emportant  avec  elle  celle  de  la  propor- 
tionnalité et  du  parallélisme  des  droites  homologues  (i43,  note),  les  notions 
qui  précèdent  et  celles  qui  suivent  en  découlent  comme  corollaires  très- 
simples. 

a4i.  Considérons  deux  figures  quelconques  s.  et  s.  p.  ; il  est  clair  que  les 
droites  et  les  plans  qui  appartiennent  k des  points  homologues  sont  eux-mêmes 
homologues  et  parallèles , ou  concourent  à l’infini  ^ comme  aussi  les  points  et 
les  droites  qui  sont  fintcrscction  mutuelle  de  droites  ou  de  plan  homologues , 
sont  eux-mêmes  homologues  \ d’ailleurs  les  points  homologues  quelconques 
sont  sur  des  droites  dirigées  vers  le  centre  de  similitude , et  il  en  est  de  même 
des  plans  qui  renferment  les  droites  homologues , quand  la  figure  est  dans  l’es- 
pace ; donc  on  peut  conclure  immédiatement  que , 

i".  c Si  un  certain  point  de  l’une  des  figures  se  meut  sur  une  droite , une 
courbe  ou  une  surface  quelconque , son  homologue , dans  l’autre , décrira 
aussi  une  droite , une  courbe  ou  une  surface  homologue  à la  première , c’est- 
à-dire  une  ligne  ou  surface  semblable  de  grandeur  et  de  position , et  par  con- 
séquent du  même  ordre  ou  degré.  » 

a”.  < Si  une  certaine  ligne  ou  surface  de  Tune  des  figures  est  assujettie , soit 
à pivoter  sur  un  point  fixe,  soit  à rouler  autour  d’üne  autre  ligne  ou  d'une 
autre  surface  quelconque , son  homologue  pivotera  aussi  sur  le  point  homo- 
logue au  premier,  ou  roulera  autour  d’une  courbe  ou  surface  homologue 
à la  première , c’est-à-dire  semblable  de  grandeur  et  de  position , et  par  con- 
séquent du  même  ordre.  » 

3“.  « Les  lignes  et  les  surfaces  homologues  des  deux  figures  ont  nécessai- 
rement leurs  branches  et  leurs  uappes  infinies  parallèles  ou  asymptotiques 
(io3  et  io4)  ) c’est-à-dire  qu’il  n’existe  aucun  point  ou  auame  ligne  à l'infini 
de  l’une  des  deux  figures  qui  n’appartienne  en  même  temps  à Tautre.  » 

4°.  « Les  lignes  et  surfaces  de  Tune  des  Qgures  s’entrecoupent  en  des  points 
et  des  lignes  qui  ont  pour  homologues  ceux  ou  celles  qui  appartiennent  aux 
lignes  et  surfaces  homologues  de  l’autre  figure , etc.  > 

En  général , on  voit  que  toutes  les  constructions  ,•  ou  opérations  quelconques , 
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que  l’on  pourra  effectuer  sur  l’une  des  figures , se  re'pe'teront , de  la  même 
manière , sur  l’autre , et  produiront  de  nouvelles  figures  s.  et  s.  p. , soit  entre 
elles , soit  à l’egard  des  premières.  11  est  d'ailleurs  e’vident  que  le  centre  de  simi- 
litude sera  tm  point  de  concours,  re’el  ou  idéal,  des  tangentes  communes, 
poiu-  chaque  couple  de  lignes  homologues  qui  se  trouvent  décrites  dans  im 
seul  plan , et  im  sommet  de  stirlàce  conique  enveloppante , pour  chaque  couple 
de  surfaces  ou  de  lignes  homologues  situées  dans  l’espace. 

24 a.  Revenons  maintenant  au  cas  particulier  de  deux  cercles  (C)ct(C'), 
Fig.  38,  tracés  sur  un  même  plan  j ce  que  nous  pourrons  dire , des  deux  centres 
de  similitude  S et  S'  qui  leur  appartiennent,  s’appliquera  immédiatement  à ceux 
de  deux  sections  coniques  quelconques  s.  et  s.  p.  sur  un  plan  ^ or  il  est  essen- 
tiel de  remarquer  qu’à  chaque  point  A,  pris  à volonté  sur  l’un  des  cercles, 
et  pour  im  même  centre  de  similitude  S , correspondent  en  général , sur  l'autre , 
deux  points  A'  et  E'  placés  sur  la  droite  qui  joint  le  premier  au  centre  de 
similitude  ; mais  il  n’y  en  a évidemment  qu’un  seul  A'  qui  soit  homologue 
par  similitude  avec  A ; c’est  celui  dont  l’arc  a sa  courbure  dirigée  dans  le 
même  sens , par  rapport  au  centre  de  similitude  S , que  l’arc  qui  appartient 
au  point  A : pour  le  distinguer  du  point  E' , nous  dirons  qu’il  est  Yhomologue 
direct  du  point  A,  et  que  le  point  E'  est  ï homologue  inverse  du  même 
pomt. 

243.  En  conséquence  de  ces  définitions,  deux  arcs,  deux  cordes,  deux 
tangentes,  etc. , appartenans  respectivement  à deux  cercles , seront  directement 
ou  inversement  homologues , suivant  que  leurs  extrémités  ou  points  de  contact 
seront  des  points  de  l’une  ou  de  l’autre  espèce  •,  et  cette  définition  devra  s’é- 
tendre en  général  à des  points,  des  droites,  des  courbes  quelconques  qui 
pourraient  provenir  des  premiers  points  ou  des  premières  droites. 

On  voit  d’après  cela  qu’à  un  point , un  arc , une  corde , une  tangente , etc. 
donné  par  rapport  à l’uu  des  deux  cercles,  il  ne  correspond  jamais , sur 
Fautre , qu’un  seul  point , un  seul  arc , une  seule  corde , etc. , duquel  on  puisse 
dire  qu’il  est  son  homologue  de  l’une  ou  de  Pautre  espèce , du  moins  relative- 
ment au  même  centre  de  similitude. 

244'  Nous  avons  exposé,  dans  ce  qui  précède,  les  nombreuses  propriétés 
dont  jouissent  les  points , droites , etc.  homologues  directs  j et  U en  résulte , 
en  panictilier , que  les  lignes  droites  on  courbes , homologues  de  cette  espece , 
sont  parallèles  ou  concourent  sur  la  sécante  idéale , à l’infini , commune  aux 
deux  cercles  (94  et  1 07)  ; or  je  dis  que  toutes  ces  propriétés  ont  lien , d’une 
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manière  analogue,  pour  les  points,  droites,  etc.  homologues  inverses,  rela- 
tivement à l'autre  sécante , à distance  finie , commune  à ces  mêmes  cercles , 
c'est-à-dire  relativement  à leur  axe  radical. 

11  suIRt , pour  cela , de  démontrer  que  le  premier  de  ces  systèmes  peut  être 
envisagé  comme  la  projection  ou  perspective  de  Fautre  et  réciproquement  ; 
et  c’est  ce  qui  a heu  en  effet , puisque  Ton  peut,  en  général  (119  et  laa), 
mettre  la  figure  en  projection , sur  un  nouveau  plan , de  façon  que  les  cercles 
proposés  y demeurent  encore  des  cercles  pour  lesquels  la  sécante  commtme 
à l'infini  sera  devenue  la  sécante  commune  à distance  finie  (137)  et  vice  versa  j 
il  est,  en  outre,  bien  évident  qu'il  se  sera  fait  un  pareil  échange  entre  les 
deux  poiijts  de  concours  des  tangentes  intérieure*  ou  extérieures  communes, 
qui  ainri  seront  encore  des  centres  de  âmiJitude  dans  la  nouvelle  figme , et 
comme  tels,  par  conséquent,  jouiront  des  propriétés  ci-dessus  exposées  (a4i). 
Mais,  dans  cette  nouvelle  figure,  les  points  et  lignes  homologues  directs  sont 
évidemment  remplacés  parles  points  et  lignes  homologues  inverses,  et  pareille 
chose  a lieu, dans  la  figure  primitive , à l’égard  de  sa  projection^  doue  leurs 
systèmes  jouissent  des  mêmes  propriétés  projectives  par  rapport  aux  sécantes 
commîmes  qui  leur  correspondent  respectivement. 

Cette  démonstration,  il  est  vrai,  ne  s'applique  en  toute  rigueur  (lai)  qu’au 
cas  où  la  sécante  à distance  finie , commune  aux  cercles  proposés , est  idéale  ^ 
mais  il  est  facile  de  la  rendre  entièrement  générale , en  supposant  que  l'on 
mette  la’ figure  en  projection,  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  (laS)  que  les 
deux  cercles  deviennent  des  sections  coniques  quelconques  s.  et  s.  p. , pour 
lesquelles  les  raisonnemens  qui  précèdent  demeurent  rigoureusement  appli- 
cables , sans  restriction. 

Enfin  il  est  évident,  d'après  les  principes  des  art.  ia5  et  137,  que  les 
mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes  conséquences  sont  applicables  à des  sec- 
tions coniques  quelconques  s.  et  s.  p.  sur  un  plan  (343);  mais,  comme  cette 
remarque  snfasiste,  à quelques  restrictions  piès,  pour  tout  'ce  qui  va  être  dit 
touchant  le  cas  particulier  de  la  circonférenee  du  cercle,  il  devient  mutile 
de  la  répéter  à chaque  fois,  et  nous  pouvons  renvoyer  à la  fin  de  ce  cha- 
pitre ce  qui  est  esMOtiel  à dire  sur  le  cas  .général.  Ainsi  dorénavant  il  ne 
sera  plus  qoestion  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

a45.  D’spvê*  œ-qui  précède,  deux  circonférences  de  cercle,  tracées  sur 
un  même  plan,  penvest  être  regardées manières  différentes, 
comme  la  projection  oa  perspeetû>e  l'un#ihvahe , par  rapport  à chacun 
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de  leurs  centres  de  siinilitudc  pris  pour  centre  de  projection , selon  que  les 
points,  arcs  et  lignes  que  Ton  considère  sont  homologues  directs  ou  inverses; 
dans  la  première , les  lignes  homologues  sont  parallèles  et  concourent  sur  la 
sécante  à l'infini  commune  aux  deux  cercles;  dans  l'autre,  les  lignes  homo- 
logues concourent , au  contraire,  sur  la  sécante,  à distance  finie,  commune  aux 
mêmes  cercles;  en  sorte  que  les  figures  qui  résulteraient  de  là  cesseraient 
d'être  (a4i)  semblables  de  grandeur  et  de  position,  et  jouiraient  simplement 
des  propriétés  de  la  projection  plane  (i)  ou  perspective  ordinaire. 

3^6.  On  voit  qu'id  le  mot  de  projection  a un  sens  beaucoup  plus  res- 
tremt  que  celui  que  nous  lui  avons  accordé , art.  9 et  i4 , puisque  les  lignes  ho- 
mologues , qui  sont  la  projection  les  unes  des  autres , au  lieu  d'être  quelcon- 
ques, sont  nécessairement,  ou  parallèles,  ou  concourantes  sur  une  droite 
donnée  dans  le  plan  de  la  figure  ; droite  que , pour  cette  raison , on  poui^ 
rait  appeler  Vaxe  de  projection  ou  de  concours  des  deux  figures. 

Pour  en  avoir  une  idée  entièrement  exacte,  on  pourrait,  dana  l'un  ou 
l'autre  des  cas  dont  il  s'agit , regarder  les  deux  cercles  comme  représentant , 
de  deux  manières  diirércntcs , deux  sections  planes  d'une  surface  conique  dont 
le  sommet  serait  le  centre  de  similitude  que  l'on  considère  en  particulier; 
dans  le  premier  cas,  les  sections  seraient  parallèles;  dans  le  second,  elles 
concourraient  en  une  droite  représentée  par  la  sécante,  à distance  finie,  com- 
mune aux  deux  cercles. 

347.  Toutes  ces  propriétés,  sur  lesquelles  nous  nous  proposons  die  revenir 
d'une  manière  générale  dans  la  section  suivante,  pourraient  s'établir , au  sur- 
plus, directement  et  sans  avoir  recours  aucunement  aux  considérations  de 
l'espace  ; elles  subsisteraient  évidemment  encore , en  tout  ou  en  partie  et  avec 
des  modifications  convenables,  si  l'on  venait  à supposer,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  continuité,  que  l'un  des  deux  cercles  proposés,  ou  tous  deux,  de- 
vinssent infiniment  petits,  infiniment  grands,  ou  se  rapprochassent  Fun  de 
l'autre  jusqu'à  ime  distance  insensible;  c'est-à-dire  si  Ton  supposait  que  ces 
cercles  se  réduisissent , soit  séparément , soit  ensemble , à des  points  (76) , des 
droites  (qS)  , ou  se  confondissent. 

Dans  ce  dernier  cas,  en  admettant  que,  pour  se  confondre  avec  l'autre, 
l'un  des  cercles  ait  glissé , en  variant  de  grandeur , entre  les  deux  tangentes 
qui  lui  sont  communes  avec  ce  cercle , ou , ce  qui  revient  au  même , s'en 
soit  rapproché  en  conservant  le  même  centre  de  similitude  qu'auparavant , 
la  sécante  commune , à distance  fiuic , sera  devenue  évidemment  b sécante  ou 
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corde  de  contact  des  deux  tangentes  communes  et  du  cercle  fixe,  c’est-à-dire 
la  polaire  du  point  de  concoui's  de  ces  tangentes  ou  du  centre  de  similitude  ; 
les  lignes  et  les  points , que  nous  avons  appelés  homologues  directs , se  seront 
confondus  deux  à deux , tandis  que  les  lignes  homologues  inverses  concour- 
ront , comme  auparavant , sur  la  sécante  de  contact  ou  polaire  dont  il  s’agit. 

348.  Ainsi  les  propriétés  du  pôle  et  de  la  polaire , et  par  conséquent  celles 
des  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits  (186),  ne  sont  que  des  consétjuenccs 
fort  simples  et  des  cas  particuliers  de  celles  des  séointes  communes  et  des 
points  de  concours  des  tangentes  communes  ; or  il  résulte , de  ce  rapproche- 
ment et  de  ce  <jui  précède , que , relativement  à un  point  quelconque  ou 
pôle  pris  pour  centre  de  projection , deux  arcs  opposes  d’un  même  cercle , ou 
d'une  même  section  conique  (a4a  et  344))  peuvent  être  regardés  comme  la 
projection  ou  perspective  l’un  de  l'autre  , dans  le  sens  ci-dessus  indiqué  (34C). 
Quand , en  outre , le  point  que  l'on  considère  se  confond  avec  le  centre  de  la 
courbe , la  projection  devient  similitude , ou , plus  exactement  encore , symé- 
trie ; la  sécante  commune  ou  axe  de  concoms  passe  à finllui  : c’est  par  con- 
séquent la  polaire  du  centre  de  la  courbe  (117). 

Arrêtons-nous  un  instant  à l'examen  de  quelques-unes  des  conséquences  rpii 
découlent  du  cas  général  (a45) , où  l'on  envisage  deux  circonférences  de  cercle 
quelconques  (C)  et  (C"),  Fig.  38,  situées  dans  un  même  plan. 

349.  Il  en  résulte  en  premier  lieu  que,  l’un  quelconque  S des  centres 
de  similitude  de  ces  cercles  étant  donné , on  eu  peut  déduire  simultanément , 
et  par  une  construction  très-simple,  les  deux  sécantes  communes  qui  leur 
appartiennent.  En  effet,  si,  du  point  S dont  il  s’agit,  on  mène  deux  trans- 
versales arbitraires  SA , SB  rencontrant  ces  cercles , la  première  en  A et  E , 
A'  et  E'  respectivement,  la  seconde  aux  points  B et  D,  B'  et  Ü'  correspon- 
dons aux  premiers , puis  qu’on  trace  indéfiniment  les  conles  qui  joignent , deux 

• à deux , les  points  qui  appartiennent  à un  même  cercle  : 

1”.  Les  cordes  AB  et  A'B',  DE  et  D'E',  etc.,  qui  sont  homologues  di- 
rectes (34^))  seront  parallèles  et  concourront  sur  la  sécante  y à Finfuii^ 
commune  aux  deux  cercles. 

3".  Les  cordes  AB  et  D'E' , DE  et  A'B' , etc. , qui  sont  homologues  in- 
verses (343),  iront au  contraire^  concourir  sur  la  sécante  commune 
à distance  faùe^  ou  sur  VeuJt  radical  des  deux  cercles. 

350.  Ou  pourrait  ne  tracer  ou  ne  sc  donner  qu'une  seule  transversale  SA  , 
et  alors,  en  menant  les  tangentes  aux  points  A et  £,  A'  et  E'  «pi  lui  cor- 
respondent respectivement  sur  les  deux  cercles , 3 arriverait  encore  tpie 
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i“.  Celles  AV  et  AT',  EP  et  ET*,  qui  sont  homologues  directes,  se- 
raient parallèles  ou  iraient  concourir  sur  la  sécante,  à Vm/ini,  commune 
aux  deux  cercles. 

Celles  AP  et  E'P,  EP  et  A'P*,  qui  sont  homologues  inverses , iraient , 
au  contraire , se  rencontrer  sur  la  sécante  commune  ordinaire  des  deux 
cercles.  Ou  leur  axe  radical. 

aji.  Ces  deniicrcs  relations , parfaitement  analogues  à celles  qui  ont  lieu 
pour  le  cas  où  les  cercles  sont  dans  l’espace , et  ont  ime  sécante  commune 
réelle  ou  idéale  (66)  , conduisent  immédiatement  à la  réciproque  suivante  : 

Si,  if  un  point  quelconque  de  ftuie  ou  de  Vautre  sécante  commune 
au  système  de  deux  cercles  quelconqtus  tracés  sur  un  plan , on  mène 
des  tangentes  à chaque  cercle  respectifs  qu'on  joigne  ensuite  deux  à 
deux,  par  des  lignes  droites,  les  points  de  contact  qui  appartiennent  à 
des  cercles  différons,  les  unes  iront  concourir  an  centre  de  similitude 
directe , les  autres  au  centre  de  similitude  opposée  des  deux  cercles  dont 
il  s'agit. 

aSa.  Ainâ , non-seulement  on  peut  construire  les  sécantes  communes  à deint 
cercles  décrits  sur  un  plan , quand  on  se  donne  un  de  leurs  centres  de  similitude , 
ou  simplement  une  droite  quelconque  passant  par  ce  centre , jnais  on  peut  aussi 
déterminer  simultanément  les  deux  centres  dont  il  s'agit , au  moyen  d’un  seul 
point  appartenant  à Tune  de  ces  sécantes. 

On  peut  même  obtenir  directement  un  second  point  de  cette  sécante , et 
par  conséquent  sa  direction  indéfinie,  sans  avoir  recours  nullement  aux 
centres  de  sîmilimde  donnés  par  la  construction  qui  précède.  H est  évident, 
en  effet , que  les  cordes  de  contact  qui  sont , sur  chaque  cercle  respectif, 
les  polaires  du  point  pris  à volonté  sur  l’imc  des  sécantes  communes , sont 
des  droites  à Li  fois  homoiogues  par  rapport  aux  deux  centres  de  simili- 
tude, dont  l’espèce  est  indiquée  par  la  nature  de  la  sécante  que  l’on  con- 
sidère en  partiatlicr;  c’est-à-dire  qu'eUcs  sont  directes,  si  le  point  donné  est 
pris  sur  la  sécante  commune  à finfmi , et  inverses  dans  le  cas  contraire  ; donc , 
ces  deux  cordes  ou  polaires  étant  homologues , vont  concourir  réciproquement 
(249)  eu  un  point  de  la  sécante  même  d’où  elles  proviennent. 

Cette  conséquence  revient  d’ailleurs  au  théorème  de  l’art.  82  , dont  elle 
offre  ainsi  une  démonstration  simple  et  nouvelle. 

253.  On  rcmarqtiera  que , quand  le  point  d’où  partent  les  tangentes  est  pré- 
cisément celui  qiû  appartient  à la  fois  aux  deiuc  sécantes  communes  des  cercles , 
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lequel  est  à l'inliiii , la  construction  ci-dcssus  cesse  d'être  possible , ou  plutôt 
elle  devient  illusoire  dans  son  objet ^ ilcstévidentjcn  eflêt,que  les  cordes  de 
contact  ou  polaires  correspondantes  cessent  de  s’entrecouper  et  se  conTundeut , 
pour  la  direction , avec  la  ligne  CC'  des  centres  des  deux  cercles  projiosés. 

La  même  remarque  doit  s’appliquer  au  cas  où  l’on  se  donne  seulement  (aSo) 
une  transversale  SA , passant  par  l'im  S des  centres  de  similitude  des  deux 
cercles,  pour  déterminer  leurs  sécantes  communes;  car,  si  cette  transversale 
se  confond  avec  la  ligne  des  centres  CC' , les  tangentes  AP,  E'P*,  ejc. , qui  lui 
correspondent  sur  les  deux  cerrJcs , deviendixjnt  é\  iderament  à la  fois  paral- 
lèles entre  elles  et  à la  sécante  commune  ordinaire;  c’est-à-dire  qu’elles  ne 
, donneront  que  le  point  qui  appartient  à la  fois  à cette  sécante  et  à celle  qui 
est  à l’infini.  Nous  verrons  d’ailleurs  bientôt  (a58)  comment  on  peut,  dans 
le  cas  général , déterminer  directement  le  centre  de  similitude  S , au  moyen 
de  la  transversale  SA  qui  y passe , sans  recourir  [nullement  à la  construction 
des  sécantes  communes. 

n54.  Quoi  qu’il  en  soit,  il  résidtc  de  ce  qui  précède , et  de  ce  que  les  deux 
centres  de  ^'métrie  ou  de  figure  des  deux  cercles  sont  les  pôles  (348)  de 
la  sécante  qui  leur  est  commune  à l’inHui,  qu'une  seule  de  ces  six  choses 
étant  donnée  : les  deux  centres  de  symétrie  , les  deiu  centres  du  similitude , 
ou  deux  droites  passant  respectivement  par  ces  centres  (aSo),  les  deux  sécantes 
communes , ou  deux  points  appartenans  respectivement  à ces  sécantes  (aSa)  ; 
les  cinq  autres  s’ensuivent  nécessairement  par  des  constructions  très-simples, 
et  qui  n’exigent  toutes  que  l’emploi  de  la  simple  ligne  droite  ou  de  la  règle , 
quand  les  deux  cercles  sont  donnés  et  décrits  sur  un  plan. 

En  effet,  nous  avons  enseigné , dans  le  chapitre  précédent,  les  moyens  de 
construire  linéairement,  soit  (187,  ao6)  des-tangeutes  passant  par  des  points 
pris  au  dehors  ou  sur  le  périmètre  d’une  section  coulcpie  donnée  et  décrite , 
soit  (197)  des  droites  parallèles  à des  parallèles  déjà  tracées,  c'est-à-dire  allant 
concourir  avec  elles  à l’iufmi  sur  le  plan  de  la  figure.  D’ailleurs , le  centre  de 
fun  des  deux  cercles  proposés  étant  donné,  on  en  déduit,  sons  peine,  autant 
de  ^tèmes  de  droites  parallèles  qu’on  veut , ou  de  dioites  coucourautes , deux 
à deux,,  sur  la  sécante  à l'inGui  commune  aux  cercles  dont  il  s’agit;  car  tout 
consiste  évidemment  à mener , par  ce  centre , des  diamètres  quelconques , 
et  à joindre  ensuite  leurs  extrémités  par  des  droites , dont  les  opposées  se- 
raient nécessairement  parallèles. 

a55.  Il  arrive , fort  souvent,  que  deux  circonférences , données  et  décrites 
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sur  un  plan,  s'entrecoupent  en  deux  points  on  se  touchent;  on  pourra  donc 
alors  déterminer  leurs  centres  de  similitude  et  de  syme’trie,  au  moyen  des 
constructions  qui  précèdent,  le  tout  sans  employer  d’autre  instrument  qu’une 
règle;  on  pourra  même  construire  des  parallèles  ou  des  perpendiculaires  à 
des  droites  données,  partager  en  parties  égales  des  arcs  et  des  angles  don- 
nés , etc. , en  observant  que  le  diamètre , perpendiculaire  à une  droite  donnée 
sur  le  plan  d'un  cercle,  renferme  le  pôle  de  cette  droite,  divise  en  deux 
parties  égales  la  corde  et  l’arc  qui  lui  correspondent , et  qtie  les  tangentes  à 
ses  extrémités  sont  parallèles  à cette  même  droite,  etc. 

• Ces  choses  auraient  encore  lieu  si , les  cercles  ne  se  rencontrant  pas , l'on 
se  donnait  un  point  de  la  sécante  commune  à rinfîn^  ou  deux  parallèles  quel-  • 
conques,  puisqu’on  en  déduirait  aisément  (a54)  les  centres  de  symétrie  de 
ces  cercles.  Mais  il  n'en  serait  plus  ainsi  évidemment  du  cas  où  l’on  n'au- 
rait à sa  disposition  que  la  circonférence  d'un  seul  cercle  avec  un  système  de 
parallèles  quelconque;  car  il  serait  impossible  d'obtenir,  avec  la  règle  seule, 
d'autres  diamètres  que  celui  qui  a pour  pôle  le  point  à rinlîni  de  ces  paral- 
lèles. Pour  en  obtenir  un  second , il  faudrait  un  nouveau  système  de  paral- 
lèles dilTéremment  inclinées;  c'est-à-dire  que,  même  avec  un  cercle  donné 
et  décrit  sur  im  plan , dont  le  centre  est  d’ailleurs  inconnu , il  est  impossible 
de  consuuire  des  droites  parallèles  à des  droites  données,  ou  d’obtenir  des 
points  de  la  droite  à l'infini  du  plan,  autrement  qu’en  se  dormant  im  pa- 
rallélogramme sur  le  plan  de  ce  cercle , ou  deux  points  quelconques  de  la 
droite  dont  il  s’agit  (198). 

Sous  ce  rapport  donc,  on  n’est  guères  plus  avancé  avec  un  cercle  que 
« l'on  n’en  avait  point  du  tout  ; mais  atissi , le  centre  étant  une  fois  coimu , 
on  pourra  résoudre,  avec  ce  cercle , des  questions  qu’on  ne  résoudrait  pas  avec 
le  simple  parallélogramme , questions  déjà  indiquées  ci-dessus , et  dont  quel- 
ques-unù  ont  occupé , d’une  manière  spéciale , l’ingénieux  Lambert  à la  fm  de 
sou  Traité  de  perspective  (ig']  ^ note).  Nous  nous  proposons,  au  surplus,  de 
revenir  dans  le  chapitre  suivant , d’une  manière  générale , sur  ces  diverses  ré- 
flexions, en  donnant  des  moyens  de  construire  linéairement  tous  les  pro- 
blèmes du  second  degré , au  moyen  d’un  seul  cercle  dont  le  centre  est  assigné 
et  le  périmèue  tracé. 

a56.  Retournons  maintenant  aux  considérations  d’où  nous  sommes  partis 
(349)  et  à la  fig.  38  qui  les  concerne.  D'après  la  théorie  des  pôles  (194  et 
348) , les  points  U , I où  se  croisent , deux  à deux , respectivement  les  cordes 
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AB  et  DE , AD  et  BE , et  le  point  P où  concourent  les  ungentes  AP  et  EP 
du  cercle  (C),  c’est-à-dire  le  pôle  de  SA,  sont  situds  sur  la  polaire  UP  du 
centre  de  similitude  S d’où  ces  cordes  et  ces  tangentes  proviennent  : il  en 
est  de  màme  évidemment  des  points  11',  P et  P'  qui  sont  les  croisemens  des 
cordes  et  des  tangentes  du  cercle  (C),  homologues  aux  premières;  ces  points 
sont  pareillement  sur  la  polaire  du  centre  de  similitude  S , relative  à ce  cercle. 
Mais  chacun  des  premiers  points  est  évidemment  S la  Ibis  homologue  direct 
et  inverse  par  rapport  à cehii  qui  hii  correspond  dans  l'autre  cercle , puisque 
les  deux  thèmes  de  cordes  ou  de  tangentes  dont  ils  proviennen^^sout  eux- 
mèmes  dans  ce  cas  (a4^)i  ^ deux  séries  de  pomts  semblables  com- 

prennent évidemment  tous  ceux  qui  jouissent  de  cette  propriété  par  rapport 
au  centre  de  similitndc  S.  Donc 

Tous  les  points  du  plan  de  deux  cercles , qui  sont  à la  fois  homolo- 
gues directs  et  inverses  par  rapport  à F un  de  leurs  centres  de  simili- 
tude , pris  en  particuUerj  sont  distribués  respectivement  sur  deux  droites , 
polaires  de  ce  centre  de  similitude , lesquelles  sont  ainsi  elles-mêmes  à la 
fois  homologues  de  Fune  et  de  F autre  espèce. 

357.  Les  deux  droites  UP,  H'P'  sont  évidemment  parallèles  et  concourent 
à l’iniiui  au  point  de  l'intersection  des  deux  sécantes  communes  aux  cercles  (C) 
et  (C*)  ; je  ^ , de  plus  , qu'elles  sont  ^metriquement  placées  de  part  et  d'autre 
de  celle  K3I  de  ces  sécantes  qui  est  à distance  ûnie.  Eu  elTet , les  quatre  tan- 
gentes aux  points  A , E , A',  E'  appartenans  à la  transv'ersale  SA , forment , par 
leurs  intersections  mutuelles,  un  parallélogramme  PKP'L,  dont  une  diagonale  KL 
se  confond  (aSo),  pour  la  direction,  avec  la  sécante  en  question,  et  dont 
Pautre,  terminée  aux  points  P et  P appartenans  aux  polaires  du  centre  de  si- 
militude S , se  trouve  ainsi  divisée  en  deux  parties  égales  par  cette  sécante, 
n suit  de  là  évidemment  (88 , 3*.)  que 
Les  polaires  de  Tun  quelconque  des  centres  de  similitude  de  deux 
cercles  sont  réciproques  Fune  de  F autre,  dans  le  sens  de  Fart.  84,  et 
jorment  avec  les  deux  sécantes  communes  à ces  cercles  un  faisceau  de 
quatre  droites  harmoniques.  o 

a58.  Enfin , si  Ton  remarque  que  les  points  P et  P,  pùles  de  la  transvci^ 
sale  SA  par  rapport  à chaque  cerdc  respectif,  sont  nécessairement,  d’après 
ce  qui  précède , à la  fob  homologues  de  l'ime  et  de  Pautre  espèce , cpiclle  que 
soit  la  position  de  cette  transversale , on  en  conclura  que 

Les  pôles  de  toute  droite  passant  par  F un  des  centres  de  similitude 
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de  deux  cercles  sont  homologues  et  se  trouvent^  comme  tels ^ placés  sur 

une  droite  concourant  réciproquement  en  ce  centre. 

Celle  propricié  esi  lellcmenl  caractérijtiquc  que , lorsqu’elle  a lieu  pour  deux 
cercles  ei  un  poinl  situés  dans  un  plan  commun , il  fàul  nécessaircmenl  que 
ce  poinl  soit  un  de  ceux  où  concourent  les  tangentes  communes  à ces  cercles. 
U est,  en  cfTet , évident  que  la  transversale  qui  passe  par  ce  point  ne  peut  devenir 
tangente  à l’un  des  cercles , sans  le  devenir  en  même  temps  à l’autre  ; car  les 
deux  pôles  coircspondans  se  trouvent  alors  à la  fois  sur  cette  transversale. 

359.  Cette  démonstration  n’est,  fl  est  vrai,  satisfaisante  pour  tous  les  cas 
qu’auiant  que  l’on  admet  le  principe  de  continuité;  mais,  d’après  la  re- 
marque i laquelle  elle  donne  lien  , le  point  que  Ton  considère  doit  être,  ou 
tout-à-fait  extérieur,  ou  toui-à-fail  inlérieiu-  aux  deux  cercles  proposés  : dans 
le  premier  cas , ce  point  est  réellement  un  point  de  concours  des  tangentes 
communes  ; dans  le  second , la  discussion  directe  ^prend  que  ce  point  est 
nécessairement  placé  sur  la  ligne  des  centres  de  figure  et , si  l’on  abaisse  alors 
de  ces  centres  deux  perpendiailaires  sur  une  transversale  quelconque  dirigée 
vers  le  point  domié,  elles  passeront  par  les  pôles  correspondans  de  cette 
transversale  ; or  on  conclut  immédiatement  des  triangles  semblables , et  de  ce 
que  chaque  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  la  distance  du  centre  au 
pôle  et  à la  transversale , que  ces  rayons  sont  entre  eux  comme  les  distances 
des  deux  centres  au  point  donné  ; propriété  qui  ne  convient  évidemment 
qu’aux  seiib  centres  de  similitude  des  deux  cercles. 

La  dilTicuIté  que  nous  venons  de  rencontrer  provient  de  ce  qu’il  existe 
d'autres  points  que  les  centres  de  similitude  directe  et  inverse , qui  jouissent  de. 
la  propriété  examinée  ; car  on  peut  démontrer , et  nous  démontrerons  plus 
tard  directement,  que  chactm  des  six  points  de  concours  des  tangentes  en 
général  communes  à deux  cercles  jouit,  à Pégard  de  ces  cercles  , de  la  pro- 
priété énoncée  ; propriété  que  nous  n’avons  encore  établie  que  pour  les  seuls 
points  de  concours  des  tangentes  intérieures  et  des  tangentes  extérieures  com- 
munes , c’est-à-dire  pour  les  centres  de  similitude  des  cercles. 

a6o.  Nous  avons  beaucoup  insisté  sur  ce  théorème  réciproque , parce  qu’il 
nous  sera  utile  par  la  suite,  et  afin  de  montrer,  pr  un  nouvel  exemple, 
combien  Padmission  ouverte  du  principe  de  continuité  en  Géométrie  peut 
abréger  et  rendre  làcfles  les  démonstrations  et  les  recherches.  Dans  des  cas 
plus  compliqués , Pav.-intage  de  celte  admission  est  bien  autrement  évidente , 
et  ce  serait  à ne  plus  finir , ce  serait  vouloir  poser  des  bornes  aux  progrès 


Digitized  by  Google 


SECTION  n.  CHAPITRE  III.  189 

ultérieurs  de  la  Géométrie,  que  de  s’astreindre  k recommencer  ainsi,  dans 
diaque  cas,  la  démonstration  des  diverses  propriétés  qui  se  prékntent. 

Au  surplus , la  propriété  qu’ont  les  pôles  d’une  transversale  quelconque , 
passant  par  le  centre  de  similitude  de  deux  cercles],  d'èbe  homologues  et , 
comme  tek,  placés  sur  une  autre  droite  passant  réciproquement  par  ce  centre , 
n’est  point  particulière  à ces  sortes  de  points  ; elle  appartient  évidemment  (a^) 
et  a44)  aux  points  où  se  coupent  rcspectivemedl  deux  systèmes  de  cordes 
ou  de  droites  homologues  de  l’une  ou  de  l'autre  espèce , aux  pôlg  respectiis 
de  ces  droites , etc. , lesquek  sont  nécessairement  eux-mêmes  homologues  de 
l'espèce  que  Ton  consdère  (343)i  c’est-à-dire  que 

Les  points  homologues  quelconques , soit  directs,  soit  inverses,  sont 
nécessairement  sur  des  droites  dirigées  vers  le  centre  de  similitude  cor- 
respondant des  deux  cercles. 

361.  Nous  terminerons  ce  sujet  par  l'examen  de  quelques-unes  des  pro- 
priétés , déjà  connues , du  système  de  deux  cercles  et  de  leur  centre  de  si- 
militude , en  faisant  voir  comment  elles  se  rattachent  toutes  à celles  qui  pré- 
cèdent. 

Puisque  deux  cordes  homolt^cs  mverses  quelconques,  telles  que  AB  et 
lyE',  DE  et  A*F,  etc.  (Fig.  38),  vont  concotuir  sur  la  sécante  commune  or- 
dinaire MN  des  deux  cercles  (C)  et  (C')  ; les  quatre  extrémités  de  ces  cordes 
appartiennent  à un  autre  cercle  (71)  , qni  devient  ungent  à la  fois  aux  pro- 
posés , quand  ces  cordes  sont  nuUes  ou  infiniment  petites  ; et  réciproquement, 
quand  un  cercle  touche  à la  fois  les  cercles  (C)  et  (ü),  les  tangentes  aux 
points  de  contact  concourent  sur  la  sécante  hlN^  et  par  conséquent  (aSi) 
ces  tangentes  etjees  points  sont  nécessairement  homologues  inverses  par  rap- 
port à Pun  des  deux  centres  de  similitude,  dont  l’espèce  est  d'ailleurs  dé- 
terminée par  la  nature  du  contact  (*). 

36a.  Il  résulte  de  ces  théorèmes  une  propriété  remarquable  du  centre  de 
similitude  de  deux  cercles , et  qui  consiste  en  ce  que  le  rectangle  des  distan- 
ces SE  et  SA'  de  ce  centre  à deux  points  homologues  inverses  quelconques 
E et  A',  appartenans  aux  deux  cercles,  est  constant;  ce  qui  peut,  au  reste, 


(*}  U est  rUtble  (a4a)  que,  quand  le  contact  est  de  ndme  espèce,  ou  que  le  cercle 
en  question  touche  i la  fois  extérieurement  ou  intérieurement  les  proposés , le  centre 
de  similitude  correspondant  est  direct  | et  qu’il  est  opposé,  ou  inverse,  quand  le  ooutraim 
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K dcduire  directement  de  la  ^'mUitude  des  deux  cercles^  car,  pour  deux 
points  homologies  directs  A et  A',  on  a SA'  : SA  = coost°. , d’ailleurs  on  a 
aussi  SA'SE  = const°.  ; donc  SA'*SE  = const*. 

a63.  De  cette  propriété  du  centre  de  similitude  on  déduirait  immédia- 
tement toutes  celles  qui  précèdent;  elle  montre  en  particulier  que,  bien 
qu’un  cercle  quelconque,  tracé  dans  le  plan  de  deux  cercles  donnés  (C)  et  (C), 
détermine  deux  cordes  qi*  concourent  (71)  sur  la 'sécante  commune  ordi- 
naire de  ces  cercles , ces  cordes  ne  sont  cependant  point  en  général  homo- 
logues inverses  ; et  que , pour  qu'elles  le  soient , il  est  nécessaire  encore  que  le 
produit  constant  des  segmens  formés , à partir  de  Fun  des  centres  de  similitude , 
sur  une  sécante  quelconque  de  ce  cercle , soit  égal  à celui  ci-dessus  des  seg- 
mens qui  correspondent  è deux  points  homologues  inverses  quelconques  re- 
latifs i ce  même  centre.  C’est  ce  qui  aurait  lieu , par  exemple , si  ce  cercle 
ptassait  déjà  par  deux  points  do  cette  espèce  : c’est-à-dire  que, 

c Si , par  deux  points  E et  A'  homotogues  inverses  par  rapport  à Fun  des 

> centres  de  similitude  S de  deux  circonférences  de  cerde  (C)  et  (C),  on  mène 
» une  autre  circonférence  quelconque , elle  ira  rencontrer  les  premières  en 

> deux  nouveaux  points  D et  F , qui  seront  eux-mèmes  homologues  inverses 

> par  rapport  à ce  centre.  » 

264.  Pareillement,  tout  cercle  qui  coupe  orthogonalement  les  cercles  (C) 
et(C')  ayant  son  centre  sur  la  sécante  commune  MN  (73),  ses  points  d’inter- 
section avec  les  proposés  sont  les  ptoints  de  contact  des  tangentes  égales  issues 
de  ce  centre , et  par  conséquent , pris  dans  un  certain  ordre , ces  points  de 
contact  sont  (aSt)  deux  à deux  homologues  inverses,  soit  par  rapport  à S, 
soit  par  rapport  à S'. 

265.  Supposons  que,  du  point  S,  comme  centre,  avec  un  rayon  moyen 

proportionnel  entre  les  segmens  SA',  SE  relatifs  à deux  points  homologues 
inverses  quelconques  A'  et  E de  deux  cercles , on  décrive  un  nouveau  cerde 
que  fappeUe  (S) , il  .coupera  à angles  droits  tous  ceux  qui  viennent  de  nous 
occuper  et  que  je  désigne  en  général  par  (c)  ; donc  (264)  U fera  partie  do  la 
suite  que  déterminent  les  cercles  (C)  et  (Cf)  : c’est-à-dire  qu'il  aura  même  sé- 
cante foininiina  Ordinaire  MM  avec  eux.  ^ . . 

266.  Réciproquement  tout  cercle  qui  coupera  orthogonakment  le  cercle 
(S)  fera  nécessairement  partie  (aôS)  du  système  des  cerdes  (c),  c’est-à-dire 
qu’il  ira  déterminer  en  général  ^ sur  les  proposés  (C)  et  (C*) , quatre  points 
qui,  pris  dans  un  certain  ordre,  seront  deux  à deux  homologues  inverses 
par  rapport  à S. 
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367.  Enfin  deux  cercles  quelconques  de  la  suite  (c)  sont  ëvldenunent  teb 
que  leur  sécante  commune  ordinaire  vient  passer  par  le  centre  de  similitude 
correspondant  S ) car , d’après  ce  qui  précède , le  cercle  (S) , qui  a ce  point 
pour  centre  de  figure , est  à la  fois  orthogonal  à ceux  dont  il  s’agit  (74). 

a68.  Le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  (c)  que  l'on  considère  sont  tan- 
gens  (361)  aux  cercles  (C)  et  (C*)  est  suMout  remarquable , en  ce  qu’il 
réciprocité  complète  entre  le  ^sterne  qu’ils  forment  et  celui  de  ces  derniers  ^ 
car  les  cercles  (C)  et  (C')  sont , à leur  tour , langcns  de  la  même  espèce  par 
rapport  à ces  cercles  : U en  résulte , par  exemple , que  le  centre  de  similitude, 
relatif  aux  deux  cercles  tangens  (c)  et  à l’espèce  particulière  du  contact  de 
ces  cercles , est  situé  réciproquement  sur  la  sécante  commune  aux  deux  au- 
tres (C)  et  (C),  etc. 

On  remarquera,  au  surplus,  que  toutes  les  propriétés  qui  précèdent  sont 
indépendantes  de  l’espèce  particulière  du  centre  de  similitude  que  l’on  con- 
sidère; c'est-à-dire  qu'elles  ont  lieu  , de  la  même  manière,  pour  le  centre  de 
similitude  inverse  S'. 

269.  Les  conndéralions  qui  viennent  de  nous  occuper  conduisent,  d'une 
manière  si  naturelle  et  si  simple , aux  propriétés  connues  du  cercle  tangent 
à trois  autres  sur  un  plan , que  nous  ne  pouvons  nous  refuser  au  plaisir  de 
les  rapporter  id,  qtioiqu'elles  appartiennent  à un  sujet  tant  de  fuis  traité 
pr  de  savans  et  profonds  géomètres  (*).  D’ailleurs , comme  ces  propriétés  se 
rattachent  d’une  matière  intime  à la  théorie  des  sécantes  et  tangentes  com- 
munes , et  qu’elles  peuvent  s'étendre , ainsi  que  nous  le  verrous  par  la  suite , 
aux  sections  coniques  en  générai , à l'aide  des  prindpes  de  projection  posés 

(*)  La  théorie  de»  contacte  dei  cerclee  et  des  aphéces,  et  1a  lolution  des  problèmes  qui 
s*y  rapportent,  ont  été  le  sujet  des  recherches  ÿAppoUtadu»,  de  Viite,  de  Fermât,  de 
Newton,  d'Ealer,  de  Fmtto,  etc.  ) elles  ont  été  reprises  ensuite  et  traitées  dans  toute  leur  gé- 
nérah'té,  par  HM,  Monge,  Carnot,  Dupuis,  Lancret,  Dupin,  Hachette,  Ceuchy,  Gaultier, 
Paisson,  Français,  Gergosme,  J.  Binet , etc. , qui,  pour  la  plupart,  sont  anciens  élèves  ou 
processeurs  de  l’Ecole  Polytechnique  1 voyes  plus  pardculiérament , à ce  flifet,  les  Anmalee 
de  Malàdmatiçoet,  U CorretpondaMt»  et  la  Journal  de  f Ktie/a  Folytechnique. 

Voici  ce  que  Paeeal  écrivait,  an  iéà4i  ^ société  de  savans,  qui  avait  pris  le  titre 
à' Académie  de  Parie,  en  lui  rendant  compte  de  quelques  ouvrages  donl4l  s'occupait  s 

U PnojeoTxre  ArrozLOmve  cjej-oe  t Ideet toctionee  çinulafo»,  noneoium  qualee  veteri-» 
iu»notir,eld  Vi»târtptrta,tedetadedulttrine premotæutvlneumdempatieiUortiUiium.» 

« Tecrzonai  SrMMJOCetf  pœi  ompiUndine  dilatm,  quiffo  tident  méthode  tmetatm, 
eu.,  etc.nfOSesres  de  ^esDoi,  ton.  4i  Mit.  de  1779}.  . 
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danj  la  première  sectioii  ^ leur  examen  rentre  essentiellement  Hjtm  Tobjet  de 

cet  ouvrage. 

Considérons  donc  le  système  de  trob  cercles  quelconques  (C),  (C),  (C"), 
Fig.  39,  situés  dam  un  même  plan,  ainsi  que  le  ^'stème  complet  des  six 
centres  de  shniEtude  qui  leur  appartiennent,  deux  à deux , et  divisent  harmo- 
niquement (a37)  les  côtés  respectifs  du  triangle  CCC",  qui  a pour  sommets 
les  centres  de  tigure  des  trois  cercles.  On  prouve  facilement,  et  de  plusieurs 
manières , cette  propriété , due  à Monge , que  les  six  points  dont  U s'agit  s<mt 
distribués,  trois  par  trois,  sur  quatre  lignes  droites  appelées,  pour  cette  raison , 
axes  de  similitude  des  trois  cercles  proposés  : c'est-à-dire  que  ces  six  points 
jouissent  exactement  des  propriétés  indiquées  art.  163. 

Par  exemple , si  l’on  considère  deux  triangles  ayant  pour  sommets  respectifs 
les  centres  et  les  extrémité  de  trois  rayom  parallèles  quelconques  des  trois  cei^ 
des , les  points  de  concours  des  côtés  opposés  aux  sommets  qui  appartiennent 
au  même  rayon  seront  tous  trois  âtués  sur  une  même  droite  (168);  or  ces  points 
font  évidemment  partie  (aSy)  des  nx  centres  de  simUitude  qui  corre^ondent 
aux  trois  cercles  proposés. 

370.  Cela  posé , considérons,  en  particulier,  celui  des  quatre  axes  de  si- 
milimde  de  ces  cercles , dont  la  direction  renferme  à la  fois  les  trois  cen- 
tres de  similitude  directe  S , S' , S",  et  correspond  évidemment  (361 , note) 
aux  cercles  (c)  et  (cQ  qui  ont  à la  fois  un  contact  de  même  espèce  avec 
les  cetdes  proposés  ^ ce  que  nous  dirom  de  cet  axe  et  de  ces  cerdes , en 
particulier,  sera  immédiatement  applicable  à chacun  des  trois  autres  axes 
et  au-  ^stème  des  deux  cerdes  tangens  qui  lui  correspondent  re^ctivement  ; 
or  on  condut,  sans  j^us  de  raisonnemens , des  prindpes  établis  dans  ce  qui 
précède,  que 

1°.  c La  sécante  commune  ordinaire  des  cerdes  tangens  (c),  (d),  ou 
TTT'',  ee's",  passe  à la  fois  (367)  par  les  centres  de  similitude  S,  S',  S”, 
et  se  confond  par  conséquent  avec  Taxe  de  similitude  SS'S”  des  cercles  pro- 
posés. » 

3“.  « Si  l’on  trace  les  cercles  (S),  (S"),  (S"),  qui  appartiennent  (365)  aux 
proposés , pris  deux  à deux , ils  couperont  à la  fois  orthogonalcmcnt  les  cer- 
des (o),  (d),  et  auront  la  ligne  c</de  letirs  centres,  laquelle  est  perpendi- 
culaire à SS",  pour  sécante  commune  (74).  > 

3”.  « Les  trois  points  de  contact  T , T,  T',  ou  e , e',  e",  qui  appartien- 
nent à chaque  cercle  tangent  (c)  ou  (</),  sont  (361)  deux  à deux  et  consé- 
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cutivemcnt  homologues  inverses  par  rapport  aux  centres  de  similitude  S,  S',  S", 
et  par  conséquent  il  en  est  de  même  des  cordes  de  contact  Te,  T'e',  T"eC, 
qui  leur  correspondent  sur  chaque  cercle  proposé.  » 

4°.  « Ces  trois  cordes  vorit  concourir  (a68)  au  centre  de  dmiliiude  s des  cci^ 
des  tangens  (c)  et  (</)  ; lequd , devant  se  trouver  aussi  à la  fois  (a49)  sur  les 
trois  sécantes  communes  ordinaires  des  proposés,  n'est  autre  chose  que  le 
point  d'intersection  mutuelle  do  ces  sécantes , ou  le  centre  radical  des  cercles 
(C),(C'),(C")  dont  U s'agit.  » 

S”.  < Les  tangentes  communes  aux  extrémités  de  chaque  corde  respective  T e. 
Te',  T'e",  étant  inversement  homologues  (a68)  pr  rapjiort  aux  cerdes  (c),  (cQ 
et  à leur  centre  de  similitude  s,  vont  se  rencontrer,  deux  à deux,  en  des 
points  P,!**, P"  de  la  sécante  commune  SS"  (aSo)  de  ces  cerdes;  c'est-à-dire 
que  ces  points , qui  sont  les  pôles  des  cordes  de  contact  dont  il  s'agit  par  rap- 
port aux  cercles  proposés  (C),  (C'),  (C"),  sont  rangés  sur  l'axe  de  similitude 
SS'S"  de  ces  cercles,  s 

6".  c Les  polaires  ou  cordes  de  contact  AB,  A'D',  A''B",  relatives  aux  trois 
cercles  proposés  et  à leur  centre  radical  5,  tendent  (196)  aux  pôles  respectifs 
P,  P,  P'  des  cordes  Te,  Te',  T'e"  qui  passent  (4°.)  parère  centre  ^ leurs  six 
extrémités  appartiennent,  en  outre,  au  cercle  qui  a s pour  centre,  et  ren- 
contre à la  fois  orthogonalemcnt  les  proposes  j et  ce  cerde  coupe , en  même 
temps  (264 , 265) , à angles  droits  ceux  (S) , (S') , (S")  désignés  ci-dessus  ; c'est- 
à-dire  (2”.)  qu'il  fait  partie  de  la  suite  des  cercles  tangens  (c),  (c')  qui  ont  la 
droite  SS"  pour  sécante  commune.  » 

7°.  < Enfin  les  pôles  v,  v',  t"  de  l'axe  de  similitude  SS'S",  par  rapport  à 
chacun  des  cercles  proposés , sont  deux  à deux  homologues  (258)  relative- 
ment aux  centres  de  similitude  S,  S',  S",  et  se  trouvent  d'ailleurs  placés  (196) 
sur  les  . cordes  de  contact  Te,  Te',  T'e",  polaires  (5“.)  des  points  1’,  P,  P"  qui 
leur  correspondent  respectivement  sur  l'axe  de  similitude  dont  il  s'agit.  » 

271.  Voilà,  à peu  de  chose  près,  tout  ce  qu'on  connaît  d'intéressant  sur 
les  cerdes  tangens  à trois  autres  sur  un  plan  ; les  propontions  If". , 5°.  et  6". 
donnent  une  solution  du  problème  correspondant , analogue  à celle  qu'on  doit 
à M.  Gaultier  de  Tours  (*),  et  qui  a sur  elle  l'avantage  d'ètrqplus  générale 
et  de  n’exiger  que  l'emploi  de  la  règle,  quand  les  cercles  donnés  sont  dé- 
crits et  qu’on  a seulement  (x54) , soit  un  point  de  l'une  des  sécantes  com- 


(*)  Sciaiùme  caliier  du  JounuU d»  FEeoU  Pofyttchtiqia,  i«g.  aoi 
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muncs  f ou  deux  parallèles  quelconques , soit  tme  droite  passant  par  l'un  des 
Mntres  de  âmilitiidc , soit  enfin  le  centre  de  figtire  de  l'un  des  cercles  proposes. 
Les  propositions  4‘.  et  7*.  donnent  ime autre  solution  très-èl^ante,  qui  revient, 
quant  au  fond , è celle  qu’a  présentée  , du  même  problème , M.  Gergonne  (*) , 
et  qui  inélite  d'autant  plus  d'ètre  remarquée  que  la  marche  purement  al- 
gébrique qn’a  suivie  ce  géomètre  est  entièrement  neuve , et  parait  susceptible 
de  s'appliquer  à un  grand  nombre  de  questions  réputées  diiliciles  <lans  l’état 
actuel  de  l'Analyse.  Enfin  la  propriété  de  l'art.  357,  combinée  avec  celles  que 
nom  venons  de  citer  en  dernier  lieu , fournirait  encore  ime  trmsième  solu- 
tion fort  simple  du  problème  du  cercle  tangent  i trois  autres , également  duc 
i M.  Gergonne. 

Les  considérations  générales  qui  précèdent  vont  nous  conduire  à de  nou- 
velles propriéu»  du  cercle  tangent  à trois  autres  sur  un  plan , et  qui  ne  le 
cèdent  eu  rien  aux  premières,  sous  le  rapport  de  félégance  et  de  la  simph- 
dté  des  constructions  qui  en  dérivent. 

373.  Nous  venons  de  voir  que  les  cercles  (c)  et  (</} , tangensà  la  fois  aux 
proposés,  et  le  cercle  (s)  qui  leur  est  orthogonal  et  a son  centre  au  point  s,  avaient 
l’axe  de  similitude  SS'S*  pour  sécante  commime  ordinaire  ; mais , au  moyen 
des  art.  363,364  etsuivans,  on  peut  facilement  déterminer  un  cercle  quel- 
conque de  la  suite  qu'ils  forment  sans  la  connaissance  préalable  du  centre 
radical  s. 

Soit  pris  arbitrairement  un  point  A (Fig.  4o)  sur  la  circonférence  de  (C)  ; 
soit  A'  la  point  inversement  homologue  à A sur  (C')  ; soit  A"  le  point  inver- 
sement homologue  à A'  sur  (C");  par  les  points  A,  A',  A",  ainsi  obtenus, 
faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  (c"),  eDe  rencontrera  de  nouveau 
les  proposées  aux  pdnts  respectifs  B,  If,  B",  et  appartiendra  nécessairement 
à la  suite  des  cercles  (c)  et  (d)  qui  ont  SS'S"  pour  sécante  commune.  En 
effet,  d’après  la  construction,  ce  cercle  coupe  orthogonalcment  (a63  et  365) 
les  cercles  (S)  et  (S"),  de  même  que  le  font  déjà  les  cercles  («)  et(c')  dont 
H s’agit  ; ce  qui  ne  peut  être , à moins  (78)  qu’il  n'ait  la  droite  SS'  pour 
sécante  commune  avec  eux;  on  voit,  de  plus,  qu'il  devra  couper  aussi  à 
angles  droits  le  trobième  cercle  (S')  qui  appartient  à la  même  suite  (a 70)  que 
les  deux  autres  ; c'est-à-dire  que  le  cercle  (c*)  joue , à l’égard  des  cercles  (C) 
et  (C*),  le  même  rôle  qu’à  l’égard  des  cercles  C et  C',  C'  et  C"  respectivement. 


(*)  Tom.  IV  des  Annalei  d»  MaA4matijmt$ , pag.  »&3. 
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373.  n rcjulie  de  là  immédiatement  et  de  la  construction  du  cercle  dont 
il  s'agit  que, 

« Si  l'on  trace  les  droites  BA",  BB',  B'B",  B"A,  ainsi  que  les  cordes  AB,  A'B' 
et  A"B''  qui  sont  coramuncs  à ce  cercle  et  à chacun  des  proposés, 

i".  « Clincunc  des  premières  ira  concourir  (a63  et  366)  au  centre  de  simi- 
litude S,  S'  ou  S"  des  deux  cercles  auxquels  cette  droite  correspond  ; en  sorte 
que  les  trois  autres  droites  ou  cordes  .AB,  A'B',  A"B"  seront , deux  à deux , inver- 
sement homolc^es  par  rapport  à ces  centres  respectifs.  » 

3°.  « Ces  trois  cordes  et  toutes  leurs  semblables , appartenantes  aux  diHërens 
cercles  de  la  suite  (c),  (</),  (î),  (c")  qui  ont  l’axe  de  similitude  SS'S"  pour 
sécante  commune,  vont  concourir  respectivement  (71)  aux  points  invariables 
P,  P',  F',  pôles  (370,  5°.)  des  cordes  de  contact  qui,  sur  chaque  cercle  pro- 
posé , appardennent  aux  deux  cercles  tangens  (c)  et  (c').  * 

3".  « La  Cgme  AA'A"BB'B"A , inscrite  au  cercle  (c")  que  l’on  considère  en 
pardculier  et  dont  les  sommets  opposés  s'appuient , deux  par  deux , sur  les 
cercles  proposés,  forme  naturellement  un  hexagone  fermé,  qui,  d'après  ce 
qui  précède , a les  centres  de  similitude  S,  S',  S"  pour  points  de  concours 
des  côtés  respeedvement  opposés , et  dont  les  diagonales  AB , A'B',  A"B"  des 
sommets  pareillement  op{>osés,  vont  sans  cesse  concourir  aux  trois  points 
P,  F,  F'  déjà  désignés  ci-dessus.  » 

374.  D’après  cela,  réciproquement: 

«c  Trois  cercles  quelconques  étant  donnés  sur  un  même  plan,  si  l'on  essaie, 
à volonté , de  construire  un  hexagone  dont  les  sommets  successifs  s’appuient 
altemadvement  sur  chacun  de  ces  cercles , et  soient , deux  à deux , consé- 
eudvement  homologues  inverses,  par  rapport  à trois  quelconques  de  leurs 
centres  de  similitude  appartenans  à une  même  droite  ou  axe , il  arrivera  que 
1®.  » Cet  hexagone  viendra  natiu-cUcmcnt  se  fermer  au  point  pris  pour  som- 
met de  départ.  » 

3®.  € Cet  hexagone  sera  inscripdblc  à im  cercle,  ayant  l’axe  de  similitude 
correspondant  pour  sécante  commune  avec  les  deux  cercles  tangens  qid  ap- 
pardennent à cet  axe.  » 

3®.  « Les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  respeedvement  opposés  de  cet 
hexagone,  viendront  rencontrer  Taxe  de  similitude  dont  il  s’agit  aux  jhMcs 
invariables  des  cordes  qui  joignent , siu:  chaque  cercle  proposé , les  points 
de  contact  des  cercles  tangens  rclatils  à cet  axe.  » 

373.  On  a donc  un  moyen  aussi  simple  que  commode  pour  construire 
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simultanément,  et  avec  la  règle  seule,  les  points  P,  P',  P",  relatifs  à un  axe 
de  similitude  doimé  SS'S"  et  aux  deux  cercles  tangens  (c)  et  (d)  qui  lui  ap- 
p.articnncnt  5 traçant  ensuite  les  polaires  qui  leur  répondent  resjtcctivcmeut 
dans  les  cercles  proposés  (C) , (C') , (C") , elles  iront  déterminer,  par  leurs  in- 
tersections avec  ces  cercles , les  six  points  de  contact  des  deux  cercles  tangens 
dont  il  s’agit,  et  se  rencontreront,  de  plus,  en  un  point  unique  s qui,  d’après 
ce  qui  précède  (270),  sera  le  centre  radical  de  trois  cercles  proposés,  f 

276.  Si  l’on  se  proposait  seulement  de  déterminer  le  pôle  P et  la  corde  de 
contact  qui  lui  corraspond  (Lms  le  cercle  (C),  la  desciiption  de  l'hexagone 
deviendrait  inutile  ^ car  si , au  lieu  de  tracer  cet  hexagone  tout  entier,  on  s’arrête 
aux  trois  premiers  côtés  AA',  A'.\",  A"B , en  prenant  pour  sommet  de  départ  un 
]>oint  qttelcouque  A du  cercle  que  l’on  considère,  on  formera  naturellement 
une  portion  de  polygone  AA'A"B,  dont  les  sommets  extrêmes  A et  B,  ceux  qui 
correspondent  à (C),  appartiendront  à l’une  des  diagonales  de  niexagODe  ci- 
dessus  , et  scrout  par  conséquent  situés  sur  une  droite  passant  par  le  pôle  P que 
l’on  cherche  ; nouvelle  propriété  qui  peut  s’exprimer  de  cette  manière  : 

« Si  l’on  constniit , à volonté , une  portion  de  polygone  AA'A'T)  composée 
de  trois  côtés , dont  les  sommets  soient  deux  à deux  et  consécutivement  ho- 
mologues inverses  par  rapport  aux  centres  de  similitude  S,  S',  S",  placés  en 
ligne  droite  5 les  sommets  extrêmes  A et  B , appartcuans  au  cercle  (C),  seront 
en  général  distincts  entre  eux  ; cela  posé , si  l'on  trace  la  droite  AB  tpii  les 
renferme  à la  fois,  elle  ira  sans  cesse  concourir  au  jwle  P qui  correspond  à 
l'axe  de  similitude  et  au  cercle  dont  U s’agit.  » 

277.  On  pourrait,  par  un  semhlahle  procédé,  déterminer  les  points  F et  P" 
et  les  cordes  de  contact  qui  leur  appartiennent  dans  les  cercles  (C')  et  (C")  5 
mais  il  est  clair,  d’.après  ce  qui  précède  (273),  que,  si  l'on  détermine  sur 
ces  derniers  cercles  les  cordes  inversement  homologues  à celle  qu’on  aura 
déterminée  sur  (C),  elles  joueront,  par  rapport  à eux,  le  même  rôle  que 
celle-ci  par  rmiport  à (C)  ; c’est-à-dire  qu’elles  seront , pour  ces  cercles  rcs- 
pectHs , les  cm-des  de  contact  relatives  aux  cercles  tangens  (c)  et  (d). 

Cette  cnnstntetion , d’ailleurs  moins  ^'métrique  que  la  première , a sur  elle 
Pavantage  d’exiger  le  tracé  d’un  moins  grand  nombre  de  lignes , attendu  qu’on 
n’a  à opérer  que  sur  un  seul  des  points  P,  1“,  P",  qui  ont  les  cordes  chercliées 
pour  polaires  respectives.  L’imc  et  l'autre , au  surplus,  sont  fort  simples,  puis- 
qu’elles dispensent  de  construire  les  séc.-iutcs  communes  ou  axes  radicaux  qui 
appartiennent  .mx  trois  cercles  projKwés,  combinés  deux  à deux.  On  peut  même 


Digitized  by  Google 


SECTION  II.  CHAPITRE  III.  1^7 

éviter  entièrement  l’emploi  direct  des  axes  de  similitude , au  moyeu  du  procédé 
(]ui  suit. 

378.  Ayant  choisi,  à volonté,  trois  centres  de  similitude,  situés  en  ligne 
droite  et  appartenons  aux  trois  cercles  (C) , (C') , (C")  combinés  deux  à deux  5 
prenez  sur  l'un  (C)  de  ces  cercles  deux  points  quelconques^  cherchez  leurs 
homologues  inverses  sur  (C')  j puis  les  homologues  inverses  de  ceux-ci  siu"  C", 
et  ainsi  de  suite , en  procédant  constamment  dans  le  même  ordre  : à la  sixième 
opération , vous  retomberez  évidemment  (374)  sur  les  premiers  points.  On 
n’aura  donc,  en  tout,  que  dix  ligues  droites  à tracer , pour  obtenir,  sur  chaque 
cercle , quatre  {xtiuls.  Cela  posé , si  l’on  trace  les  quatre  cordes  tpti  réunissent , 
deux  à deux , ceux  de  ces  points  qui  ne  proviennent  pas  (T une  même  cont- 
hinaison  ou  d’un  même  premier  point,  ces  cordes,  ainsi  obtenues  dans  cha- 
que cercle,  détermineront,  par  leurs  intersections  mutuelles,  deux  nouveaux 
po'mts  appartenans  à la  corde  qui  renferme  les  deux  points  de  contact  de- 
mandés ; laquelle  sera  ainsi  parfaitement  déterminée , aussi  bien  que  ces  points , 
pour  chacim  des  cercles  proposés. 

En  effet,  les  premières  opérations  reviennent  à construire  deux  hexagones 
semblables  à celui  de  l'art.  374  : or , » l'on  traçait  les  cordes  qui , dans  cha- 
que cercle  , appartiennent  aux  points  d'une  même  combinaison , elles  seraient 
les  diagonales  respectives  de  ces  hexagones , et , comme  telles , iraient  con- 
courir en  celui  des  points  P,  P',  P"  qui  est  le  pôle  de  la  corde  de  contact 
qu’on  cherche  sur  ce  cercle  ; donc  les  quatre  autres  cordes , qui  sont  indé- 
pendantes entre  elles , ou  ne  proviennent  pas  d’une  même  combinaison , vont 
se  croiser  (194)  sur  la  corde  de  contact  dont  il  s'agit. 

379.  Ainsi,  non-seulement  cette  construction  donnera,  comme  celles  qui 
précèdent,  les  cordes  de  contact , et  par  suite  (37$)  le  centre  radical  r , re- 
latifs aux  cercles  proposés , mais  elle  donnera  aussi  chacun  des  points  P,  F,  P', 
qui  sont  les  pôles  respectifs  de  ces  cordes  sur  l’axe  de  similitude  que  l’on  con- 
sidère en  particulier. 

Eu  répétant  les  unes  et  les  autres  de  ces  diverses  opérations  pour  chacun 
des  quatre  axes  de  similitude , elles  donneraient  les  cordes  et  points  de  con- 
tact qui  appartiennent  aux  huit  circonférences  tangentes  aux  proposées  ^ mais , 
si  l'on  remarque  (070,  6”.)  que  la  polaire  du  centre  radical  s,  par  rapport  à 
fun  quciconqtte  de  ces  derniers  cercles,  rencontre  les  quatre  axes  dont  il 
s’agit  aux  points  qui  sont  précisément  les  pôles  des  quaU'c  cordes  de  contact 
relatives  à ce  cercle,  il  sera  beaucoup  plus  simple,  une  fois  qu’on  aura  ob- 
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tenu  par  les  constructions  precedentes  les  premières  cordes  de  contact  et  le 
point  s , de  s’en  servir  pour  déterminer  simultanément  les  systèmes  de  trois 
autres.  Ces  diverses  constructions  n’exi^jent  d'ailleurs  que  Pemploi  d’une  âmplc 
règle , pour  les  circonstances  déjà  spécifiées  plus  haut  (371). 

a8o.  Ou  aura  remarqué  que  les  cordes  de  contact  Te , T'e',  T"e"  (Fig.  Sg), 
qui  apprtienneut  à cltacim  des  cercles  (C),  (0%  (C"),  et  jouent  un  si  grand 
rôle  dam  ce  qui  précède , sont  non-seulement  deux  à deux  consécutivement 
homologues  inverses  par  rapport  aux  centres  de  similitude  correspondans 
S , S',  S",  mais  encore  telles  que  leurs  points  rcspcctils  jouissent  eux-mêmes , 
trois  par  trois,  de  cette  singulière  propriété  } c’est  pourquoi  Pon  peut  dire 
que  ces  trois  droites , et  les  ^ stèmes  de  points  eorrespondans , sont  périodi- 
quement homologues  inverses^  pour  les  distinguer  des  droites  et  des  points 
qui  ne  sont  simplement  que  consécutivement  homologues  de  celte  espèce,  tels 
que  les  trob  points  A,  A',  A"  cl  les  tangentes  qui  leur  appartiennent. 

On  pourrait  d'ailleiu^  étendre  cette  définition  à des  périodes  composées  de 
six  droites  ou  de  âx  points , etc.  ; ainsi , par  exemple  : les  six  sommets  de  l’hexa- 
gone A.V.^"DB'B"  de  La  fig.  4°  sont  périodiquement  homologues  inverses 
(374),  aussi  bien  qtic  les  six  tangentes  qui  leurs  correspondent.  On  voit  cepen- 
dant , par  cet  exemple  même  et  par  celui  des  diagonales  AB,  A'B',  A"B'' , que 
ces  diverses  définitions  comprennent  également  le  cas  particulier  où  tro'is  et 
six  droites  forment  une  période  rentrante , sans  que , pour  cela , tous  les  sys- 
tèmes de  points  qui  leur  a]ipartienn<^|t  WÛent  périodiquement  homologues  ; 
on  pourrait  dire  que  ces  droites  sont  périodiquement  homologues  du  second 
genre.  Telles  sont  encore,  par  exemple,  les  tangentes  aux  trois  {K>ints  de  con- 
tact de  l’un  des  cercles  (c)  ou  (c’),  etc.  » 

a8i.  Cela  posé,  revenons  aux  trois  cordes  de  contact  Te,  T'e',  T'e" 
(Fig.  39)  \ on  peut  aisément  démontrer,  sans  rien  emprunter  de  ce  q>ii  pré- 
cède, et  en  ne  se  fondant  que  sur  les  propriétés  générales  du  centre  de 
similitude , qu’il  n’existe  sur  le  plan  des  trois  cercles  (C) , (C) , (C") , et  rela- 
tivement à l’axe  de  similitude  SS'S"  de  ces  cercles , que  les  seules  cordes  de 
contact  dont  il  s’agit  qui  soient  périodiquement  homologues  du  premier  genre , 
et  que  tous  les  systèmes  de  trois  points  semblables  appartiennent  nécessaire- 
ment à CCS  cordes. 

En  clfct , si  l’on  conâdèrc  deux  ^-stèmes  quelconques  de  points  périodique- 
ment homologues,  les  triangles  qui  leur  coiTcspomlcnt  respectivement,  ou 
qui  ont  jK)ur  sommets  respectifs  ces  deux  systèmes  de  points,  sont  évidem- 
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ment  tcb  fjuc  les  côtes  qui  se  correspondent  vont  concourir , deux  à dnix , 
aux  centres  de  similitude  S , S',  S"  des  trois  cercles  ; donc  (168)  les  droites  qui 
joignent,  dans  le  même  ordre,  les  sommets  opposes  à ces  côtés,  c’est-à-dire 
celles  qui  appartiennent  à chaque  cercle  respectif,  vont  concourir  toutes  trois 
eu  un  seul  point.  Mais  ces  droites , re'imissant  des  points  deux  à deux  homo- 
logues inverses , sont  elles-mêmes  homologues  de  cette  espèce  ; donc  leur  point 
d’intersection  mutuelle  doit  se  trouver  à la  fois  (a45)  sur  les  se'cantcs  communes 
ordinaires  des  cercles  proposés,  c’est-à-dire  qu’il  doit  sc  confondre  avec  le 
centre  radical  de  ces  cercles. 

Il  suit  de  là  évidemment  qu'un  seul  ^'stème  de  [>oints  périodiquement 
homologues  inverses  suffit  pour  déterminer  complètement  les  trob  droites  dont 
il  s’agit , et  que  ces  droites  comprennent  par  conséquent  tous  les  autres  sys- 
tèmes de  points  semblables , tels  que  les  trois  pôles  « , v"  de  l'axe  de  simi- 
litude SS'S",  et  les  i^stemes  T,  T,  T",  e,  e',  e"  des  points  de  contact  des 
cercles  tangens  (c)  et  (c')  aux  proposés  5 lesqticb  jouissent  évidemment  (a58 
et  a6i)  de  la  propriété  en  question.  Or  c’est  ce  qu’il  s’agissait  précisément  de 
démontrer,  sans  recourir  en  aucune  manière  aux  principes  de  l’art.  270. 

282.  En  parLaut  de  là  d’ailleurs,  on  déduit  facilement  des  moyens  d’ob- 
tenir autant  de  points  que  l’on  voudra  des  droites  ou  cordes  de  contact  dont 
il  s’agit. 

Supposons  qu’on  choisisse , à volonté , une  corde,  nommée  L , sur  (C)  5 soit 
L'  celle  qui  lui  est  inversement  homologue  sur  (C)  ; L"  celle  cpii  est  inver- 
sement homologue  à celle-ci  sur  (C")^  soit  pareillement  M l’homologue  in- 
verse de  L"  sur  (C)  , M',  etc.  ; je  dis  que  les  cordes  L et  M de  (C) , L'  et  M' 
de  (C*),  L"  et  M"  de  (C"),  se  coupent  respectivement  en  trois  points  pério- 
diquement homologues  inverses , et , comme  tels , appartenaus  aux  trois  droites 
ci-dessus  désignées , que  j’appellerai  II , II',  U". 

En  cfTet , quel  que  soit  le  point  où  la  première  corde  L rencontre  la  droite 
Il  qui  lui  corrcs[>ond , son  homologue  inverse  sur  L'  sera  nécessairement  aiusi 
sur  Il'j  et  pareillement  rbomologue  inverse  de  celui-ci  sur  L"  appai  tiendra 
en  même  temps  à II"  \ mais , d’après  la  propriété  qu'ont  les  tlroilcs  11 , 11',  II", 
l'homologue  du  dernier  jioint  obtenu  sur  U"  doit  se  confondre , sur  11 , avec 
le  point  de  départ  ; et , selon  ce  qui  précède , il  doit  aussi  se  trouver  sur  M , 
qui  est  homologue  inverse  de  L"  sur  (C)  5 donc  il  est  à rintcrscction  de  L et 
de  M , c’est-à-dire  que  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  cordes  ap|>arllent 
uéassaircment  à la  droite  II , quelle  que  soit  la  position  de  la  corde  L d’où 
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l'on  est  parti  en  premier  lieu.  Or  de  là  suit  immédiatement  la  proposition 
qu'il  s'agissait  de  démontrer,  et  qui  revient  évidemment  à l'une  de  celles 
exposties  ci-dessus  (278). 

a 83.  On  peut  au  surplus  démontrer,  d’une  manière  également  directe, 
qu'après  la  cinquième  opération , les  mêmes  choses  reviendront  dans  le  même 
ordre  j c’est-à-dire  qu'on  retombera  continucllcmeut  sur  les  mêmes  cordes 
L,  L'....  et  que  ces  cordes  seront  périodiquement  homologues  'mverses  (a8o). 
Tout  consiste,  en  effet,  à prouver  (278)  que  cela  a lieu  pour  Time  quel- 
conque des  extrémités  de  la  première  corde  L,  ou  pour  un  point  pris  ar- 
bitrairement sur  le  cercle  (C)j  ce  qui  d’ailleurs  résulte  immédiatement  des 
principes  déjà  jwsés  ait.  37^ , et  dont  ce  qui  suit  offrira  ainsi  une  démons- 
ti'ation  directe  et  nouvelle. 

Or  si , dans  les  raisonnemens  et  les  opérations  ci-dessus , on  substitue  des 
tangentes  aux  cordes  que  l’on  y considère , il  paraîtra  évident  qu’à  la  sixième 
opération , eu  rapportant  la  tangente  M"  sur  (C),  on  devra  retomber  sur  la 
première  tangente  L,  puisqu’elle  doit  nécessairement  passer  par  le  po'uit  com- 
mun à celle-ci  et  à la  tangente  àl  déjà  obtenue  à la  troisième  opération  ^ 
autrement , eu  effet , il  y aurait  plus  de  deux  tangentes  possibles  au  même 
cercle  (C),  passant  par  im  point  donné , ce  qui  est  absiu-de.  D’aillcms  la  dei^ 
nière  tangente  M"  devra  se  confondre  avec  la  première  L , et  non  avec  l’autre 
car,  si  elle  se  confondait  avec  celle-ci,  les  points  de  contact  des  trois 
tangentes  51,  M',  M"  seraient  périodiquement  homologues;  ce  qui  est  égale- 
ment absurde,  ou  au  moins  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les  seuls  points  (a8i) 
où  les  droites  11 , 11',  U"  rencontrent  respectivement  les  cercles  proposés.  Donc 
les  six  tangentes  qui  nous  occupent  sont  périodiquement  homologues  inver- 
ses ; et  par  conséquent  il  en  est  de  même  des  six  po'mts  de  contact  qui  leur 
appartiennent  respectivement,  dont  le  premier  est  d’ailleurs  arbitraire. 

284.  On  remarquera,  de  plus,  que  les  six  tangentes  qui  viennent  de  nous 
occuper  forment,  en  les  prenant  dans  leur  ordre  naturel  de  succession,  et 
en  supposant  chacune  d’elles  terminée  à celle  qui  la  précède  et  la  suit  im- 
médiatement , un  hexagone  fermé , dont  deux  côtés  opposés  qiielconques , 
et  qui  appartiennent  par  conséquent  à un  même  cercle,  vont,  d’après  ce  qui 
précède (282),  concourir  en  un  point  de  celle  des  cordes  de  contact  U,  11',  U" 
qui  est  relative  à ce  cercle , tandis  que  les  diagonales  qtii  joignent  les  som- 
mets opposés  de  cet  hexagone  se  confondent  respectivement,  pour  la  direction 
(a5o),  avec  les  trois  sécantes  communes  ordinaires  ou  les  axes  radicaux  des 
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cercles  proposes,  combines  deux  à d'eux.  Or  de  là  rc'sulte  csidemment  ce 
tlicorèmc  : 

« Trois  cercles  quelconques  étant  donnés  sur  un  plan,  si  Ton  construit, 
à volonté,  un  hexagone  dont  les  côtés  successils  touchent  alternativement 
chacun  de  ces  cercles,  et  soient  deux  à deux  consécutivement  homologues 
inverses,  par  rapport  à trois  quelconques  de  leurs  centres  de  similinide  ap- 
partenans  à un  même  axe , c’est-à-dire  à une  même  droite , il  arrivera  que 

1°.  « Les  six  cotés  de  cet  hexagone  formel  ont  naturellement  un  sy  stème 
de  tangentes  périodiquement  homologues,  c’est-ii-dirc  un  système  tel  que  le 
sixième  côté  sera  lui-même  fliomologue  inveise  de  celui  d’où  l’on  est  jiarti , 
et  qu’on  suppose  avoir  été  pris  au  hasard.  » 

a®.  « Les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  de  cet  hexagone  se 
confondrout  resiiectivemcnt , pour  la  direction , avec  les  trois  sécantes  com- 
munes ordinaires  des  cercles  proposés,  combinés  deux  à deux.  » 

3®.  « Les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  cet  hexagone , c’est- 
.à-dire  des  côtés  qui  appartiennent  à un  même  cercle,  se  trouveront  situés 
respectivement  sur  les  trois  cordes  invariables  qui , «Lins  chaque  cercle  pro- 
posé , renferment  les  points  de  contact  des  deux  cercles  tangeiis  relatifs  à 
Taxe  do  similitude  que  l'on  considère  en  particulier.  » 

« Pareillement,  si  l’ou  SC  home  à construire  les  rpiatre  premiois  côtés 
de  cet  hexagone , c’est-à-dire  mi  quadrilatère  dont  les  côtés  soient  consécuti- 
vement homologues  inverses , ou  dont  les  trois  premiers  sommets  s’appuient 
respectivement  sur  les  sécantes  commîmes  correspondantes  des  cercles  pro- 
posés , le  qiuitrième  sommet , qui  appartient  aux  tangentes  d’un  même  cercle , 
sera  situé  constamment  sur  lu  corde  de  contact  relative  à ce  cercle.  » 

a85.  De  cuis  propriétés  on  dcduû'ait  immédiatement , par  la  simple  applica- 
tion de  la  théorie  des  pôles,  celles  des  art.  2"3,  3^4  auxquelles  elles  se 

rapportent  ; tout  consiste , en  effet , à considérer  l'hexagone  qui  a pour  sommets 
lc's(>niuls  de  contact  des  côtés  de  fhexagone  ci-dessus,  et  à observer  que  les 
diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposi’s  de  cet  hexagone,  et  sont  des 
rordes  respectives  des  trois  cercles  proposés , ont  pom  pôles  les  points  de  con- 
cours correspondans  des  côtés  opposés  de  l’autre.  L’ou  arrive  donc  ainsi  di- 
rectement , et  eu  se  fondant  simplement  sur  les  propriétés  généndes  du  centre 
de  similitude  et  sur  celles  du  pôle  qui  en  dérivent  (248J,  à toutes  les  cons- 
tnictions  qui  nous  ont  occupés  précédemment , et  qui  sont  rcLiU’vcs  aux  diffé- 
rens  cercles  qui  en  touchent  trois  autres  donnés  sur  un  jdan.  11  résidte  en 
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outre , des  proprie'lés  qui  viennent  d'être  exposées  en  dernier  lieu , une  nou- 
velle solution , aussi  simple  qn’élégantc,  pour  résoudre  cette  sorte  de  problèmes, 
et  qui  a sur  les  autres  i’a^'antage  particulier  de  ne  dépendre  directement  que 
des  seules  sécantes  commîmes  aux  trois  cercles  proposés. 

38G.  Il  ne  serait  {>as  difficile,  au  surplus,  d'éteudre  les  diverses  considéra- 
tions qui  précèdent  à un  nombre  quelconque  de  circonférences  de  cercle  tan- 
gentes à deux  autres  sur  un  plan  ÿ on  serait  ainsi  conduit  à des  théorèmes 
sur  les  polygones , dont  ceux  qui  précèdent  ne  sont  que  des  cas  très-partiai- 
liers.  En  remarquant  ensuite  que  tout  ce  que  nous  avons  pu  dire  , ilan«  ce 
chapiU'C , s'applique  immédiatement  aux  cas  où  certains  cercles  deviennent  in- 
finiment petits,  infiniment  grands  ou  se  rapprochent  à des  distances  insen- 
sibles , c’est-à-dire  se  réduisent  à des  points , dégénèrent  en  des  droites  (76 
et  g5)  ou  se  confondent  deux  à deux  (247),  etc.,  il  en  résultera  une  in- 
finité de  nouveaux  théorèmes  et  de  nouvelles  figures , qu’il  sera  facile  de  re- 
couuaitre  par  la  simple  application  de  la  loi  de  continuité. 

287.  Considérons,  par  exemple,  le  ^-stème  de  trois  cercles  quelconques 
situés  sur  un  plan , aussi  bien  que  l'im  des  quatre  axes  de  similitude  qui  leur 
appartiennent,  ou  {ilutôt  les  trois  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes à ces  cercles , pris  deux  à deux , et  qui  sont  relatifs  à cet  axe.  Cela  posé , 
imaginons  que  l’im  des  cercles  dont  il  s'agit  glisse  entre  les  deux  tangentes 
qui  lui  sont  communes  avec  l'im  des  deux  autres , jusqu’à  s'en  rapprocher  à 
une  distance  d’abord  infiniment  petite , et  ensuite  nulle , c’est-à-dire  jusqu’à 
SC  confondre  avec  le  cercle  fixe  ; concevons  que , par  suite  du  même  mou- 
vement, la  dernière  circonférence  glisse  également  entre  les  deux  tangentes 
qui  lui  sont  commmics  avec  le  cercle  fixe , mais  de  manière  cependant  que 
le  centre  de  similitude  qui  lui  appartient,  ainsi  qu’au  premier  cercle  variable, 
reste  toujours  à la  même  place , ce  qui  est  évidemment  possible  ^ il  arrivera 
nécessairement  que  cette  circonférence  se  rapproclieia  sous  cesse  de  celle  qui 
est  fixe , et  finira  par  s’y  confondre  en  meme  tcm[)s  ipto  Pautre  qui  en  dirige 
le  mouvement. 

Or,  dans  ce  nouvel  état  du  ^-stème , les  divers  objets  de  la  figure  devront 
jouir  entre  eux  des  mêmes  propriétés  que  dans  la  figure  primitive,  pourvu 
qu’on  ait  égard  aux  modifications  qui  auront  pu  s’y  opérer;  donc,  si  l’on 
obsene  que  les  trois  centres  de  similitude  des  cercles  primitifs  peuvent  être 
rcm[ilacés  par  trois  points  quelconques  situés  en  ligne  droite  ; que  pareillement 
les  sécantes  communes  ordinaires  de  ces  cercles,  combinés  deux  à deux. 
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deviennent  trois  droites  quelconques  se  coupant  en  un  point  unique,  pôle  •• 
de  relie  qui  précède , etc. , on  déduii-a  immédiatement  de  ces  ronsldérations , 
cl  sans  qu'il  soit  besoin  de  nouveaux  raisonnemens , toutes  les  propriétés  des- 
aipli\cs  des  figures  insailes  et  circoiisa-iu»  au  cercle  et  aux  scctious  coniqtics , 
qui  nous  0ht  déjà  occupés  dans  les  deux  prccéclens  chapitres. 

En  considérant  im  plus  grand  nombre  de  cercles  tangens,  il  serait  d’ail- 
leurs facile  d'en  découvrir  beaucoup  d’autres  relatives  aux  polygones  en  général  j 
imiis,  comme  nous  aurons occasiotf  de  revenir  sur  la  plujwrt  d’eutre  elles  par 
la  suite , cette  discusson , outre  qu'elle  ne  serait  pas  ici  à sa  place , ne  présen- 
terait qu’une  répétition  inutile.  11  nous  suffira , pour  le  moment,  d’avoir  montré 
comment  les  propriétés  générales  du  centre  de  similitude , non-sculcnicnt  con- 
duisent à celles  de  la  tliéorie  des  peilcs  et  polaires , m.-ils  encore  à toutes  les 
autres  propriétés  qui  font  le  sujet  ordinaire  de  la  Géométrie  de  la  règle. 

388.  Enfin  il  est  essentiel , poiu"  compléter  l’objet  de  ce  chapitre , de  re- 
venir sur  cette  remarque , déjà  faite  à la  fin  de  l'art.  a44  1 que  tous  les  lai- 
souucmais  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  éuiblir  les  diverses  propriétés  des 
cercles  situés  sur  im  même  plan,  s’appliquent  directement,  à quehpics  res- 
trictious  près,  au  cas  général  où  Ton  remplace  ces  cercles  par  des  sections 
coniques  quelconques  s.  et  s.  p.  sur  un  plan  ; ce  qiü  peut  également  s’observer 
à l'égard  des  propriétés  exposées  à la  fin  du  cbap.  II  de  la  1".  section. 

Les  restrictions  ne  portent  évidemment  que  sur  ce  qui  concerne  explici- 
temeut  ou  implicitement  des  grandeius  absolues  et  déterminées  ; c’est-à-dire  que 
cela  se  réduit  imiquemcnt  à ce  cpii  a été  dit  sur  la  relation  d’égalité  des  rec- 
tangles correspondans  aux  sécantes  du  cercle,  et  sur  rortbogonjilité  de  deux 
cercles  qui  ont  réciproquement  pour  rayons  les  tangentes  égales  issues  de 
leurs  centres  rcsjvcctils.  Or , pour  que  les  raisonnemens  subsistent  lorsqu’il 
s’agit  de  sections  ctHiiqucs  quelconques  s.  et  s.  p.,  il  snIBt  de  remplacer  chaque 
rectangle  par  son  rapport  avec  le  carré  du  diamètre  qui , dans  l’une  quelcon- 
que des  courbes,  est  parallèle  à la  fccante  d’où  provient  ce  rectangle,  et  de 
remarquer  que  la  considération  de  TotHrogonalité  est  entièrement  inutile  à ces 
raisonnemens , et  n’y  est  amenée  que  pour  la  simplicité  des  énoncés. 

On  peut  d’ailleurs,  pour  le  cas  des  sections  coniques  s.  et  s.  p. , la  remplacer 
jvar  la  condition , beaucoup  plus  générale , que  les  directions , sous  lesquelles 
ces  courbes  se  rencontrent  res|)cctivcmcnt , soient  celles  des  difféiens  ^-sternes 
de  diamètres  <’onjngnés  qui  leur  apparticnneut  ; ce  qiû  pourrait  s’exprimer  d’une 
manière  plus  simple , en  disant  que  ces  sections  coniques  se  coupent  sous  des 
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angles  conjugués  : deux  sections  coniques  ainsi  appariées  sont , comme  on 
voit,  non-seulement  s.  et  s.  p. , mais  encore  telles  que  lo  centre  de  l'une  est, 
relativement  & l'autre , le  pôle  de  la  sécante  commune  à toutes  deux. 

On  arriverait  encore  à ces  diverses  conséquences,  mais  seulement 
pour  le  cas  particulier  d’ellipses  s.  et  s.  p.  sur  un  plan , en  observant  qu’un  tel 
^sterne  de  courbes  peut  toujours  être  censé  provenir  d'un  système  pareil  de 
cercles , au  moyen  de  la  projection  ordinaire  de  l’une  des  figures , sur  le  plan 
dft^antre,  par  des  droites  parallèles.  11  ôt  évident,  en  effet,  que,  dans  cette 
projection,  les  proprica-s  de  la  ligure  priniitivc  demeurent  applicables  à sa 
dérivée , ou  du  moins  sc  modifient  de  la  manière  déjà  d-dessus  indiquée. 
Quant  aux  autres  relations  qui  subsistent  individuellement'entfe  duqne  cercle 
et  son  ellipse  de  projection , on  peut  consulter  Part.  '47'  de  la  première  sec- 
tion et  le  rapport  de  M.  Caueby,  placé  en  tête  de  cet  ouvrage. 

Pour  étendre  immédiatement  ces  dernières  conséquences  au  cas  où  les  sec- 
tions comques,  au  lieu  d’être  simplement  des  ellipses,  sont  quelconques,  il 
faudrait  nécessairement  avoir  recours  à la  loi  de  contmnité  j mt&',  à Paide  des 
principes  de  la  projection  centrale , nous  démontrerons  les  mêmes  choses , dan» 
la  section  suivante , d’une  manière  entièrement  directe  et  générale  ; bien  plus , 
nous  ferons  voir,  dans  le  supplément,  comment  les  propriétés  des  cercles, 
qui  nous  ont  occupés  dans  ce  qui  précède , peuvent  s’étendre , d'une  ma- 
nière analogue , à des  cercles  quelconques  tracés  sur  la  surface  d’une  même 
sphère,  à des  sphères  et  des  surfaces  quelconques  du  second  ordre  s.  et  s.  p. 
dans  l’espace,  etc.  ; ce  qui  a déjà  clé  établi , pour  plusieurs  d’entre  elles,  par 
les  géomètres  dont  les  noms  ont  été  rappelés  dans  le  cours  de  ce  chapitre. 
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DES  SYSTÈMES  DE  SECTIONS  CONIQUES. 

Dass  la  précédente  scrüon,  nous  avons  cherché  à cîq)Oser  les  propriétés 
fondamentales , et  pour  ainsi  dire  élémentaires , des  figures  composées  de  lignes 
droites  et  de  sections  coniques  ; propriétés  qui  se  reproduisent  dans  prescpie 
toutes  les  recherches  géométriques  : ce  que  nous  avons  ajouté  de  plus  général , 
dans  le  dernier  chapitre  de  cette  même  section , touchant  les  ^stèracs  de 
lignes  du  second  ordre,  ne  concerne  encore  que  le  cas  particulier  où  ces 
lignes  sont  s.  ets.  p.  sur  un  plan,  et  ont  par  conséquent  un  centre  de  simi- 
litude ; il  nous  reste  maintenant  à étendre  ces  considérations  aux  sections  co- 
niques en  général. 

Or  cette  extension  ne  saurait  présenter  aucune  difTiailté  sérieuse , d'après 
les  principes  des  art.  lai,  laa  et  i38,  joints  à ceux  des  art.  io5  et  ia7 
et  ù toutes  les  applications  qui  en  ont  déjà  été  faites  dans  ce  qui  précède. 
Nous  pourrions,  en  conséquence,  passer  de  suite  à d’autres  recherchc>s,  si 
nous  n’avions  en  vue  que  les  propriétés  exposées  dans  le  cliapitrc  III  de  la 
deuxième  section;  mais  nous  avons  à déduire,,  de  ces  propriétés,  des  consé- 
quences nouvelles,  qu’il  nous  était  impossible  de  développer,  de  la  m.anière 
convenable , à l’occasion  du  cas  particulier  du  cercle  ; et  ces  conséquences 
nous  semblent  se  recommander  assez  fortement  à l'attention  des  géomètres , 
par  leur  utilité , pour  que  nous  puissions  consacrer  à leur  exposition  une  grande 
partie  de  la  section  qui  va  suivre,  sans  craindre  qu’on  nous  adresse  le  re- 
proche de  trop  nous  étendre. 

Nous  nous  occuperons  d’abord  du  cas  le  plus  simple  : celui  où  l'on  n’envi- 
sage seulement  que  le  ^'stème  de  deux  sections  com'ques  tracées  d'une  ma- 
nière quelconque  sur  un  plan. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Du  centre  d’homologie  ou  de  projection  des  figures  planes  en 
général,  et  de  celui  des  sections  coniques  en  particulier.  — 
jîpplication  à diverses  questions  qui  s’y  rapportent. 


Propriétés  des  sécantes  communes  et  des  points  de  concours  des  tangentes 
communes  des  sections  coniques. 

a()0.  Il  résulte,  en  premier  lieu,  des  remarques  générales  qui  précèdent, 
et  des  propriétés  établies  dans  la  deuxième  section  (a4^  P®***'  le  ett*  parü- 
culier  où  l'on  ne  considère  que  des  ctrconférenccs  de  cercle,  que 

Deux  sections  coniques  quelconques , tracées  sur  un  plan^  peuvent 
être  regardées , de  deux  /manières  différentes  , comme  la  projection  ou 
perspective  [une  de  Poutre  par  rapport  à chacun  de  leurs  points  de 
concours  des  tangentes  communes  pris  en  particulier  pour  centre  de 
projection. 

391.  Dans  Tune  de  ces  projections,  les  arcs  que  l’on  conâdcre  ont  leur 
courbure  dirigée  dans  le  même  sens  par  rapport  au  centre  de  projection, 
ou  point  de  concours  correspondant  des  tangentes  conununcs , et  la  projec- 
tion peut  être  dite  directe  ou  de  première  espèce}  dans  l'autre,  ces  arcs 
tournent  leur  convexité  ou  leur  concavité  en  sens  contraire  par  rapport  à ce 
point,  et  la  projection  peut  être  dite  inverse  ou  de  seconde  espèce.  Dail- 
leurs,  quelle  que  soit  l’espèce  de  projection  que  l’on  envisage,  il  est  très- 
facile , d'après  ce  qui  a été  dit,  ait.  a43,  de  rcconnaitrc  quels  sont  les  arcs, 
les  lignes  et  les  points  qui , en  général , sont  homologues  ou  projections  les 
uns  des  autres  5 et  il  en  résulte  que  deux  points  homologues  qtielconques  sont 
rangés  (a6o)  sur  une  droite,  ou  projetante,  dirigée  vers  le  centre  de  pro- 
jection que  l’on  considère  en  particulier  j et  que  deux  lignes , droites  ou  courbes , 
homologues  d’une  certaine  espèce , ou  provenant  de  points  homologues  de 
cette  espèce,  vont  concourir  siu‘  fune  des  sécantes  communes  aux  deux  sec- 
tions couicpics  proposées , laquelle  renferme  ainsi  tous  les  points  du  plan  qui 
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onl  la  propriété  de  sc  conlindrc  rctpectivement  avec  leur*  projcctioiu , ou 
d’être  leurs  propres  homologues  de  l’e^èce  que  Pou  considère.  Cest  pour- 
quoi , quand  l'on  n’a  à s'occuper , en  particulier , que  de  l’un  des  centres  de 
projection  qui  apprtienneut  aux  deux  secdons  coniques  proposées,  on  pour- 
rait appeler  les  deux  sc'eantes  communes , qui  proviennent  de  points  homo- 
logues de  la  première  ou  de  la  seconde  espèce , axes  de  projection  directe 


ou  mverse. 


29a.  On  a vu  d'ailleurs  (a49  cl  suiv.),  pour  le  cas  particulier  de  deux  cer- 
cles tracc's  sur  un  plan,  la  liaison  intime  qui  existe  entre  les  deux  centres 
de  similitude  et  les  deux  sécantes  communes  ou  axes  de  projection  corres- 
pondans  ; liaison  qui  est  telle  que , quand  Tune  de  ces  quatre  choses  est  con- 
nue, les  trois  autres  s’eusuivent  nécessairement,  au  moyen  de  constructions 
d’une  grande  simplicité , et  qui  n’exigent  toutes  que  le  tracé  de  ligues  droites 
iudéCuics.  D'après  ce  qui  précède,  ces  constructions , toujours  poules , sont 
directement  applicables  au  cas  général  de  deux  sections  conitpics  tpielconqucs , 
pourvu  qu’on  regarde  comme  concourantes  en  des  points  d'une  même  droite , 
les  lignes  qui  d'abord  étaient  parallèles  (to6  et  107).  Mais  ici  le  nombre  des 
sécautes  communes , ou  axes  de  projection , peut  être  plus  con^éroblc  que  pour 
le  cas  de  deux  cercles  jet  c’est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quanti  les  courbes 
SC  pénètrent  en  qiiane  pointa  icels.  Cependant  les  constructions  citées  donnent 
toujours  et  ne  doimcul  jamais  qu’un  seul  centre  ou  im  seul  axe  de  projection  qtti 
coiTcsiionde  à un  centre  ou  à im  axe  scmltlable  supposé  coimn  ^ nous  dirons , 
pour  les  distinguer,  que  ce  sont  des  centres  et  des  axes  de  projection  con/iir- 
gucsj  c’est-à-dire  des  points  de  concoui*  conyn^éf  detangeutes  communes,  et 
des  sécantes  communes  conjuguées  ; celles-ci  ont  évidemment  jjour  caractère 
distinctif  de  se  couper  en  dehors  du  périmètre  des  deux  courbes  ; ceux-là  d'ap- 
partcuir  à des  paires  de  langcutcs  communes  différentes. 

293.  Quoique  ces  délinitions,  et  les  propriétés  auxcpiellcs  elles  se  rapjioi^ 
teut,  SC  trouvent  sulUsamment  justiiiécs  par  ce  qui  a d^jà  été  dit  pour  le  cas 
|>artici^cr  du  ccrclç,  U ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut 
y parvenir  directement,  sans  avoir  recoun  aucunement  à cet  intermédiaire:  et 
d'abord  on  pourrait  appliquer  inamédiatemeut , au  cas  général  de  deux  sections 
coniques,  le  même  genre  de  démoiistralion  que  celui  employé  pour  deux 
cercles  j car , en  mettant  la  figure  en  projection , sur  un  nouveau  plan , de 
façon  (io3)  que  Tune  quelconque  des  sécantes  communes  passe  à l'inbui,  les 
deux  courbes  deviendront  (laS)  s.  cl  s.  p.  sur  ce  plan , et  auront  pour  centre 
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de  similiuide  les  points  de  concours  des  tangenrar  communes  qui  correspon- 
dent aux  sécantes  de  la  projection.  Mais  on  peut  atteindre  le  même  bnt, 
d'une  manière  enlièrAhent  directe , en  employant  les  considérations  les  plus 
simples  de  l’espace;  il  sulTit,  pour  cela,  de  prouver  que 

DeiuE  sections  coniques  quelconques^  tracées  sur  un  plan  ^peuvent  être 
considérées  comme  la  projection  de  deux  sections  planes  d un  cône,  dont 
le  soumet  est  représenté  par  T un  des  points  de  concours  des  tangentes 
communes. 

394.  En  elTct,  nommons  en  général  (C),  (C')  les  courbes  proposées,  et  S 
le  point  de  concours  de  deux  tangentes  communes  quelconques  de  ces  cour- 
bes; considérons  la  surlace  de  cône  qui  a (C)  pour  base  et  pour  sommet  un 
point  quelconque  de  Pespace , il  est  évident  que , si  Ton  projette  ce  cône  sur 
le  plan  de  la  base , de  façon  cpie  S soit  la  projection  du  sommet , ses  deux 
arêtes  extrêmes  seront  représentées  par  les  tangentes  communes  aux  cour- 
bes (C)  et  (C)  qui  passent  par  S.  Cela  posé , prenons  à volonté  un  point  a 
sur  la  courbe  (C') , et  projetonsde  sur  la  stuTace  conique , à partir  du  centre 
de  projection  choisi  comme  il  vient  d’être  indiqué;  projetons-j  également 
les  deux  points  de  contact  de  cette  courbe  et  des  deux  tangentes  communes  ; 
ces  points  apprtiendront  aux  arêtes  extrêmes  du  cône;  concevons  enfin  le 
plan  qui  renferme  les  trois  points  ainsi  trouvés , il  coupera  le  cône  suivant  une 
section  conique,  dont  la  projecdon,  sur  le  plan  de  la  base,  passera  par  le  point  a, 
et  touchera  les  tangentes  communes  aux  mêmes  points  que  celle  (C)  ; donc 
elle  SC  confondra  en  tme  seule  et  même  courbe,  avec  elle,  puisque  (ao3 
et  307)  une  section  conique  est  entièrement  déterminée  de  grandeur  et  d’es- 
pèce , quand  on  en  a trois  points  et  les  tangentes  en  deux  de  ces  pioints. 

Comme  au  point  a,  pris  sur(C'),  correspondent  toujours  deux  points,  l’un 
supérieur , l’autre  inférieur,  sur  la  surface  du  cône  que  l’on  considère , il  en 
résulte  qu’il  existe  aussi  deux  sections  planes  de  ce  cône  qui , dans  des  sens 
dilfércns , ont  pour  projection  la  courbe  (C')  ; donc  les  deux  sections  coniques 
proposées  peuvent  être  regardées , de  deux  manières  différentes , comme  re- 
présentant les  sections  planes  d'un  même  cône  qui  a S pour  sommet  ; ce  qu’il 
fallait  démontrer. 

395.  Cette  démonstration  ne  s’applique  Q est  vrai , en  toute  rigueur,  qu’au 
cas  où  le  point  S appartient  à deux  tangentes  communes  réelles;  mais  on 
peut  en  étendre  la  conséquence  à tous  les  cas , au  moyen  de  la  loi  de  con- 
tinuité. En  effet,  quand  le  point  dont  il  s'agit  appartient  i des  tangentes  com- 
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mimes  rcclles , on  dcdult  de  ces  conséquences  un  moyen  de  trouver  les  deux 
se'contes  coujugue'cs  communes,  lesquelles  peuvent  être  d'ailleurs  réelles  ou 
idéales  ; et  réciproquement  on  peut  trouver  ce  point  au  moyen  des  sécantes 
communes , quand  ces  dernières  existent  ; mais  la  construction  est  alors  tou- 
jours jKMsible,  et  donne  toujoius  (aSi)  des  points  rceb;  donc  ces  points  doi- 
vent jouir,  dans  tous  les  cas , du  même  caractère  et  des  memes  propriétés , qu'ils 
appartiennent  ou  non  à.  des  tangentes  communes  réelles. 

ag6.  n est  essentiel  de  remarquer  que  réciproquement  les  droites  et  les 
points , qui  jouissent , par  rapport  au  ^stème  de  deux  sections  coniques  tracées 
sur  un  plan , des  propriétés  qui  viennent  de  nous  occuper,  sont  nécessairement 
des  sécantes  communes  à ces  courbes  et  des  points  de  concours  de  leuis  tan- 
gentes communes  ] en  sorte  qu'il  n'existe,  sur  le  plan  de  deux  sections  coniques, 
d’autres  droites  et  d’autres  points  que  ceux  dont  il  s’agit , qui  jouissent  de  ces 
propriétés. 

En  effet , ri  l’on  met  la  figure  en  projection  sur  un  nouveau  plan  paraUèle 
à une  telle  droite , d'après  la  propriété  dont  elle  jouit  à Fégard  du  point 
correspondant  et  des  deux  courbes , les  L'gnes  que  nous  avons  appelées  homo- 
logues deviendront  parallèles  ; et , comme  les  droites  qui  renferment  deux  à 
deux  les  points  homologues  iront  encore  concourir  au  point  dont  il  s’agit , ce 
pmnt  sera  nécessairement  (a39,  note)  tm  centre  de  similitude  des  deux  coui^ 
bes  ; lesquelles  seront  ainsi  semblables  entre  elles  de  grandeur  et  de  porition , 
et  auront  le  point  en  question  pour  concours , réel  ou  idéal , de  deux  de  Ictus 
tangentes  communes.  D’un  antre  côté,  la  droite  rituce  à rinCni  sur  le  plan 
de  ces  nouvelles  sections  coniques  a pour  projection  celle  que  l'on  considère 
sur  la  figure  primitive;  donc  (ia6)  celle-ci  est,  à son  tour,  une  sécante  réelle 
ou  idéale  commune  aux  sections  coniques  proposées. 

De  là , au  reste , on  déduirait  immédiatement , et  par  la  simple  application 
de  la  loi  de  continuité  (347),  toutes  les  propriétés  qui  constituent  la  théorie 
des  pôles  et  polaires  des  sections  coniques , et , par  suite , celles  qui  appar- 
tiennent aux  asymptotes  et  au  centre  de  ces  courbes. 

Des  figures  homologiijues , du  centre  et  de  l’tuce  iThomologle. 

397.  Les  propriétés  dont  jouit  le  g-steme  de  deux  sections  com'ques,  tra- 
cées sur  un  plan , à l’égard  de  leurs  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes, ne  sont  pas  pai-ticulières  à ces  sortes  de  courbes;  elles  ont  lieu  pour 
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des  figures  planes  beaucoup  plus  gcne'rales , quand , ainsi  que  les  premières , 
cUcs  peuvent  être  regardées  comme  la  projection  ou  perspective  de  deux 
autres  figmes  semblables  de  grandeur  et  de  position  sur  un  plan  5 il  est  évi- 
dent , en  effet , que , dans  le  premier  système , le  centre  de  similitude  sc  trouve 
représenté  par  un  point  qui  jouit,  à fegard  des  figures  correspondantes,  de 
toutes  les  propriétés  du  point  de  concours  des  tangentes  communes  à deux 
sections  coniques  : ainsi , par  exemple , les  lignes  homologues  vont  concou- 
rir , deux  à deux , sur  une  droite  qui  représente  tous  les  points  à l'infini  du 
plan  des  figures  semblables,  etc. 

Nous  avons  d'ailleurs  déjà  fait  remarquer  (a46)  que  ces  propriétés  ne  sont 
autres  que  celles  de  la  projection  centrale  ou  perspective  ordinaire , mais  enri- 
sagées  sous  un  point  de  vue  tout  particulier  ; c’est  pourquoi  il  est  à crain- 
dre qu’en  employant , comme  dans  ce  qui  précède , les  expressions  générales 
de  centre  et  (Ta-xc  de  projection,  pour  désigner  le  point  où  conveigent 
toutes  les  droites  quT  renferment  les  points  homologues , et  les  droites  où  sc 
rencontrent  deux  à deux  les  ligues  qui  leur  correspondent,  on  ne  fasse  pas 
suffisamment  comprendre  quel  est  fétat  particulier  du  système  que  l'on  con- 
sidère , et  sa  parfaite  analogie  avec  celui  do  deux  figures  s.  et  s.  p.  sur  un 
pl.an  : ces  conridératious  et  l’importance  de  la  chose,  nous  déterminent  à 
substituer  à ces  expressions  des  expressions  nouvelles  ^ d'autant  qu’il  nous  sem- 
ble extrêmement  avantageux,  pour  la  langue  géométrique,  de  pouvoir  dé- 
signer un  même  objet  par  plusieurs  mots , quand  ces  mots  correspondent  à des 
vues  difl'éreutes  de  l'esprit , ou  rappellent  des  propriétés  distinctes  de  cet  objet. 

398.  11  n'est  pas  possible  de  conserver,  dans  le  cas  général  qui  nous  oc- 
cupe , au  point  où  concourent  les  droites  qui  renferment  les  points  homolo- 
gues , le  nom  de  centre  de  similitude  ; mais  on  peut  fort  bien  l’appeler  le  centre 
iThomologie  des  deux  figures,  et  dire  de  ces  figures  elles-mêmes  qu'elles  sont 
homologiques  j la  droite  sur  laqueUe  concourent , deux  à deux,  les  lignes  ho- 
mologues sera  ainsi  F axe  de  concours  ou  d'homologie  du  ^stème  ; et  celles 
qui  convergent  vers  le  centre  d’homologie  seront  des  rayons  d homologie. 

Quoique  ces  diverses  expressions  ne  soient  pas  encore  usitées,  elles  sont 
si  amples  et  à faciles  à saiâr,  que  nous  ne  croyons  pas  qu'on  puisse  se  re- 
fuser à les  admettre;  d’ailleurs,  d'après  l'idée  qu’on  attache  d’ordinaire  au 
mot  homologue , quand  les  figures  sont  s.  et  s.  p. , elles  nous  paraissent  pai^ 
faitement  désigner  fcspèce  de  correspondance  particulière  qui  existe  entre 
les  deux  systèmes.  Enfin  elles  ont  l’avantage  de  pouvoir  s’étendre  immé- 
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diatcmeÀt , comme  nous  le  verrons  plus  tard  (snpplém.  art.  676  et  suiv.)  aux 
£j;ures  situées  dans  Pespace , en  remplaçant  alors  le  mot  d’are  par  celui  de 
pUm  d’homologie  ou  de  concours. 

399.  Quand  les  figures  ont  deux  axes  et  deux  centres  d'homologie,  U est 
inutile  de  dire  que  toutes  les  expressions , jusqu'ici  mises  en  usage  pour  dis- 
tinguer entre  eux,  soit  ces  axes,  soit  ces  centres,  soit  enfin  les  lignes  et  les 
points  homologues  de  diverses  espèces,  subnstent. 

3oo.  Nous  venons  d'établir  les  propriétés  des  figures  homologiqucs , tracées 
sur  un  plan  commun , en  nous  appujant  sur  les  propriétés  connues  des  fi- 
gures s.  et  s.  p.  ; mais  on  peut  aussi  y arriver  directement , sans  recourir  A cet 
intermédiaire,  au  moyen  des  considérations  déjà  employées  ci-dessus  (394)  pour 
le  cas  particulier  de  deux  sections  coniques;  car  on  peut  toujours  regarder 
deux  pareilles  figures  comme  la  projection  de  deux  autres  figures  dans  l'es- 
pace, mais  situées  dans  des  plans  dilTérens,  et  qui  seraient  la  perspective  Time 
de  l'autre , par  rapport  à im  point  quelconque  de  Tespacc  pris'  pour  centre  de 
projection  ou  point  de  vue* 

Ou  peut  d’ailleurs  arriver  au  même  résultat  en  observant  que  les  condi- 
tions , pour  que  deux  figures  soient  homologiqucs  sur  un  plan , sont  nécessai- 
rement analogues  et  en  nombre  égal  à celles  qui  établissent  la  smilitude  de 
grandeur  et  de  position  de  deux  figures  de  même  ordre,  tracées  également  sur 
un  plan.  Or  toutes  les  propriétés  des  figures  s.  ets.  p.  sur  un  plan  dérivent 
de  celles  des  triangles  s.  et  s.  p.  ou  â côtés  parallèles  ; donc  toutes  les  pr&r 
priétés  des  figures  homologiqucs , en  général , doivent  aussi  dériver  de  celles 
qui  appartiennent  aux  simples  triangles  homologiques  sur  un  plan.  - 

Sien  plus , il  est  évident  que  les  relations  purement  descriptives , celles  qui 
ne  dépendent  que  de  la  direction  indéfinie  des  lignes , doivent  dériver  uni- 
quement de  celles  du  même  genre  reladves  aux  simples  triangles  ; et  ces  re- 
ladons  sont  exactement  leÿ  mêmes  (167)  pour  deux  triangles  homologiques 
et  pour  deux  triangles  s.  et  s.  p. , pourvu  qu’on  admette  la  notion  que  les  lignes 
parallèles  concourent  è Finfini.  Donc  les  figures  homologiques  jouissent  des 
mêmes  propriétés  deseriptives  que  les  figures  s.  et  s.  p.  sur  un  plan  ; et , comme 
Icprindpe  relalifaux  triangles  eit  June  première  évidence  (168),  il  en  résulte 
que  les  prtqutétés  purement  descriptives  des  figures  planes  homologiques 
sont  tout-è-Ëfit  indé^ndantes  de  celles  des  figures  semblables,  et  ne  reposent 
absolument  que  sur  la  ditfinîtior»  de  la  ligne  droite  et  du  plan , considén^  dans 
leur  direction  indéfinie  ; ce  qui  peut  également  se  conclure  des  raisonnemens 
déjà  établis  ci-dessus , au  moyen  des  considérations  de  rcq>ace.  a t 
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3oi.  Cette  remarque  est  très-importante;  car,  si  Ton  admet  la  notion  rela- 
tive aux  parallèles , qu’on  doit  regarder  comme  un  axiome  inévitable  et  fon- 
damental de  la  Géométrie;  qu’on  suppose  ensuite  que  l’axe  d'homologie  des 
figures  ci-dessus  s’éloigne  à une  distance  iniinie , on  en  déduira  immédiatement , 
et  par  réciproque , toutes  les  propriétés  (a4 1)  des  figures  s.  et  s.  p.  sur  un 
plan , qui  ne  concernent  que  la  direction  indéfinie  des  lignes  et  non  leur 
mesure  ; lesquelles  peuvent  ainsi  être  établies  indépendamment  d’aucune  rela- 
tion métrique , et  sans  recourir  au  principe  relatif  à la  proportionnalité  des 
lignes  homologvies  dans  les  figures  semblables. 

Quant  aux  relations  métriques  eUes-mèmes  (*) , on  peut  les  déduire  toutes , 
pour  le  cas  de  deux  figures  liomologiques  en  général,  de  la  propriété  (i/{5) 
appliquée  au  cas  du  triangle  coupé  par  une  transversale  droite  quelconque; 
et  de  là  on  déduirait  immédiatement , comme  corollaires , les  théorèmes  re- 
latifs à la  proportionnalité  des  lignes  homologues  dans  les  figures  semblahles , 
en  admettant  que  les  segmens  formés  à partir  de  l’axe  d’homologie  sont  de- 
venus infinis  et  égaux  ; ce  qu’on  peut  regarder  comme  un  autre  axiome  in- 
contestable ; mais  la  propriété  (i45)  reposant  elle-même  (9)  sur  la  théorie  des 
L'gnes  proportionnelles , dont  elle  n’est  véritablement  qu’une  extennon , il  ne 
parait  pas  qu’on  puisse  établir,  à priori  y les  relations  métriques  des  figures 
homologiqucs , comme  on  vient  de  le  faire  pour  Icsjclations  purement  des- 
criptives ; à moins , peut-être , d’admettre , avec  M.  Legendre  (**) , le  prin- 
dpe  des  fonctions , qui  n’est  au  fond  que  le  principe  de  continuité. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  toutes  les  relations , soit  métriques , soit  des- 
criptives , qui  ont  lieu  pour  func  des  figures  et  sont  projectives  de  leur  nature , 
ont  nécessairement  lieu  aussi  (i4)  pour  la  figure  qui  lui  est  homologique. 

Construction  de  la  figure  homologique  d'une  figure  donnée , au  mojen 
de  certaines  conditions. 

3oa.  n résulte  des  propriétés  purement  descriptives  des  figures  homologi- 
ques  que , si  l'on  se  donne  seulement  un  point  de  Tune  d’elles  avec  son  homo- 


(*)  L’art.  167  of&o  quoique#  exemplet  do  cei  propriété#  pour  le  ca#  particulier  de  deux 
triangle#  homologique#  ; et,  au  moyen  de#  conaideration#  mûe#  en  uaagc  an  même  endroit, 
il  aérait  facile  d’étendre,  de  la  même  manière,  le#  autres  relations  qui  appartiennent  en 
général  aux  figure#  s.  et  #.  p. 

(**)  Elément  de  Géométrie  y note  H'. 
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loguc  sur  l'autre,  puis  le  centre  et  Taxe  d'homologie,  on  pourra  décrire 
cntièrcmcnteeUc  ligure  au  moyen  de  celle  qui  est  donnée , en  n'employant  que 
la  simple  ligne  droite.  En  elict , les  lignes  homologues  devant  concourir  res- 
pectivement sur  l’axe  dont  il  s'agit,  tout  consistera  à mener,  par  le  point 
donné,  imc  suite  de  droites  transt'ersalcs  dont  les  homologues  seront  pai^ 
faiteraent  déterminées , au  moyen  du  point  qui  correspond  au  premier  et  de 
l'axe  d'homologie  ; projetant  ensuite , sur  ces  droites , les  dilTérens  points  qui  ré- 
pondent à leurs  homologues  et  à la  figure  donnée , on  obtiendra  évidemment 
les  points  correspondans  de  la  figure  non  décrite , et  par  consécpient  les  lignes 
mêmes  de  cette  figure.  Il  serait  d'ailleius  facile  do  mener  les  tangentes  aux  points 
ainsi  obtenus,  etc. 

3o3.  En  général , on  pourra  résoudre  graphiquement,  sur  la  figure  non  dé- 
crite et  au  moyen  de  ces  seules  données , toutes  les  questions  qui  ne  concei'- 
neraient  que  la  direction  indéfmic  des  lignes,  leur  intersection,  leur  tan- 
gence , etc.  : voulant , par  exemple , rechercher  l'intersection  d'une  certaine 
courbe  avec  imc  droite  donnée,  on  n'aura  qu'à  déterminer  l'homologue  de 
cette  droite , et  à projeter  ses  intersections  avec  la  courbe  homologue  à la  pro- 
posée sur  la  droite  donnée  : pareillement , si , d'un  point  donné , on  veut  mener 
des  tangentes  à une  certaine  coiuhe  de  la  figure  non  décrite , on  cherchera 
l'homologue  de  ce  point , duquel  on  mènera  des  tangentes  à la  courbe  cor- 
respondante de  l'autre  figure  ; on  projettera  ensuite  les  tangentes  et  les  points 
de  contact,  ainsi  obtenus , siu  la  figure  non  décrite,  etc. , etc. 

Ces  constructions  étant  tout-à-fait  analogues  à ceUes  qu'on  pourrait  déduire  de 
la  perspective  ordinaire , il  est  assez  inutile  de  s'y  arrêter. 

3o4>  Si,  au  lieu  d'un  point  appartenant  à la  figure  non  décrite,  on  en  don- 
nait trois  et  leurs  homologues,  c'est-à-dire  deux  triangles  homologues;  comme 
encore,  si  l'on  se  donnait  deux  droites  et  un  point  avec  leurs  homologues, 
on  aurait , par  là  même , le  centre  et  l'axe  d'homologie  ; en  sorte  que , les  fi- 
gures étant  dans  tm  même  plan , ou  étant  seulement  planes  et  dans  l'espace , 
on  pourrait , comme  précédemment,  décrire  funo  d’elles  au  moyen  de  l’autre, 
et  résoudre  les  diverses  quesüons  graphiques  qui  lui  sont  relatives.  Mais  si, 
avec  le  centre  d'homologie  , on  ne  se  donnait  que  deux  droites  et  leurs  ho- 
mologues ; ou  si , avec  l'axe  d'homologie , on  ne  se  donnait  que  deux  points 
et  leurs  homologues , on  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats.  En  général , 
ou  voit  qu’on  peut  varier , d'une  infinité  de  manières  différentes , la  nature 
particulière  des  données,  et  qu'il  s'agit  seulement  qu'elles  soient  en  nombre 

at  * 
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suiRsant  pow  déterminer  complètement  le  centre , l’axe  d’homologie  et  deux 
points  ou  deux  droites  homologues  quelconques  de  l'une  et  de  l’autre  figure  ; 
car  se  donner  deux  droites  homologues , c’est , par  là  même,  se  donner  une 
infinité  de  paires  de  points  homologues , puisque  les  points  homologues  sont 
rangés  sur  des  droites  qui  passent  par  le  centre  dliomologie. 

Cas  où  la  figure  donnée  est  une  section  conique. 

305.  Lorsque  la  figure  supposée  décrite  est  une  section  conique,  son  ho- 
mologue en  est  une  ausâ  ; et  la  question  qui  précède  revient , en  général , 
à déterminer  celle-ci  au  moyen  de  l’autre,  quand  on  connaît  un  nombre 
suffisant  de  conditions  .pour  la  construire.  Or  cette  question  peut  sa  résoudre 
linéairement , ou  avec  la  règle  seule , dans  les  cas  suivans  : 

1°.  Connaissant  un  centre  et  un  axe  d homologie  con/ugués  des  deux 
courbes , c'est-à-dire  (393)  un  point  de  concours  des  tangentes  communes 
et  une  sécante  commune  conjuguée  à ce  points  on  se  donne ^ soit  un 
point  f soit  une  tangente  de  la  courbe  non  décrite. 

3°.  Connaissant  l’un  des  centres  ou  Pun  des  axes  d'homologie  des 
deux  courbes^  on  se  donne , soit  trois  points^  soit  trois  tangentes^  soit 
deux  points  et  une  tangente , soit  enfin  deux  tangentes  et  un  point  de 
la  courbe  inconnue. 

3°.  Connaissant  ou  deux  axes^  ou  deux  centres  d'homologie  conjur- 
gués  des  deux  courbes on  se  donne , soit  un  point , soit  une  tangente 
de  la  courbe  cherchée. 

306.  Ces  questions  présentent  en  tout  quatorze  cas,  dont  deux  pour  la 
première , huit  pour  la  seconde  et  quatre  pour  la  troisième  : de  ces  qua- 
torze cas , les  dix  premiers  seront  seuls  résolus  dans  ce  qui  va  suivre  ^ les 
quatre  autres  le  seront  dan»  le  second  chapitre,  à l’occasion  de  recherches 
particulières,  et  qu’il  serait  hors  de  propos  d’entamer  id. 

Nous  ferons  d’ailleurs  observer , avant  d'aller  plus  loin , que , les  deux  centres 
et  les  deux  axes  d'homologie  conjugués  étant  tellement  liés  entre  eux  (393) 
qu'on  ne  peut  obtenir  l'un  sans  obtenir  à la  ibis  l’autre  , il  arrivera  toujours 
que , pour  une  même  courbe  inconnue , les  solutions  seront  doubles , soit 
qu'on  cherche  un  centre , soit  qu’on  cherche  un  axe  d'homologie.  En  con- 
séquence , le  nombre  des  courbes  cherchées , ou  des  solutions  distinctes  du 
problème , ne  sera  véritablement  que  moitié  de  celui  des  centres  ou  axes 
d'homologie  trouvés. 
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307.  Premier  cas.  Connaissant  un  centre  et  un  axe  d’homologie  con- 
jugués des  deux  courbes,  on  se  dorme  un  point  de  celle  qui  n’est  pas 
décrite. 

Solut.  Du  centre  d’homologie  projetez  le  point  donné  (*)  sur  la  section 
conique  décrite , ou , ce  qui  revient  au  même , menez  par  ces  deux  points 
une  droite -transversale  ; elle  ira  rencontrer  la  courbe  en  deux  points,  dont 
chacun  pourra  être  pris  pour  Phomologue  du  point  donné,  relativement  à 
Baxe  d'homologie , et  servira  (3oa) , conjointement  avec  cet  axe , à déter- 
miner complètement  l’une  des  courbes  qui  résolvent  le  problème  •,  lesquelles 
seront  ainsi  au  nombre  de  deux  seulement. 

JRem.  Quand  le  centre  d'homologie  est  extérieur  à la  section  conique  don- 
née, ou  que  les  tangentes  qui  hii  répondent  sont  possibles;  que,  de  plus. 
Taxe  d'homologie  est  une  sécante  réelle , le  problème  re-vient  évidemment  à 
tracer  la  section  conique  dont  on  a trois  points  et  deux  tangentes. 

308.  Deuxième  cas.  Connaissant  un  centre  et  un  axe  d’homologie  con- 
jugués des  deux  courbes , on  se  donne  une  tangente  de  celle  qui  n’est 
pas  décrite. 

Solut.  Par  le  point  où  la  tatigente  donnée  rencontre  l’axe  d'homologie, 
menez  des  tangentes  ù la  courbe  décrite  ; chacune  d'elles  pourra  être  prise 
pour  l'homologue  de  la  première  relativement  à l’axe  dont  il  s'agit  ; projetant 
ensuite  chacun  des  points  de  contact  sur  la  tangente  doiméc,  on  obdendra  deux 
pobts  qui  seront  respectivement  les  homologues  des  deux  premiers  : on  aura 
donc  tout  ce  qu'il  faut  (3oa)  pour  décrire  les  courbes  du  problème , qui  ainsi 
seront  au  nombre  de  deux  seulement,  comme  dans  le  cas  qui  précède. 

lîem.  Le  problème  revient  à décrire  une  section  conique  dont  on  a deux 
points  et  trois  tangentes , dans  les  circonstances  déjà  indiquées  ci-dessus. 

3og.  Troisième  cas.  Connaissant  un  centre  d’homologie  des  deux  cour- 
bes , on  se  donne  trois  points  de  la  courbe  non  décrite. 

Solut.  Les  points  donnés  appartienuent  à un  triangle  dont  on  obtiendra 
facilement  l'homologique  en  projetant  ses  sommets  sur  la  courbe  décrite  ; mais 
il  en  résulte  en  tout  huit  triangles,  dont  chacun  peut  être  pris  pour  l'ho- 
mologue du  proposé , et  auquel  correspond  par  conséquent  un  axe  d'homo- 
logie particulier  ; donc  il  y a en  tout  huit  axes  d'homologie  qui , étant  con- 


(*)  On  coacerrn  très-aisément  tout  ce  que  nous  allons  dire,  on  suivant,  dans  disque 
cas,  les  nisonnemens  sur  une  figure , qu'il  sera  d’silleurt  &cUe  de  construire. 
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jugués  denx  à deux  (3o6)  au  cenu-e  d'homologie  donnë , fournissent  quatre 

courbes  distinctes,  faciles  i décrire  (3oa),  et  qui  sont  autant  de  solutions  du 

problème. 

Il  Kfim.  Quand  les  tangentes  du  centre  (fhomologie  sont  possibles , le  pro- 
blème revient,  comme  celui  du  premier  cas  (3o7),  à déterminer' une  section 
conique  tangente  à deux  droites  et  passant  par  trois  points  donnes. 

3 10.  Quatrième  cas.  Connaissant  un  centre  d homologie  des  deux  cour- 
bes , on  se  donne , en  outre , trois  tangentes  de  celle  qui  n’est  pas  décrite.  • 

Solut.  Les  trois  tangentes  données  forment,  par  leurs  mtersections  mu- 
tuelles , un  triangle  circonscrit , dont  il  faut  trouver  l'homologue  sur  la  courbe 
décrite  ^ car  l'axe  de  concours  de  ces  deux  triangles  sera  aussi  Taxe  d'homo- 
Ic^c  des  deux  courbes  ; au  moyen  de  quoi  le  problème  sera  ensuite  facile 
à résoudre,  pnisqu'en  projetant  les  points  de  contact  des  côtés  du  nouveau 
triangle  sur  ceux  qui  leur  sont  respectivement  homologues  dans  le  premier , 
on  aura  tout  ce  qu’il  faut  (3oa)  pour  déterminer  complètement  la  courbe  in- 
connue. Mais  le  triangle  homologue  au  proposé  doit  avoir  scs  sommets  ap- 
pn}'és  respectivement  sur  les  rayons  d’homologie  qui  appartiennent  à ceux  de 
ce  dernier  5 donc  il  s'agira*  en  définitif,  pour  Pobtenir,  de  circonscrire  à la 
courbe  donnée  im  triangle  dont  les  sommets  s’appuient  sur  trois  droites 
connues  passant  par  un  même  point  : question  qui  sera  résolue , par  la  suite 
(563) , d’une  manière  purement  linéaire , et  qui  offre  deux  solutions  distinctes , 
répondant  (3o6)  aux  deux  axes  d’homtdogic  conjugués  au  centre  d’homologie 
donné.  Ainsi  la  courbe  cherchée  est  unique. 

Bcm.  Quand  le  centre  d’homologic  donné  répond  k des  tangentes  pos- 
sibles, le  problème  revient  à décrire  une  conique  dont  on  a cinq  tangentes, 
ce  qui  peut  s’exécuter  très-simplement,  comme  il  a été  indiqué  art.  ai3. 

3 1 1 . Cinquième  cas.  Connaissant  un  centre  d'homologie  des  deux  cour- 
bes , on  se  donne  deux  points  et  une  tangente  de  la  courbe  non  décrite, 

Sobit.  En  projetant  les  deux  points  sur  la  courbe  donnée,  on  obtiendra 
quatre  points , qui , deux  à deux , pourront  être  pris  poiu*  les  homologues  des 
premiers,  et  d’où  résultera  par  conséquent  quatre  cordes,  qu’on  pourra  re- 
garder séparément  comme  les  homologues  de  celle  qui  passe  par  les  deux 
points  donnés. 

Cela  posé , en  prolongeant  la  corde  qui  passe  par  les  deux  points  donnà 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  tangente  qui  lui  coiTCSpond , il  en  résultera  un 
point,  dont  l’homologue  s’obtiendra  en  le  projetant  siu:  chacime  des  quatre 
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cordes  qui  sont  les  homologues  de  la  première;  menant  ensuite,  de  chaque 
point  ainsi  trouvé , deux  tangentes  à la  courbe  donnée , chacune  d'elles  pourra 
être  prise  pour  l’homologue  de  la  tangente  proposée,  et  ira  par  conséquent 
la  rencontrer  en.  un  point  qui , étant  joint  par  une  droite  avec  le  point  d'in- 
tersection des  deux  cordes  correspondantes,  donnera  évidemment  un  des  axes 
d'hom(4ogtc  cherchés  : la  seconde  tangente  donnant  un  second  axe  d'homo- 
logie nécessairement  conjugué  au  premier,  on  obtiendra  en  tout  huit  axes 
dliomologie , deux  & deux  conjugués , et  par  conséquent  quatre  courbes  dis- 
tiuctcs,  qu’il  sera  d'ailleurs  facile  de  construire. 

Hem.  Quand  les  tangentes  du  centre  d’homologie  sont  possibles,  le  pro- 
blème revient , comme  celui  de  Part.  3o8 , à déterminer  une  section  conique 
tangente  à trois  droites  et  passant  par  deux  points  donnés. 

3 1 a . Sixième  cas.  Connaissant  un  centre  d homologie  des  deux  courbes , 
on  se  donne  deux  tangentes  et  un  point  de  la  courbe  cherchée. 

Solut.  Si  les  deux  tangentes  commîmes  qui  correspondent  au  centre  d'ho- 
mologic  sont  possibles , on  aura  quatre  tangentes  à la  courbe  cherchée , qui , 
par  leurs  intersections  mutuelles,  formeront  un  quadrilatère  complet,  dont 
une  diagonale  passera  par  le  centre  d'homologie  et  par  le  |ioint  d'intersec- 
tion des  tangentes  données,  et  aura  pour  pôle  (19a)  le  point  où  se  coupent 
les  deux  autres  diagonales  ; ce  point  étant  connu , aussi  bien  que  son  homo- 
logue qui  doit  être  le  pôle  (a58)  de  la  même  diagonale  par  rapport  à la 
section  conique  donnée , on  aura  ainsi  deux  points  homologues  appartenans 
respectivement  aux  deux  courbes. 

Si , au  contraire , les  tangentes  communes  con  espondantes  au  centre  d’ho- 
mologie étaient  irajiossibles , on  observerait  que , dans  le  quadrilatère  ci-dessus, 
les  deux  tangentes  données , la  diagonale  ou  le  rayon  d'homologic  qui  passe 
par  leur  intersection , la  droite  qui  joint  cette  intci-scction  au  ptôle  de  la  dia- 
gonale doivent  former  un  faisceau  harmonique  (186);  de  sorte  que,  les  trois 
premières  étant  connues , la  dernière  s'ensuit  nécessairement  (1 55)  : on  trouvera 
ensuite  le  pôle  lui-même,  en  projetant,  sur  La  droite  dont  il  s'agit,  le  pôle 
qui  lui  est  homologue  dans  la  courbe  donnée , et  qui  est  connu. 

Ayant  aind  obtenu  deux  pôles  homologues , ou  projetera  le  point  donné 
sur  la  courbe  décrite;  les  deux  points  qui  eu  résulteront  seront,  fun  l'bo- 
mologuc  direct,  l'autre  l'homologue  inverse  du  premier,  et  pr  conséquent 
ils  correspondront  tous  deux  aux  mêmes  courbes , mais  à des  axes  d'homo- 
logic difVérens , en  sotte  qu'il  sufHra  de  s'occuper  de  l'un  d'eux  en  particulier. 
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Le  problème  se  trouve , par  là , ramené  à la  dernière  partie  de  celui  qui 
précède  ; car  les  deux  ^'stèmes  de  deux  points  homologues  trouvés  déter- 
minent deux  droites  homologues , d'où  il  est  facile  de  conclure  les  tangentes 
qni , sur  la  courbe  décrite , correspondent  aux  tangentes  données , et  par  suite 
les  axes  d'homologie  cherchés , lesqueb  conduisent  évidemment  à deux  solu- 
tions distinctes  du  problème. 

Rem.  Quand  les  tangentes  du  centre  d'homologie  sont  possibles , le  pro- 
blème revient  à déterminer  une  section  conique  dont  on  connaît  quatre  tan- 
gentes et  un  point. 

3i3.  Septième  cas.  On  connail  un  euce  d’homologie  des  deux  courbes^ 
et  on  se  donne  trois  points  de  la  courbe  cherchée, 

SoUu.  Prolongez  les  côtés  du  triangle  qui  a ces  points  pour  sommets  jus- 
qu'à leurs  intersections  avec  l'axe  d'homolt^e  \ inscrivez  à la  courbe  donnée 
un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  les  points  ainri  obtenus  \ ce  problème , 
comme  nous  le  verrons  par  la  suite  (*)  , aura  deux  solutions  purement  li- 
néaires, et  donnera  par  conséquent  deux  triangles  qui  seront  évidemment 
les  homologues  du  triangle  donné  ^ partant  l’on  aura  deux  centres  d'homo- 
logie qui , étant  conjugués  (3oQ,  ne  donneront  lieu  qu'à  une  seule  combe. 

Rem.  Quand  Taxe  d'homolt^e  est  une  sécante  commune  réelle , le  pro- 
blème revient  à celui  qui  a été  résolu  directement  (ao3) , au  moyen  de  thexor- 
gramme  mjstique  de  Pascal, 

3i4<  Huitième  cas.  On  connaît  un  axe  d’homologie  des  deux  courbes 
et  trois  tangentes^  de  la  courbe  non  décrite, 

Solut.  Les  trob'  tangentes  données  forment  un  triangle  par  leurs  intersec- 
tions mutuelles  ^ pom  obtenir  un  triangle  homologue  quelconque  dans  la  courbe 
décrite,  et  par  suite  un  centre  d’homologie,  on  mènera,  des  points  où  les 
côtés  du  premier  rencontrent  l'axe  d’homolof^e , trob  tangentes  quelconques 
à cette  combe,  qui  appartiendront  au  triangle  demandé;  et,  comme  de  cha- 
cmi  des  trois  points,  ainsi  obtenus  sm  Taxe  d'homologie , on  peut  mener  deux 
tangentes  à k courbe  donnée,  on  voit  qu’il  y aura  en  tout  six  tangentes, 
qui , prises  trob  à trob , formeront  huit  triangles  homologues  au  proposé , aux- 


(*)  VojexV&rt.  563  du  chap.  m de  lalV^.  «ection.  Cm  solutions  résultant  d’alUeura  im- 
médiatement du  principe  de  l'art.  180,  d'où  il  serait  üsclle  également  de  déduire,  par  la 
tiraple  applicatioa  de  la  théorie  des  pèles,  celles  du  problème  dont  il  a été  &it  msnrinii 
plus  haut  (ÿio). 
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qnels  correspondront  par  conséquent  huit  centres  d’homologue,  et  par  suite  (3oQ 
quatre  courbes  distinctes,  solutions  du  problème. 

Rem.  Si,  au  lieu  de  trois  tangentes,  on  ne  s'en  donnait  qu'une  seule  avec 
le  poin^ de  contact  ; qu’on  connût , de  plus , la  droite  qui  doit  renfermer 
les  centres  cThomologie  cherchés , le  problème  n'aurait  plus  évidemment  qu'une 
sohilkm  unique , qù’il  serait  facile  d'obtenir,  puisqii’en  menant  deux  tangentes 
k la  dÉorbe  décrite  par  le  point  où  la  tangente  donnée  rencontre  l’axe , leurs 
points  de  contact  seraient  les  homologues  de  ceux  qui  appardenneut  à cette 
tangente.  On  peut  appliquer  des  remarques  analogues  aux  cas  qui  procèdent 
et  à ceux  qui  suivent. 

Quand  Taxe  d’homologie  est  ime  sécante  commune  réelle,  fe  problème 
revient , comme  celui  des  deuxième  et  cinquième  Cas , à déterminer  la  section 
conique  dont  on  a trois  tangentes  et  deux  points. 

3i5.  Neuvième  cas.  On  connaît  un  axe  d’homologie  des  deux  cour- 
bes^ et  l’on  se  donne  deux  points  et  une  tangente  de  la  courbe  non 
décrite. 

SbluL  Par  les  deux  points  donnés  laites  passer  une  ligne  droite  ^ elle  ira 
rencontrer  Taxe  d'homologie  en  un  point  qui  doit  être  tel  (8a  et  a5a)  que 
les  polaires  correspondantes , dans  les  deux  courbes , aillent  concourir  récipro- 
quement en  un  autre  point  de  cet  axe  : le  point  de  concours  en  quesüon 
étant  déjà  connu , puisqu'on  peut  obtenir , pour  la  courbe  décrite , la  polaire 
qui  le  donne,  il  sera  fadle  de  trouver  un  second  point  de  la  polaire  re- 
lative à la  courbe  cherchée , et  par  conséquent  cette  polaire  elle-même  \ car 
elle  doit  rencontrer  la  droite  qui  renferme  les  deux  points  donnés  de  cette 
courbe,  en  un  nouveau  point  quatrième  harmonique  (194)  des  deux  pre- 
miers et  de  celui  qui  se  trouve  sur  Taxe  d’homologie  ; ainsi  Ton  aura  deux 
droites  homologues , appartenantes  respectivement  aux  deux  courbes.  Cela  posé, 
par  le  point  où  la  tangente  donnée  coupe  l’axe  d'homologie,  menez  des  tan- 
gentes à la  couébe  décrite;  chacune  d'elles  pourra  être  prise  pour  l’homo- 
logue de  la  première,  et  par  conséquent,  en  n'en  considérant  qu'une  seule, 
on  aura , pour  les  deux  courbes , deux  paires  de  droites  homologues  qui  don- 
neront, par  leurs  intersections  respectives,  deux  pomts  homologues  ou  un 
rayon  d’homologie. 

Pour  en  avoir  un  autre  ; joignez , par  une  droite , celui  de  ces  deux  points 
homologues  qui  appartient  à la  courbe  non  décrite,  avec  l’un  des  points 
donnés  de  cette  courbe  ; Phomologue  de  cette  droite , pour  la  courbe  donnée , 
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sera  parfaitement  connue , et  ira  rencontrer  cette  courbe  en  deux  points , dont 
chacun  pourra  être  pris  pour  l'homologue  du  pomt  donné  que  l’on  considère 
en  particulier  ; ou  aura  donc  deux  nouveaux  rayons  d'homologie , lesquels 
rencontreront  le  premier  en  des  pomts  qui  seront  deux  cenü-es  d'homologip 
appartenans  à deux  courbes  distinctes;  et,  comme  il  y a sur  la  combe  de'crite 
deux  tangentes  qui  coixcsjrqndent  à la  tangente  donnée,  il  en  résultera  en 
tout  quatre  centres  d'homologie,  dont  les  derniers  seront  conjugués  "respec- 
tivement aux  daix  auu-cs,  et  ne  produiront  ainsi  que  deux  courbes  distinctes 
. pour  la  solution  du  problème  proposé. 

Rem.  Dans  les  circonstances  déjà  mentionnées  ci-dessus  (3 14),  le  problème  re- 
vient à déterminer  une  section  conique  dont  on  a quatre  points  et  une  tangente. 

3i6.  Dixième  cas.  On  connaît  un  axe  dhomologie  des  Jeux  courbes^ 
et  ton  se  donne  deux  tangentes  et  un  point  de  ceUtf  qid  n’est  pas  décrite. 

SoluL  Les  deux  tangcuUa  viennent  couper  l’axe  d’homolt^  en  deux  points , 
auxqueb  correspondent  quaUC  tangentes  sur  la  courbe  donnée , et  par  con- 
séquent quatre  paires  de  tangentes  provenant  de  deux  poinu  différons  de  Taxe 
d’homologie.  Considérons,  à volonté,  une  de  ces  paires  de  tangentes;  on 
pourra  la  regarder  comme  Thomologue  de  celle  formée  par  les  tangentes  don- 
née; donc,  en  joignant  par  une  droite  les  points  d’intersection  respectils  qui 
leur  appartiennent,  ce  sera  déjà  un  rayon  d’homologie,  et  il  suflira  de  cher- 
cher un  autre  rayon  pareil  pour  avoir  le  centre  d'homologie  correspondant. 

A cet  effet , joignez , par  une  droite , le  point  donné  de  la  courbe  non  dé- 
crite avec  celui  où  sc  coupent  les  deux  tangentes  correspondantes , clic  ira 
rcucontrcr  l’axe  d’homologie  en  un  po'ml  qui  appartiendra  à rhomologue  de 
cette  droite , laquelle  sera  par  conséquent  connue  , puisqu’elle  passe  d’ailleurs 
par  le  d’intersection  des  tangentes  homologues  aux  premières  ; or  cette 
droite  ira  rencontrer  la  courbe  décrite  en  deux  points , et  chacun  de  ces  points 
pom^  être  pris  évidemment  pour  l’homologue  du  pomt  donne  ; donc  on  aura 
Hfiix  nouveaux  rayons  d’homologie , lesqueb  rencontreront  celui  déjà  üouvé , 
en  deux  po'mU  qui  seront  des  centres  d’homologie  appartenans  à des  combes 
distinctes  du  problème. 

Ainsi  chaque  paire  de  Ungcnies  de  la  courbe  décrite  donne  deux  centres 
d’homologie  et  deux  solutions  correspondantes  ; mais  la  paire  de  tangentes  res- 
tantes domierail  évidemment  les  centres  dbomologic  conjugués  aux  deux 
premiers  ; donc  ils  répondent , deux  à deux , à la  même  combinaison , et  il  j 

n’y  a en  tout  que  cpiatrc  solutions  distinctes  du  problème. 


Digitized  by  Google 


SECTION  III.  CHAPITRE  I".  171 

Rem,  Quand  Taxe  d’homologie  est  une  sécante  réeDc.,  le  problème  revient, 
comme  dnn»  le  premier  et  le  troiacme  cas,  â déterminer  une  sectitSn  conique 
dont  O»  a deux^angentes  et  trois  points.  « . 

3 1 7 . n est  sans  doute  mutile  de  faire  observer  que,  dans  les  diverses  questions 
qui  precedent,  les  tangentes  ou  les  points  donnés  peuvent  se  confondre  deux  à 
dcuxy;wms  que  les  solutions  cessent  de  rester  les  mêmes  ^ ^ufvu  qu’on  asi^ne 

encore,  soit  la  direction  de  la  droite  qui  renfermclM  deux  points  confondus  en 
1111  seul , soit  le  point  d'intcrscclion  des  deux  droites  qm  sont  également  censees 
confondues  en  une  droite  unique.  Dans  quelques-unes  de  ces  circonstan'ccs , le 
nombre  des  solutions  peut  devenir  moins  consdérablc  que  dans  le  cas  general  ^ et 
c’est  ce  qu’jl  sera  toujours  facile  de  reconnaître. par  la  discussioD  directe,  établie 
sur  chaque  espèce  de  données.  Ce  qui  va  suivre  montrera  , en  outre , ^ com- 
ment la  même  rcmarq^  peut  s’étendre  également  aux  axes  et  aux  ^centres 
d'bomologie  des  deux  cOurbes. 

yipplication  à la  théorie  dfis  contacts  des  sections  coniques. 

318.  La  théorie  des  propriétés  des  sécantes  commimw  et  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes  des  sections  coniques , que  nous  avons  en- 
visagée, jntqa’ici,  sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  conduit  encore  sans 
peine,  comme  conséquence  particulière,  à celle  des  contacts  et  des  osculations 
de  divers  ordres  des  mêmes  lignes  j et  fournit  ainsi , d une  manière  aussi  di- 
recte que  simple , la  solution  de  la  plupart  des  questions  qui  s y rapportent. 

Pour  y parvenir,  ü suffit  de  remarquer  que , quand  deux  points  communs 
au  système  de  deux  sections  coniques  viennent , par  un  mouvement  continu , 
à se  réunir  en  un  seid , ces  deux  courbes  se  touchent  nécessairement  en  ce 
point  j que  ces  mêmes  courbes  deviennent  osculatrices  du  second  et  du  troisième 
ordre , lorsqu’un  ou  deux  nouveaux  points , communs  a ces  courbes , viennent 
pareillement  à se  réunir  en  un  seul  aVec  les  deux  premiers.  Deux  sections  co- 
niques ne  pouvant  d’aiUeurs  (ao3)  avoir  plus  de  quaM  p«^u  communs  sans  se 
confondre , on  voit  qu’il  est  également  impossible  qu’eDes  soient  osculatrices 
d’un  ordre  plus  élevé  que  le  troirième.  - ' 

319.  Dans  le  premier  de  ces  trois  cas,  là  sécante  commune  Sy  (Fig.  4t), 
qui  renferme  les  deux  points  confondus  en  un  seul  S , devient  à la  fois  tan- 
gente aux  devx  courbes,  et  rqsésentc  ainsi  deux  tangentes  communes  de 

ces  courbes,  confondues  en  uné  seule;  le  point  S étant  lui-même  devenu  un 

O a** 
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centre  (fhomologic , doit  évidemment  encore  jouir,  à Pégiird  des  deux  courbes 
et  de  la  sécante  commune  MN  conjuguée  à celle  de  contact,  de  toutes  les 
propriétés  développées  dans  ce  qui  précède  ; mais  on  n'a  plus  alors  que  des 
lignes  et  des  points  homologues  directs  à considérer,  et  MN  est  Taxe  de  con- 
cours de  CCS  lignes. 

Quant  au , centre  d'homologie  S',  conjugué  au  premier  S ou  an  point  de 
contact,  on  peut  également  l’obtenir,  comme  dans  le  cas  général  (aQa),  au 
moyen  de  la  sécante  commime  de  contact , ou  de  celle  MN  qui  lui  est  con- 
juguée ; ainsi  les  deux  courbes  peuvent  avoir  deux  autres  tangentes  com- 
munes S's,  SV,  et  deux  autres  centres  d'homologie  J,  s';  lesquels  sont  né- 
cessairement placés  sur  la  tangente  commune  de  contact , et  sont  conjugués 
aux  sécantes  communes  SM , SN  qui  joignent  le  point  S avec  chacun  des  deux 
autres  points  M et  N d'intersection  des  courbes  proposées. 

330.  Pour  le  contact  du  second  ordre,  il  iàut,  d'après  ce  qui  précède, 
que  l’un  N des  points  M , N d'intersection  des  deux  courbes  vienne  de  nou- 
veau se  confondre  avec  le  point  de  contact  S de'jà  commun  k ces  courbes  j 
c'est-à-dire  que  la  sécante  MN  conjuguée  à celle  SV  du  contact , au  lieu  d'être 
entièrement  arbitraire,  comme  ci-dessus,  doit  passer  par  le  point  S (Fïg.  43} 
qui  appartient  k la  première. 

Dans  ce  cas , le  point  de  contact  S conserve  toujours , en  vertu  du  prin- 
cipe de  continuité,  scs  propriétés  primitives  à l'égard  des  deux  courbes  et 
de  la  sécante  SM  dont  il  s’agit  ; c’est-à-dire  qu’il  est  encore  un  centre  d'ho- 
mologie de  ces  courbes  : quant  au  centre  d’homologie  S'  qui  lui  est  conjugué , 
U se  trouve  nécessairement  sur  la  tangente  du  point  de  contact  S , et  c'est  le 
seul  qui  puisse  alors  exister  avec  le  premier  ; en  sorte  que  les  courbes  n'ont 
plus  qu'une  tangente  commune  ST,  outre  celle  SS'  du  point  de  contact, 
qui  en  représente  trois  confondues  en  une  seule. 

3a  1.  Enfm , pour  qu'il  y ait , au  point  donné  S , contact  du  troisième  ordre , 
il  suffit  évidemment  que  la  sécante  commune , conjuguée  à la  tangente  en  ce 
point,  SC  confonde  avec  elle  dans  toute  son  étendue  (Fig.  43).  Le  point  $ 
demeurant  toujours  im  centre  d’homologie  des  deux  courbes , la  condition  du 
contact  sera  remplie , si  les  droites  homologues  AB , A'D'  des  deux  coiu-bes  vont 
se  rencontrer , deux  à deux , sur  la  tangente  SS'  du  point  de  contact  (*) . 

■■  " ■■■  ■—  ;)»’  - I ■■ 

(*)  Cette  construction,  appliquée  à une  comte  géométrique  d’un  degré  quelconque, 
donnen  évidenuneiit  une  courbe  du  même  degré,  OKuUtrice  du  3'.  ordre  au  point  de 
contact  de  la  tangente.  On  peut  faire  dea  remarques  analogues  pour  lea  cas  ci-de«us  des 
contacta  du  preiuier  et  du  æcand  ordre. 
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Dans  ce  même  cas , fl  est  TÎtible  que  tous  les  centres  dlidraologie  seront 
confondus  en  un  seul  au  point  de  ccmtact  S , et  'que  toutes  4es  sécantes  et 
tangefete^nnununêl  seront  pareillement  confondues  en  une  seule  avec  la  tan- 
gente au  même  point.  Oserait  d’aillcius  facile  de  déduire,  de  ce  qui  précède, 
les  divetses  propriétés  et  notions  relatives  au  contact  du  troisième  ordre  des 
secdonstkoniques  : ainsi , par  exemple , on  voit  le  diamètre  passant  par 
le  point  de  contact,  ou  qui  est  conjugué  à la  tangente  commune  de  ce  point, 
doit  avoir  même  direction  dans  fune  et  l'autre  courbes , etc. 

3aa.  Nous  n’avons  encore  rien  dit  du  cas  particulier  où  les  sections  co- 
niques ont  un  double  contact  S,  S'  (Fig.  44) i d est  évident,  d'après  ce 
qui  précède , que  les  deux  points  S , S'  et  les  tangentes  qui  leur  correspondent 
seront  toujours  des  centres  et  des  axes  d’homologie  conjugués  par  rapport 
aux  deux  courbes;  que  piRtllement le  pomt  de  concours  P de  ces  tangentes, 
qui  sont  les  seules  qui  puissent  alors  appartenir  à ces  courbes , sera  à la  fois 
et  le  pôle  et  le  centre  d'homologie  conjugué  à la  sécante  commune  de  con- 
tact SS'  : or  de  là  résulte  immédiatement  une  infinité  de  propriétés  particu- 
lières des  sections  coniques  au  double  contact  : que  par  exemple , on  mène 
une  sécante  arbitraire  AB  par  le  pôle  P de  la  corde  de  contact,  on  vmt  qu’elle 
aura  même  pôle  Q par  rapport  aux  deux  courbes , et  que  ce  pôle  sera  sur 
la  corde  dont  U s'agit;  de  telle  sorte  que  les  droites  PB,  PQ,  SS'  aiutmt  cha- 
cune pour  pôle  le  point  d’intersection  des  deux  autres  (196),  etc.;  mais  nous 
nous  proposons  de  revenir  plus  tard , et  par  une  voie  différente,  soi  les  diverses 
propriétés  des  sections  coniques  au  double  contact. 

SaS.  Il  nous  reste  maintenant  à examiner  comment,  dans  les  divers  cas 
qui  viennent  de  nous  occuper,  l’une  des  courbes  et  son  point  de  contact  avec 
l'autre  étant  doimés , on  peut  tracer  celle-ci  au  moyen  de  certaines  conditions 
suffisantes  pour  la  détermmer  complètement.  Or,  dans  le  contact  du  premier 
ordre,  «1  cannait  déjà  (3ig),  soit  un  centre  d'homologie  , soit  une  sécante 
commune,  qui  ne  peuvent  concourir  simultanément  à déterminer  la  section 
conique  tangente;  ainsi  trois  conditions  nouvelles  sont  fàéaettàcs  (3o5)  pour 
décrire  complètement  la  courbe.  * 

Pour  le  contact  du  second  ordre , on  cotmait  (3ao)  un  centre  d’homologie 
et  un  point  de  la  sécante  commune  qui  lui  est  conjuguée;  en  sorte  que  deux 
conditions  peuvent  suffire  pour  déterminer  complètement  l'osculatrice. 

Pour  le  contaéldu  troéi^ne  ordriij  on  connaît  (3ai)  un  centre  (Thomo- 
logie  des  deux  courbes  et  Ia  sécante  côinmime  qui  lui  est  conjuguée  ; et  par 
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conséquent  une  seule  condition , autre  que  celle  du  contact , peut  suOire  pour 
déterminer  camplétcmcnt  l'osculatrice. 

Enfui,  pour  le  double  contact,  on  connaît  (3aa)  un  centre , d’homologie , 
et  on  sait  que  la  sécante  commune  conjuguée  à ce  centre , qui  ne  se  con- 
fond pas  avec  la  tangente  du  point  de  contact  donné,  doit  être  une  tangente 
commune  h la  fois  aux  deux  courbes } de  sorte  que  deux  conditions  nouvelles 
sont  sufHsantes  pour  tracer  la  courbe  qu’on  cherche. 

3a4-  Si)  üc"  'i'tui  point  de  contact,  on  se  donnait,  dans  ce  dernier 
cas,  la  sécante  de  contact  et  par  suite  le  pôle  de  cette  sécante,  on  aurait 
â la  Ibis  un  centre  d'homologie,  et  la  sécante  commune  qui  lui  est  conju- 
guée ; par  conséquent  une  seule  condition  pourrait  suffire  pour  décrire  l’une 
des  deux  courbes  au  moyen  de  Paulrc.  , , . 

3a5.  On  voit  pareillement  ce  qui  arriverait , dans  le  cas  du  contact  simple 
du  premier  ordre , si , à la  place  du  point  de  contact  des  deux  courbes  qu’on 
supposerait  alors  être  inconnu , on  se  donnait , soit  une  sécante  commune,  soit 
un  centre  d'homologie  conjugués  à ce  point  et  i la  tangente  qui  lui  corres- 
pond. 11  est  évident  que  dans  ces  diverses  circonstances,  comme  flans  celles 
qui  précèdent , l’on  pourra  toujours  décrire  l’une  des  deux  courbes , au  moyen 
de  l’autre  et  de  certaines  données , par  quelqu’un  des  procédés  généraux  qui 
font  le  sujet  des  art.  307,  3o8  et  suiv.;  le  tout  sans  employer  autre  chose 
qu’une  simple  règle  ou  des  jalons,  si  l’on  opère  sur  le  terrain. 

Cas  où,  soit  le  centre^  soit  l’axe  d'homologie , soit  tout  autre  objet  des 
^ux  figures , est  situé  à tinJinL  ' , 

3a6.  Venons  maintenant  ce  que  deviennent  ces  diverses  considérations , et 
toutes  celles  qui  (ont  le  sujet  de  ce  chapitré,  en  général,  quand  on  suppose^ 
en  vertu  de  la  loi  de  continuité , que  certains  points  ou  certaines  droites  s’é- 
cartent â l’infini  sur  le  plan  de  la  figure. 

Supposons , en  premier  lieu , que  ce  soit  l’tm  des  centres  d'homologie  de 
deux  sections  coniques , d’ailleurs  quelconques  et  situées  sur  un  même  plan  y 
qui  passe  ainsi  à l’infini  ; les  deux  tangentes  communes  correspondantes  de- 
viendront parallèles , aussi  bien  que  tous  les  rayons  dliomologie  appartenans 
à ce  centre  \ Tune  des  deux  courbes  pourra  être  considérée , de  deux  ma- 
nières dilTérentes  (apo) , comme  la  projection  de  l'autre  par  des  parallèles  quel- 
conques : les  droites  homologues  concourant  d’ailleurs  toujours  sur  les  axes  d’ho- 
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mologie  respectils , conjugues  au  point  à l'infini , il  est  visible  que  ki  distance , 
comprise  entre  deux  points  homologues  d'une  certaine  espèce , sera  pai^tont 
divisée  ca  deux  segmens  proportionneb  par  la  sécante  commune  correspon- 
dante des  deux  courbes  ; de  sorte  que  Tune  d'cUcs  pourra  égidement  être  censée 
provenir  de  l’autre  par  l'augmentation  ou  la  diminution , dans  un  certain  rap- 
port constant,  des  ordonnées  de  cclle-d  prises  par  rapport  à une  droite  fixe 
qui  leur  sert  de  sécante  commune. 

337.  Pareillement  si,  par  deux  points  homologues  d’une  certaine  espèce, 
on  mène,  à volonté,  deux  droites  vers  im  point  quelconque  de  la  sécante 
commune  correspondante , et  que , par  deux  autres  points  homologues  de  la 
même  espèce , on  mène  deux  nouvelles  droites  parallèles  aux  premières , on 
verra  sans  peine  qu'elles  se  couperont  encore,  ainsi  que  toutes  leurs  sem- 
blables , siu*  la  sécante  commune  que  l’on  considère  \ en  sorte  que  les  deux 
courbes  proposées  peuvent  aussi  être  regardées,  d'une  infînité  de  manières 
dilTérentes  , comme  provenant  l'une  de  l’autre , par  l'inclinaison , sous  un  même 
angle,  des  ordonnées  de  la  première,  prises  par  rapport  à im  axe  fixe  qui 
sert  de  sécante  commune  è toutes  deux , et  en  faisant  en  même  temps  glisser , 
sur  des  directions  parallèles  quelconques , les  difTérens  points  d'application  de 
CCS  ordonnées  sur  la  courbe.  Enfin,  si  cette  inclinaison  est  telle  que  les  nou- 
velles ordonnées  conservent  la  même  grandeur,  Topération  reviendra  sim- 
plement à faire  balancer  ou  osciller^  suivant  la  même  quantité  angulaire, 
celles  des  difTérens  points  de  la  courbe  proposée. 

338.  Dans  ces  diverses  déformations,  qui  reviennent  identiquement  è la 
même , comme  on  voit , on  connaîtra  donc  les  propriétés  qui  sont  communes 
à la  courbe  primitive  et  à sa  transformée  (47, 389  j etc.)  J et  Ton  pourra , d’a- 
prèslcs  considérations  générales  qui  précèdent,  non-seulement  construire  Tune 
d'elles  au  moyen  de  l'autre  et  de  certaines  données , mais  encore  déterminer 
directement  les  sécantes  et  tangentes  communes  qui  leur  appartiennent , puis- 
que l'on  est  censé  connaitre  le  centre  (Thomologie  qui  est  à Tinfuii. 

Si , de  plus , on  exige  que  la  nouvelle  courbe  ait  un  double  contact  suivant 
un  diamètre,  ou  un  contact  du  premier  ou  du  second' ordre  en  un  point 
donné  de  la  première , on  le  pouna , en  choisissant  convenablement  le  mode 
de  transformatiou  : par  exemple , si  l'on  suppose  le  centre  d'homologie  à l'in- 
fml , sur  la  tangente  en  un  point  donné  de  la  courbe  décrite , prise  pour  axe 
fixe  ou  sécante  coramimc , les  transformées  de  cette  courbe  auront  (33o)  un 
contact  du  second  ordre  en  ce  point,  etc. 
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Les  mêmes  choses  s’appliquent  évidemment  (397)  aux  lignes  courbes  en 
général , qui  ont  un  centre  d’homologie  à Finfaii  ; si  ce  n’est  toutefois  qu'il 
est  impos^Ie  d'obtenir  alors  d’autres  points  de  la  commune  intenecdon  des 
deux  courbes , que  ceux  qui  sont  sur  l’axe  d’homologie  correspondant. 

Comme  les  modes  de  deformation  qui  viennent  de  nous  occuper  sont  souvent 
employés  dans  les  arts  gtaplüques , et  qu’on  s’en  est  servi  quelquefois  pour 
découvrir  certaines  propriétés  des  lignes  courbes  (*),  nous  avons  cru  qu’il  no 
serait  pas  inutile  de  nous  y arrêter  quelques  instans , et  de  montrer  comment 
leurs  propriétés  dérivent  toutes  de  la  théorie  des  figures  homologiques  en  gé- 
néral , théorie  qui , comme  on  voit , donne  même  beaucoup  plus  que  ce  qu’on 
a coutume  de  considérer. 

339.  Revenons  au  système  de  deux  secdons  coniques  quclrxmqucs  situées 
dans  un  plan , et  supposons  qu’au  lieu  d’un  centre  d’homologie , ce  soit  une 
sécante  commune  qui  passe  à l’infini  ^ les  deux  courbes  deviendront  s.  et  s.  p.  : 
donc , à l’on  admet  que  l’on  puisse  tracer  des  parallèles  à des  droites  données , 
on  aura  immédiatement  im  axe  d’homologie  dont  on  pourra  se  servir,  soit 
pour  déterminer  enüèremeut  Tune  des  deux  courbes  au  moyen  de  l’autre  et 
de  certaines  doimées , ainsi  que  cela  a été  fait  dans  ce  qui  précède  pour  le 
cas  général  où  l’on  se  donne  une  sécante  commune  quelconque  de  deux  sec- 
dons  coniques , soit  pour  construire  directement  (39a)  les  sécantes  et  tangentes 
communes  à la  fois  aux  deux  courbes,  etc. 

Si,  maintenant,  l'on  suppose  que  la  sécante  à Finfini  devienne  une  tangente 
commune , ou  que  les  deux  points  communs  à finfini  se  confondent  en  im 
seul,  les  courbes  deviendront  des  paraboles  à diamètres  parallèles  ; et,  si  Ton 
admet,  en  outre,  que  la  sécante  commune  conjuguée  à ceUe-li  passe  par  le 
point  de  contact  à l’infini,  ou  soit  parallèle  ù la  direcdon  commune  des  axes, 
les  deux  paraboles  deviendront  osculatriccs  du  second  ordre  (33o)  au  point 
dont  il  s’agit.  Enfin  elles  deviendront  osculatriccs  du  troisième  ordre  en  ce 
point  (3aj),  si  la  sécante  conjuguée  dont  il  s’agit  passe  tout  endère  à Tinfim, 
et  se  confond  par  conséquent  avec  la  tangente  du  point  de  contact. 

Le  point  de  contact  demeurant  toujours  un  centre  d’homologie  des  deux 


(*)  Ovrni  fiUiieloppemeiitsdt  C/omArie,l’*,  AUmoin  f'ptf.  içcinÎT. 

I Comtpondanc*  Polytechnique,  ton.  3,  pcg.  ■ , Cmake*,  même  Tolume,  peg.  3a6.  Noua 
donuerona,  dan»  le  StqtpUmene,  les  moyeu  d’étendre  cei  conaidératiou  aux  figures  tracées 
es  général  dans  l'etpaco. 
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courbes , à Ton  ipèaé , dant  ce  deruicr  cas , deux  sécantes  arbitraires  paral- 
lèles aux  axes , c'est-à-dire  deux  rayons  d'homologie , ces  rayons  viendront 
déterminer  sur  les  combes  deux  cordes  homologues  parallèles,  puisqu’elles 
doivent  concourir  sur  la  sécante  commune  à rinfini  : or  il  siut  de  là  que  les 
portions  de  parallèles , comprises  entre  les  deux  courbes , seront  par-tout  égales 
entre  elles;  donc 

Deux  paraboles , osouUurices  du  troisième  ordre  à rinfini , sont  par- 
faitement égales^  ont  même  direction  d'axes^  et  sont  tournées  dans  le 
même  sens. 

330.  En  général,  toutes  les  propriétés  qui  peuvent  appartenir  an  système 
de  deux  sections  coniques,  osculatrices  d'un  certain  ordre  en  un  point  donné, 
s'appliquent  directement  au  cas  où  ce  point  se  trouve  placé  à l’infini  ; et  il  en 
est  de  même  des  constructions  qui  seraient  aptes  à donner  l’une  de  ces 
courbes  au  moyen  de  Tautre  et  de  certaines  conditions.  Or  il  n'est  nulle- 
ment indispensable , comme  dans  le  cas  précédent  de  la  parabole , que  la 
tangente  en  ce  point  passe  elle-même  à l'infini  ; elle  peut  demeurer  quel- 
conque , et  alors  elle  devient  évidemment  une  asymptote  commune  aux  deux 
courbes,  qui  par  conséquent  sont  des  hyperboles. 

Etant  donc  donnée  une  hyperbole,  on  peut,  au  moyen  des  constructions 
relatives  au  cas  général,  déterminer  la  courbe  de  même  espèce,  qui  aurait 
avec  elle  un  contact  d’un  cértain  ordre  à l'infini,  et  remplirait,  en  outre, 
d’autres  conditions  également  assignées;  comme  de  toucher  des  droites  ou  de 
passer  par  des  points'  donnés. 

33 1.  Enfin,  aucun  axe,  ni  aucun  centre  d’homologie  des  deux  courbes 
n'étant  supposé  à l'infini , on  peut  exiger  que  cette  circonstance  ait  lieu  pour 
une  certaine  tangente  ou  pour  certains  points  de  la  courbe  non  décrite  ; or  , 
pourv'u  qu'on  regarde  comme  parallèles  les  droites  qui  concourent  en  des 
points  à l'infini , les  constructions  resteront  les  mêmes  que  dans  le  cas  général , 
en  vertu  du  principe  de  continuité.  Mais,  se  donner  un  ou  deux  points  à 
nnfini  d'une  section  conique , c'est  par  là  même  se  donner  la  direction  d'une 
ou  de  deux  asymptotes  de  la  combe , qui  par  conséquent  est  une  hyberbole  ; 
et  si  l'on  assigne , en  outre,  la  tangeute  en  l'un  ou  Fautre  de  ces  points , on  aura' 
par  là  même  l’atymptotc  correspondante  de  la  courbe. 

Pareillement  demander  que  la  section  conique  ait  une  de  ses  tangentes  tout 
- entière  à l'infini,  c’est-à-dire  (i3a)  ait  pour  tangente  la  droite  à l’infini  du  plan 
de  la  figmu , soit  qu’on  assigne  ou  non  le  point  de  contact  de  cette  tangente , 

a3 
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c'est , par  là  même,  exiger  que  la  courbe  soit  uoe  parabole, <lont  la  direction  de 
Taxe  est  ou  n'est  pas  donnée.  Donc  ou  pourra  egalement  résoudre  toutes  les 
questions  analogues  à celles  qui  viennent  de  nous  occuper,  en  exigeant  que 
la  courbe  non  décrite  soit  d'une  espèce  déterminée  ; c'estrà-dire  une  hyper- 
bole ou  une  parabole. 

Cas  où  la  section  conique  homologique  d’une  autre  y doit  être  s.  et  s.  p. 
relativement  à une  troisième  section  conique. 

33a.  Les  conâdéradons  qui  précèdent  semblent  ne  pouvoir  être  facilement 
appliquées  au  cas  particulier  du  cercle , par  la  raison  que  trois  conditions  quel- 
conques suffisent  pour  déterminer  entièrement  nne  telle  courbe , sans  que , en 
apparence , il  y ait  d'antres  conditions  accessoires  à celles-là  ^ comme  Q arrive 
dans  le  cas  de  la  parabede , qui  est  toujours  censée  avoir  une  tangente  donnée 
à l'infinL  Mais  on  ramène  facilement  encore  ce  cas  particulier  au  cas  général , 
eu  traçant,  à volonté,  une  circonférence  de  cercle  quelconque  sur  le  plan 
de  la  figure  ; car  elle  aura  (94)  en  commun , avec  celle  qu'on  cherche , nne 
sécante  à l'infini  parfaitement  déterminée , puisqu’elle  est  la  polaire  du  centre 
de  ce  cerde;  et  par  conséquent,  indépendamment  des  trois  conditions  que 
doit  remplir  en  général  le  cercle  cherché , il  sera  encore  assujetti  à passer  par 
deux  points  définis  par  le  système  de  cette  sécante  et  du  cercle  tracé  à volonté 
sur  le  plan  de  la  figure  ; ce  qui  ramène  évidemment  les  quesdons  dont  il  s'agk 
aux  circonstances  particulières  des  problèmes  qui  précèdent. 

333.  En  général  on  peut  demander  que  la  section  conique,  non  décrite, 
soit  s.  et  $.  p.  relativement  à une  section  conique  quelconque  donnée  sur  le 
plan  de  la  figure  ; car  on  aura , par  là  même , deux  points  à l’infini  de  cette 
section  conique.  Il  y a cependant  ici  une  difficulté , qui  n'a  pas  lieu  lorsque 
les  deux  points  dont  il  s'agit  sont  immédiatement  donnés  : c’est  que  ces  points 
peuvent  être  ennèrement  imaginaires , pour  le  cas  où  la  courbe  cherchée  doit 
être  une  ellipse  ou  un  cercle. 

Voyons , par  un  exemple  particulier , comment  on  pourra  la  résoudre  ; il 
sera  très-facile  d'étendre  ensuite  ce  que  nous  dirons  au  cas  général  où  les  deux 
points  imaginaires,  au  lieu  d’être  à l’infini,  seraient  quelconques,  et  appartien- 
draient ainsi  à une  sécante  idéale , à distance  finie , commune  à la  section  co- 
nique qu’on  cherche  et  à une  troisième  section  conique  donnée  prise  pour 
auxiliaire. 
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334*  Supposoiu  donc  qn'cn  un  poiu^ donne  S (Fig.  4S)  d'une  section  coni- 
que , il  s'agisse  de  mener  le  cercle  oiculatcur , et , afm  de  simplifier,  prenons 
pour  cercle  auxiliaire , l'un  quelconque  de  ceux  (pu  tourhent  la  section  coni- 
que en  S J ce  po'mt  sera  (3 19)  un  centre  d'homologie  commun  à la  fois  aux 
trois  courbes  : or  toute  la  question  consiste  à trouver  un  seul  po'mt  de  la  sé- 
cante commune  à la  section  conique  et  au  cercle  oscubteur,  conjuguée  â la 
tangente  en  S)  car  on  sait  (3ao)  que  cette  sécante  doit,  en  outre,  passer  par 
le  point  dont  il  s'agit. 

Traçons,  à volonté,  deux  cordes  Âfi  et  BC  dans  la  section  conique,  et 
soient  A'D',  B'C'  leurs  homologues  dans  le  cercle  auxiliaire  ; ces  demières  de- 
vront être  parallèles  aux  cordes  correspondantes  du  cercle  osculateur,  c'est- 
à-dire  (pi’cllcs  concourront  avec  elles  sur  la  sécante  commune  a l'oilini  à ces 
cercles.  Ainsi , sans  connaître  le  cercle  osculateur , on  peut  déterminer  direc- 
tement les  points  où  les  cordes  qui  lui  appartiennent , et  ipii  sont  homologues 
à celles  AB  et  BC , rencontrent  la  droite  à riniint  du  plan  de  la  figure  ^ pro- 
jetant donc  ces  points  sur  les  cordes  AB,  BC  par  les  parallèles  SK  et  SL  à A'B* 
et  B'C',  les  points  K et  L,  ainsi  obtenus,  seront,  pour  la  section  conique, 
les  homologues  de  ceux  dont  il  s'agit;  et  pr  conséquent  KL  sera,  pour  cette 
même  courbe,  la  droite  qui  est  l'homologue  de  celle  à l'infmi  relative  au 
cercle  osculateur.  Mais  les  droites  homologues  doivent  concourir  (3ao)  sur  la 
sécante  commune  conjuguée  à la  tangente  au  pomt  S ; donc  SR , parallèle 
à KL,  est  b sécante  commune  dont  il  s’agit,  et  partant  le  point  R,  où  elle 
rencontre  la  section  conique,  est  un  des  pomts  du  cercle  osculateur;  ainsi 
Ton  aura  tout  ce  qu'il  faut  pour  le  déterminer  complètement , soit  par  points , 
soit  directement , en  menant  par  R un  cercle  tangent  en  S à la  section  co- 
nique. 

335.  On  remarquera  que  toutes  ces  constnicdons  peuvent  s’effectuer  au 
moyen  de  la  règle  seule,  quand  une  fois  le  cercle  auxiliaire  est  tracé  ainsi 
que  son  centre  (a55),  ce  qui  a lieu  même  pour  le  cas  ou  Ton  n'aurait  que 
trois  points  quelconques  A , B , C de  la  section  conique  et  la  tangente  au  <pia- 
trième  point  S;  car  au  moyen  de  l'Aearagramme  de  Pascal  (aoy),  on  en 
obtiendra  immédiatement  autant  d'autres  cp'oa  voudra. 

Au  reste,  on  simplifiera  beaucoup  les  constructions  (jui  précèdent,  en  fai- 
sant attention  <|ue , 9 Ton  prolonge  les  cordes  A'ff , FC  du  cercle  auxiliaire 
jusqu'à  leurs  rencontres  en  K'  et  L'  avec  celles  qui  leur  sont  respectivement 
homologues  sur  la  secdon  conique,  la  droite  K'L',  qui  passe  par  ces  deux 

a3* 
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poinu  y devra  néceasaircmcnt  être  par^cle  4 celle  KL , détenninëe  d-desms  j 
car  les  triangles  KLS , K'L'B',  qui  ont  déj44cux  côtés  respectivement  parallèleS| 
ont,  par  construction,  le  p<Slt  B pour  centre  (Phomologie  ou  de  similitude. 

336.  Si  l’on  observe  que  la  droite  K'L'  est , à son  tour , la  sécante  com- 

mune au  cercle  auxiliaire  A'B'C  et  à la  section  conique , conjuguée  à la  tan- 
gente commune  du  pomt  de  contact  S,  on  en  déduira,  en  {tassant,  ce  théo- 
rème dont  nous  donnergns  plus  tard  une  démonstration  entièrement  directe 
et  générale  : •'  u 

sécantes  communes  A une  section  conique  et  à une  suite  de  cercles 
tangèns  en  un  point  donné  de  cette  section  conique  , qui  sont  conjuguées 
à la  tangente  en  œ point\i^ont  toutes  parallèles  entre  elles.,  ou  vont 
concourirnen  un  même  point  ^itué  à F infini. 

337.  Quand  le  point  de  contact  S est  l’extrémité  d’un  des  axes  prindpeux 
de  la  couritc,  la  sécante  commune  KL  et  toutes  scs  semblables  deviennent 
évidemment  {larallcles  à la  tangente  en  S { donc  celle  SR , qui  apftartieni  au 
cerde  osculatcur,  se  confond  alors  avec  cette  tangente,  et  («utant  (33i)Ie 
cercle  osculatcur  a un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  section  ognique. 
Or  ceUe  nouvelle  condition  détermine  entièrement  le  cerde  oscillateur  { en  • 
eflet,  la  corde  de  ce  cercle,  homologue  â une  corde  quelconque  AD  de  la 
courbe , doit  cou{>er  cette  corde  en  un  ptunt  de  la  tangente  en  S { de  plus , 
scion  ce  qui  précède,  elle  doit  être  {wallèlc  à A’B*  ; donc  sa  pontion  est  entière- 
ment détmnince  et , par  suite , celle  du  cerde  oacnlateur  lui-même. . 

Usage  des  théories  précédentes  pour  la  construction  des  sections  coniques 
assujetties  à certaines  conditions, 

338.  L'un  des  grands  avantages  de  la  théorie  des  centres  et  axes  (Thomo- 
logie , c'est  de  permettre  de  ramener  directement  les  questions  graphiques 
qu’on  peut  avoir  4 résoudre  sur  les  sections  coniques  en  général , 4 de  sim- 
ples questions  du  même  genre  sur  la  circonférence  du  cercle.  Tout  consiste 
en  effet  (3oa , 3o3)  4 tracer , sur  le  plan  de  cette  section  conique , un  cer- 
de dont  le  centre  et  l’axe  d’homologie  avec  elle  soient  connus  : or  c’est  ce 
qui  est  très-facile  dans  bien  des  cas. 

Par  exemple , si  la  section  conique  est  décrite , on  lui  mènera  un  cercle 
tangent  en  un  {loint  quelconque , en  déterminant , au  moyen  de  Vhexagramme 
de  Pascal  (ao^,  la  tangente  en  es  point,  qui  d’aQleurs  sera  un  centre  dlio- 
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mologic  des  deux  courbes.  Dans  le  catuoù  l'on  n'aurait  que  cmq  points  ou 
cinq  tangentes  j etc.  de  la  section  coiÉquc  ^ on  obtiendrait  encore  sans  peine  j 
au  moyen  du  théorème  cite  et  de  son  analogue  soit  la  tangente  en 

l'un  des  points  donnés,  soit  le  point  de  contact  de  Tune  des  tangentes  données  ; 
d'où  s'ensuivrait,  comme  ô-dcssus,  le  cercle  homologique  à la  courbe  pro- 
posée. 

339. '  En  général,  si  la  secUon  conique,  an  lieu  d'èttc  décrite ,^'est  donnée 
que  par  cinq  conditions , il  faudra  se  servir  de  ces  comdititMks  pour  détermi- 
ner un  cerde  dont  le  centre  et  Taxe  d'homologie  avec  la  courbe  proposée 
soient  connus.  Or,  en  n'admettant  parmi  ces  conditions  que  celles  où'Pon 
se  donne  des  pmnts  et  des  tangentes  de  la  cou  h queatioB  se  ramènera , 
de  suite,  â quelqu'une  de  celles  qui  font  le  sujet  dis' art.  3o7,  3o%et  suiv. , 
soit  en  menant  un  cercle  par  deux  des  points  donnés , soit  ey  tra^nt , au 
contraire,  un  cercle  tangent  à deux,  des  droites  données. 

Dans  le  cas  où  l'on  demanderait  que  la  courbe  fût  s.  et  s.  p.  par  rapport 
k une  autre  section  com'que  donnée,  le  cercle  auxiliaire  deviendrait  inutile, 
et  Ton  pourrait  se  servir  de  la  section  conique  donnée  elle-même , puisqu’elle 
devrait  avoir  avec  celle  qu'on  cherche , la  droite  à rinfini  du  plan  pour  sé- 
cante idéale  çommime  j droite  qui  est  toujours  censée  connue,  eu  admet- 
tant qu'on  puisse  tirer  des  {>arallèles,  ou  qu’on  ait  seulement  (198)  un  paral- 
lélogramme quelconque  tracé  dans  le  plan  de  la  figiu-e , ou  enfui , ce  qui  re- 
vient au  même  (a4^)  1 qu'on  ait  le  centre  de  la  section  conique  qui  sert  de 
comparaison.  Dans  ces  mêmes  circonstances , trois  conditions  nouvelles  suûi- 
raien:  évidemment  (3o6)  pour  déterminer  entièrement  la  sectioa  coniqne. 

n y aurait  un  cas  beaucoup  plus  général  à considérer  , c’est  celui  où  l'on 
demanderait  que  la  courbe  cherchée  fût  semblaUe,  de  grandeur,  à une  section 
conique  donnée , sans  être  semblablement  placée  ; mais , excepté  le  cas  où 
la  courbe  doit  être  une  parabole  ou  un  cercle , la  question  parait  présenter 
des  dilBcnltés  toutes  particulières,  sur  lesquelles  je  crois  osses  inutile  d'in- 
sister (*). 

340.  Si  Ton  remplaçait  les  données  générales  qui  précèdent  par  d'autres , 
telles  que  les  diamètres  eonjugnâ , les  axes , les  asymptotes , etc.  de  la  courbe , 
la  recherche  du  cercle  auxiliaire  deviendrait  encore  plus  simple  et  plus  facile  } 


(*)  Voyes  k U page  so5  du  tnnie  XI  de*  Aiatalet  da  Mathémattjmtê , un  article'  nir  la 
ZUfentùnatSoH  de  tkype^ele  éjuilatèn  am  moyen  J^qnetn  eomditûuu  donrndei. 
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je  me  dispenserai  d’entrer  dans  des, details  à ce  sujet.  Cependant  la  question 
où  l'on  se  donnerait  le  centre  de  la  oaurbe  et  certains  points  ou  certaines 
tangentes,  au  nombre  de  trois  seulement,  mérite  particulièrement  d’être  re- 
marquée , tant  k cause  de  la  simpKcité  de  la  solution  dont  elle  est  suscep- 
tible , qu’à  cause  des  conséquences  qu’on  en  peut  déduire  pour  des  questions 
plus  générales. 

En  effet,  au  moyen  de  chacune  des  tangentes  et  de  chacun  des  points 
donnés,  au  nombre  de  trois  seulement,  on  obtiendra  directement  une  nou- 
fWle  tangente  et  un  nouveau  point  placés  symétriquement  à l'égard  du  centre 
de  la  courbe  ; par  quoi  le  problème  sera  de  suite  ramené  à quelques-uns  de 
ceux  qui  prftèiMa  Qr  M rdWlte  de  là  (lad)  que , quand  on  se  donne , outre 
trois  pointf  ou  trois  tangMes^^ctc.  d'une  section  conique,  un  quatrième  point 
quelconqne  de  son  pian  et  la  polaire  qui  hii  correspond , on  peut  tracer  di- 
rectement U courbe  avec  la  règle  seule. 

341.  Les  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rapportent  au  pro- 
blème général  qui  suit,  dont  les  cas,  dépendans  piu-cment  de  la  Géométrie 
de  la  règle , ont  déjà  été  résolus  dans  le  deuxième  chapitre  de  la  précédente 
section  : 

Etant  donné  n points  («ne  pouvant  surpasser  5)  et  5-n  tangentes  d'une 
section  conique  ^ tracer  la  courbe  f 

Ce  problème , envisagé  dans  toute  sa  généralité , a été  traité  d'une  manière 
complète,  par  M.  Brianchon , dans  son  exceUent  Mémoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre  déjà  souvent  cité  j mon  dessein  n’est  pas  de  revenir  en  détail 
sur  chacun  des  cas  dont  se  compose  le  problème,  je  ne  ferais  que  répéter 
ce  qui  a déjà  été  dit  plus  généralement  dans  ce  qui  précède  ; il  me  suflit 
d’avoir  montré  comment  la  théorie  des  sécantes  et  des  tangentes  communes  aux 
sections  coniques  peut  y conduire  - sam  pdne  et  d’une  manière  tout-à-làit  di- 
recte. On  remarquera,  au  surplus,  que  cette  même  théorie  donne  deux  et 
trois  manières  düTércntes  de  résoudre  graphiquement  chacun  des  cas  compris 
dam  l’énoncé , selon  que  le  cercle  auxiliaire  ptassc  par  deux  des  points  donnés 
ou  touche  deux  des  droites  données  ; elle  oRre ,'  en  outre , Pavantage  d’étendre 
le  sem  de  cet  énoncé  à des  quadom  intimement  liées  à la  première , et  qui 
semblent  en  différer  sous  tous  les  rapports , en  considérant  les  choses  som  le 
point  de  vue  purement  géométrique. 

34a.  Ainsi  nos  cdmtnicuom  s'étendent  au  cas  où  deux  des  points  ou  des 
droites  données  sont  àla  fois  imagÎBaires , pourvu  que  le  système  de  ces  points  ou 
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de  ces  droites  soit  dcliiii  d'une  manière  convenable  : les  deux  points  par  le  sys- 
tème d'une  droite  et  d'un  cercle  ou  d'ji^cf' section  conique  quelconque,  les  deux 
droites  par  celui  d'une  courbe  pareille,  cousidenie  comme  tangente  à ces 
droites,  et  d'un  point  qui  en  serait  le  concours  idéal.  D serait  même  possible , 
et  il  ne  serait  guères  plus  difficile,  de  trouver  des  constructions  qui  s'éten- 
dissent au  cas  où,  soit  quatre  droites,  soit  quatre  points,  deviendraient  ima- 
ginaires } dans  tous  ces  cas , le  nombre  des  solutions  est  toujours  le  même. 
Comme  nous  devons  revenir,  dans  le  chapitre  suivant , sur  les  ifncstions  dont 
elles  dépendent  immédiatement  (3oQ , nous  nous  contenterons,  pour  le  mo- 
ment, d’un  seul  exemple.  .. 

343.  Supposons  donc  qu’on  se  donne  une  uogente  et  quatre  points  ima- 
ginaires de  la  courbe  ^ ces  quatre  points  |iourroiU  être  définis  par  lÿ  système 
de  deux  droites  et  d'une  autre  section  conique  décrite  sur  le  plan  de  la  pre- 
mière : or,  ces  droites  pouvant  et  devant  être  regardées  comme  les  sécantes 
conjuguées  communes  aux  deux  courbes,  ou  comme  deux  axes  d'bomologie 
conjugués,  la  polaire  de  leur  point  d’intersection,  dans  la  courbe  donnée,  devra 
évidemment  (a53)  passer  par  les  deux  centres  d'homologie  correspondaus  \ 
de  sorte  qu'il  ne  s'agira,  pour  avoir  Tun  ou  Tautre  de  ces  deux  centres, 
que  de  trouver  de  nouvelles  droites  qui  les  rcnlcrmcut. 

A cet  cfiTet,  de  chacun  des  points  où  la  tangente  donnée  rencontre  les  axes 
d'homologie  , on  mènera  deux  tangentes  à la  courbc'décrite  ; l’une  sera  l'ho- 
mologue directe  (a5o  et  39a),  et  l'autre  l'homologue  inverse  de  la  première  j 
et  par  conséquent  (aSi)  les  droites , réunissant  les  pomts  de  contact  qui 
n'appartienneut  pas  à des  tangentes  partant  d'un  même  axe,  iront  rencon- 
trer le  ray'on  d'homologie  déjà  trouvé,  en  quatre  points  qui  seront  autant 
de  centres  d'homologie,  au  moyen  desquels  on  décrira  sans  peine  chacune 
des  sections  coniques  distinctes  qui  résolvent  le  problème  ^ lesquelles  ne  sont 
évidemment  (3o^  qu'au  nombre  de  deux  seulement. 

Construction  graphique  du  centre^  des  axes,  des  asymptotes,  etc.  d'ime 
section  conique  donnée  par  certaines  conditions. 

344*  U arrive  fort  souvent,  dans  les  questions  qui  tiennent  aux  arts  gra- 
phiques ; la  perspective,  les  ombres,  etc. , qu’une  section  conique  étant  don- 
née par  certaines  conditions,  telles  que  celles  énoncées,  art.  33get3ifo,  on 
ait  besoin  de  déterminer,  soit  les  points  où  la  coupe  une  droite  tracée  sur 
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son  plan , soit  les  tangentes  partant  d'un  pomt  donné , soit  scs  axes  principaux , 
sou  centre , etc  j il  conviendrait  peu  d'avoir  recours  au  tracé  de  la  courbe  par 
points , souvent  aussi  long  que  pénible , et  qui  pourrait  ne  rien  donner  de 
bien  exact  ; on  se  verra  donc  obligé , la  pluprt  du  temp , d’attaquer  chaque 
question  d'une  manière  directe  et  indépendamment  des  objets  donnés  dans 
Pespace  j or  je  ne  pense  pas  qu'aucune  théorie  puisse  Ibumir  des  solutions 
la  fois  plus  directes  et  plus  simples  que  celles  auxquelles  conduit  la  théorie  des 
Ggurcs  homologiqucs. 

En  clTct,  ayant  décrit,  comme  il  a été  cxpliqtié  338  et  33g,  tm  cercle 
auxiliaire , on  aina  tout  ce  qu'il  faut  pour  opérer  directement  sur  la  courbe 
non  décrite,  et  résoudre  (3o3)  les  diverses  questions  graphiques  qui  lui  sont 
relatives  et  sont  analogues  à celles  qui  précèdent.  On  remarquera  même  que 
ces  constructions,  si  Ton  en  excepte  celle  du  cercle  auxiliaire,  sont  toutes 
linéaires  et  peuvent  s'exécuter  par  conséquent  avec  la  règle  seule  ou  de  sim- 
ples alignemens  ; d'où  il  suit  que,  dans  le  problème  général  de  Tart.  3o5, 
il  est  inutile  que  la  section  conique  donnée  soit  décrite , et  qu’il  suiTit  qu'on 
connaisse  dnq  des  conditions  qu’elle  doit  remplir. 

345.  Voyons  maintenant  comment  ces  constructions  si  faciles  conduisent 
immédiatement  à la  détermination  du  centre , des  a^mptotes  et  des  axes  de 
la  section  conique.  En  observant  que  le  centre  d'une  section  conique  est  pré- 
cisément le  pôle  dé  la  droite  à FinTmi  de  son  plan  ; que  les  asymptotes  elles- 
mêmes  sont  les  tangentes  qui  passent  par  ce  pôle  et  touchent  la  courbe  aux 
points  où  la  rencontre  la  droite  dont  il  s’agit;  qu’enfin  les  axes  principaux 
de, la  courbe  ne  sont  eux-mêmes  autre  chose  que  les  droites  qui  divisent  en 
deux  parties  égales  l'angle  et  le  supplément  de  l'angle  des  asymptotes,  on 
voit  que  tout  revient  finalement  à trouver , pour  le  cercle  auxiliaire , la  drdte 
C|ui  est  l'homologue  ou  la  projection  de  celle  à l'infini  du  plan  de  la  figure , 
considérée  comme  appartenante  à la  section  conique  ; ce  quicstlàcile,  en  re- 
cherchant les  points  où  la  droite  à l’infini  rencontre  deux  autres  droites  quel- 
conques relatives  à cette  courbe , et  projetant  ces  points  sur  celles  qui  leur 
sont  homologues  dans  le  cercle , par  de  nouvelles  droites  évidemment  paral- 
lèles aux  premières  et  partant  du  centre  d'homologie. 

346.  Supposons  qu'ayant  tracé  (Fig.  4^  un  cercle  auxiliaire  dont  S soit 
le  centre  d'homologie  avec  la  courbe  non  décrite , on  détermine , ainsi  qu’il 
vient  d'être  exfdiqué,  la  droite  mn  qui,  pour  ce  cercle^  est  l'homologue  de 
celle  à l’infini  relative  à la  section  conique;  il  pourra  arriver  que  cette  droite 
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rencontre  le  cercle  en  dcui  points  x , la  touche  en  un  seul , ou  n'ait  anaui  * 

|x>int  commun  avec  eDc. 

Dans  le  premier  cas , la  coiuhc  aura  deux  points  & Tinfini , placés  sur  les 
rayons  d’homologie  Sx  et  qui  seront  évidemment  parallèles  aux  deux  bran- 
ches de  la  courbe  J laquelle  sera  par  conséquent  une  hyperbole,  dont  on 
,j^bticndra  les  asymptotes  en  recherchant  les  droites  qui , par  rapport  à elle , 
sont  les  homologues  des  tangentes  Px,  Py,  aux  pointa  x et_y  du  cercle. 

Dans  le  second  cas , la  section  conique  n'aura  qu'un  seul  point  à l'infuii , 
mais  la  tangente  qui  lui  corrotpond  sera  cUc-même  tout  entière  à l'infini  ^ 
ce  sera  donc  tme  parabole , ayant  pour  direction  commune  è tous  scs  dia- 
mètres le  rayon  d’homologie  correspondant  au  point  de  contact  de  m/i  avec 
le  cercle.  Or  on  obtient  de  là  aisément  le  grand  axe  de  la  courbe , pnisqu’il  est 
la  polaire  du  point  situé  à l'infini  sur  les  directions  perpendiculaires  à celle 
de  CCS  diamètres. 

Enfin , dans  le  dernier  cas , la  section  conique  n’ayant  aucun  point  à l'infini , 
sera  entièrement  fermée  et  par  conséquent  une  ellipse,  dont  on  aura  le  centre 
eu  recherchant  le  point  qui , par  rapport  à elle , est  l'homologue  du  pôle  P 
de  la  droite  mn  du  cercle. 

347.  Dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  hyq>erbole,  on  obtient  aisément 
des  parallèles  aux  axes  prindpaux,  en  divisant  en  deux  parties  égales  Panglc 
et  le  supplément  de  l'angle  formé  par  les  deux  rayons  d'homolt^e  Sx  et  ^ 
parallèles  aux  asymptotes.  Or  on  peut  obtenir  directement  ces  deux  parallèles 
aux  axes,  par  une  construction  indépendante  des  rayons  d’homologue  dont  il 
s'agit,  et  qui  s'applique  par  conséquent  au  cas  de  l'ellipse,  pour  lequel  ces 
rayons  n'existent  plus. 

Pour  plus  de  simplicité , prenons  que  le  centre  d’homologie  S soit  un  point 
de  contact  (3 19)  commun  au  cercle  auxiliaire  et  à la  courbe*,  traçons  le 
diamètre  HK  du  cercle , qui  passe  par  le  pôle  P de  la  droite  mn , lequel  est 
toujours  possible  ; menons  par  scs  extrémités  et  par  le  point  S les  droites  SU 
et  SK , elles  seront  évidemment  les  droites  demandées.  Ceue  construction , 
étant  toujours  possible , serx’ira , dans  tous  les  cas , à faire  connaître  la  por- 
tion et  par  suite  la  grandeur  des  axes  de  la  courbe , puisque  l'on  en  a déjà 
obtenu  le  centre  qui  est  homolc^c  à P. 

Si  le  centre  dliomolcgic  S n’appartenait  pas  au  cercle  auxiliaire , il  fau- 
drait faire  passer  im  autre  cercle  par  ce  point , et  qui  eût  mn  pour  sécante , 
réelle  ou  idéale,  commune  avec  le  premier,  ce  qui  est  facile;  après  quoi  la 
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construction  s'eiTectucrait  sur  ce  nouveau  cercle , conune  dans  le  premier  cas , 
au  moyeu  du  diamètre  qui  passe  par 

348. '  La  question  qui  vient  de  nous  occuper  n’est  évidemment  qu’un  cas 
très-particulier  de  celle  où  il  s'agit  de  trouver  un  système  de  diamètres  con- 
jugués formant  un  angle  de  grandeur  donnée } question  qui  peut  encore  se 
résoudre,  d’une  manière  très-simple,  à Paidc  des  considérations  suivantes. 

Soit  toujours  mri  (Fig.  47)  la  droite  qui , pour  le  cercle  auxiliaire , repré- 
sente celle  à l'infini  du  plan  de  la  section  conique , ou  est  son  homologue  ^ 
soit  P son  pèle , lequel  est  homologue  au  centre  de  cette  section  conique  j 
menons  à volonté,  du  point  P,  la  sécante  PAR  dans  le  cercle,  elle  repré- 
sentera un  diamètre  de  la  secüon  conique , ou , si  l’on  veut , elle  sera  ho- 
mologue à un,  certain  diamètre  de  cette  courbe  ; traçons  enfin  les  tangentes 
aux  points  A et  B où  cette  sécante  rencontre  le  cercle  auxiliaire , elles  repré- 
senteront les  tangentes  parallèles  aux  extrémités  du  diamètre  de  la  section  coni- 
que, et  le  point  N de  leur  instcrscction,"qui  appartient  nécessairement  (194) 
à la  polaire  mn  de  P,  représentera  le  point  à Pinfiui  de  ces  mêmes  parallèles. 

Or  il  suit  de  cette  construction  que  PN , qui  joint  le  point  N au  pôle  P, 
sera  l’homologue  du  diamètre  qui,  dans  la  section  conique,  est  conjugué  à 
celui  que  représente  AB  5 donc  les  rayons  d’homologie  SM  et  SN,  répondans 
aux  points  M,  N où  les  droites  PB,  PN  rencontrent  mn,  seront  respectivement 
parallèles  aux  diamètres  conjugués  dont  U s'agit,  et  partant  l’angle  MSN  est 
égal  à Pangle  formé  par  ces  diamètres. 

349.  Supposons  maintenant  que  l’on  se  donne  Pangle  MSN  formé  par  deux 
diamètres  conjugués , et  qu’il  s’agisse  de  trouver  la  position  de  ces  diamètres  \ 
tout  consistera  évidemment  à trouver  celle  des  droites  PM , PN  qui  les  repré- 
sentent dans  le  cercle , et  à les  projeter  sur  la  section  conique.  On  remarquera , 
à cet  effet,  que  les  trois  points  P,  M,  N doivent  être  tels  (19^,  d’après  ce  qui 
précède , que  chacun  d’eux  soit  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  5 
de  sorte  que,  en  essayant  d’inscrire  au  cercle  im  quadiilatère  RSTU  qui  ail 
P et  N pour  points  de  concours  des  côtés  opposés , et  le  centre  d’homologie 
S pour  un  de  ses  sommets,  ce  quadrilatère  de^Ta  se  lèrmer,  de  lui-même 
(193),  sur  le  cercle , et  avoir  le  point  M pour  intersection  de  scs  diagonales  ; 
donc  In  corde  TU,  qui  sous-tend  Pangle  donné  MSN  dans  le  cercle , doit  passer 
par  le  point  P,  pôle  de  la  droite  connüè  mn;  mais  cette  corde  est  donnée  de 
grandeur  en  même  temps  que  Pangle  dont  il  s’agit;  donc  la  question  est  ra- 
menée à celle  d’inscrire  au  cercle  propose  une  corde,  de  longueur  doimée,  qui 
tende  au  point  P ; problème  on  ne  peut  plus  facile  à résoudre. 
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Ayant  ainsi  la  position  de  la  corde  TU,  on  en  déduira  de  suite , par  une 
construction  purement  linéaire,  celle  des  droites  PM  et  PN,  et  partant  la  gran- 
deur^ et  la  position  des  diamètres  conjugués  qui  leur  correspondent  dans  la 
section  conique. 

350.  Ce  problème  a , comme  on  voit , deux  solutions  distinctes , qui  se  ré- 
duisent 1 une  seule  quand  l'angle  des  diamètres  doit  être  droit.  Dans  ce  cas,  on 
retombe  évidemment  sur  la  solution  déjà  donnée  plus  haut  (3.{7);  mais  les 
considérations  générales  qui  précèdent  offrent , de  plus , l’avantage  de  faire 
connaître  simultanément  et  la  position  et  la  grandeur  de  ces  axes , en  ne  fai- 
sant usage  que  de  la  règle  seulement , quand  le  cercle  auxiliaire  est  une  fuis 
décrit  et  que  son  centre  est  assigné.  D’ailleurs  les  construcüous  qui  en  ré- 
sultent s'étendent  à toutes  les  sections  coniques,  même  à lu  parabole,  et  elles 
mettent  en  évidence  la  loi  que  suivent  les  angles  furnx's  par  lents  systèmes 
de  diamètres  conjugués.  Ainsi  l'on  voit  très-bien  que , dans  la  parabole  et  l'by- 
pedrole,  ces  angles  peuvent  croître  depuis  o jusqu'à  aoo°^  tandis  que,  dans 
l’ellipse , ces  mêmes  angles  sont  susceptibles  d’un  maximum  et  d'un  minimum. 

Réflexions  sur  la  possibilité  de  résoudre  linéairement  tous  les  problèmes 
du  second  degré.,  au  moyen  dun  seul  cercle  une  fois  tfacé,  ou  dun 
angle  dquverture  donnée. 

351.  Dans  ce  qui  précède,  on  a vu  comment,  ayant  deux  droites  homo- 
logues à deux  diamètres  conjugués  d’une  section  conique  donnée  seulement 
par  certaines  conditions,  on  pouvait  déterminer  directement,  au  moyen  du 
cercle  auxiliaire , l'angle  formé  par'ccs  diamètres  et  la  direction  des  cotés  de 
cet  angle  ^ les  mêmes  constructions  s’appliquent  évidemment  à la  détermination 
de  Pangle  de  deux  droites  quelconques  appartenantes  à la  section  conique , 
en  recherchant,  pour  le  cercle , celles  qui  sont  leurs  homologues.  Or  il  suit  de 
là  qu'on  pourra  ramener  immédiatement  toutes  les  questions  d'angles  qu'on  se 
proposera  sur  les  sections  coniques , en  général , à d'autres  questions  semblables 
sur  le  cercle^  pourvu,  toutefois,  que  les  autres  conditions  du  problème  ne 
concernent  que  la  direction  indêûnie  des  lignes  et  leurs  concours  (*). 

(*}  On  pouirait  aussi  ailmettie  les  relations  métriques,  pourvu  quMlet  ftwent  projec- 
tives, ou  quVtt  moiiM,  en  le*  étendant  d’une  manière  convenable,  on  pOt  les  conaidéter 
comme  trilea  | car  eea  aortea  de  ralattona  aubaietent  évidemment  (3oi)  pour  le  cercle  et  U 
lection  conique  qui  lui  eat  homologiqne. 
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353.  Les  problèmes  qui  ne  concernent  purement  qae  les  relations  pr^ec- 
ihreSy  sont  sur-tout  remarquables  en  ce  que,  ramenés  à d’autres  snr  le 
auxiliaire , iis  conduisent  précisément  à des  questions  du  même  genre  qne 
celles  qu’on  s'était  proposées  sur  la  section  conique  correspondante  5 ce  qui 
n'a  pas  Heu  pour  le  cas  qui  précède , où  l'on  considère  des  relations  d'angles. 

Il  est  à remarquer  d'ailleurs  que,  sauf  le  tracé  du  cercle  auxiliaire  tangent  k* 
b section  conique,  tout  doit  s'exécuter  sans  l’intervention  du  compas,  quand 
b solution  n'est  que  du  second  degré  seulement  : on  en  a rencontré  de  nom- 
breux exemples  dans  ce  qui  précède , et  il  ne  serait  pas  difficile  de  les  mul- 
tipHer  davantage  ; mais , au  lieu  de  nous  atrèter  longuement  à Pexamen  des 
cas  particuliers , il  vaudra  beaucoup  mieux  que  nous  présentions , sur  ce  sujet , 
quelques  réflexions  générales. 

353.  Nous  avons  déjà  vu  (a55)  que,  quand  un  cerde  est  donné  et  décrit 
sur  un  plan,  et  qu'en  outre  on  en  a le  centre,  il  est  possible  de  mener, 
avec  b règle  seule , des  parallèles  à des  droites  données  sur  son  plan , d’a- 
baisser ou  d'élever  des  perpendiculaires  sur  ces  mêmes  droites , ou  de  mener 
d'autres  droites  qui  fassent  avec  elles  des  angles  donnés , etc. , etc.  ; or  je  dis 
qu’il  en  sera  ainâ , en  général,  de  tous  les  problèmes  du  second  degré  qu’on 
pourrait  se  proposer  sur  certaines  figures. 

En  efifet , tout  problème  du  second  degré  doit  se  ramener  finalement  à des 
intersections  de  lignes  droites  connues  et  de  cercles  donnés  par  trois  condi- 
tions : comme  de  passer  par  certains  points,  et  de  toucher  certaines  droites. 
Mais  chacun  de  ces  cercles  aura  de  plus,  avec  le  cercle  supposé  donné  et 
décrit,  une  sécante  idéale  commune  à l’infini , pobire  du  centre  de  ce  cercle, 
et  par  conséquent  connue  ; donc  on  obtiendra , par  quelqu’un  des  procédés 
généraux  précédemment  décrits,  et  toujours  avec  b règle,  le  centre  de  simi- 
Htude  qui  appartient  à ce  cercle  et  au  cercle  donné  par  certaines  conditions , 
et  finalement  on  obtiendra , avec  b règle  et  au  moyen  du  premier  cercle , 
tout  cc  qui  peut  appartenir  an  second  (344)- 

354.  Ce  qui  précède  nous  a dqà  fourni  des  exemples  qui  montrent  com- 
bien b choix  du  cercle  aiudHaire  a d'influence  sur  b simpücité  des  résultats 
auxqueb  on  doit  parvenir  : h même  chose  aura  Heu  pour  toutes  les  questions 
qu’on  pourra  avoir  ê résoudre  ; car  il  est  visible  que , plus  le  cercle  auxiliaire 
sera  Hé  intimement  aux  données  et  aux  inconnues  du  problème , plus  b dé— 
tenninatiou  de  ces  dernières  sera  fiicOe , et  moins  elle  exigera  de  Ugnes  droites 
à tracer.  On  voit  d’ailleun  comment  il  faudrait  agir,  si  l’on  se  trouvait,  de 
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touW  nécessité , bornë  à Pemploi  d'un  ccrclc  quelconque  tracé  siu*  le  plan  de 
la  figure  ^ car  ^ d’après  ce  que  nous  venons  de  dire , on  trouvera  de  suite , 
k l'aide  de  ce  cercle  et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle,  ce  qui  pourrait 
concerner  tout  autre  circonférence  de  cercle  non  décrite,  qui  aurait  une 
dépendance  plus  intime  avec  les  objets  de  la  figure,  et  des  dépendances 
connues  avec  les  objets  qu’on  cherche. 

355.  Je  n’ajouterai  tien  de  plus  sur  ce  sujet  qui  d’ailleurs  en  vaudrait  bien 
la  peine  , et  je  me  contenterai  de  conclure , d’une  manière  générale  , que  tout 
problème  du  second  degré  qu’on  a jusqu’ici  résolu  ou  qu’on  pourrait  résou- 
dre, par  la  suite,  avec  la  règle  et  le  compas  sur  un  plan,  ou  avec  tmc 
chaîne  cl  un  graphomètre  sim  le  terrain , deita , par  là  meme , pouvoir  se 
re'soudre  avec  la  règle  seulement,  ou  par  de  simples  alignemens  au  mojcn 
de  jalons , toutes  les  fois  que , parmi  les  données , se  trouvera  une  seule  cir- 
conférence de  cercle  dont  le  centre  sera  connu  et  le  périmètre  tracé. 

356.  Véquerre  d'arpenleur  ou  même  la  fausse  cqiwrre  (c’est-à-dire  un 
angle  quelconque  d’ouverture  donnée)  qu’on  peut  se  procurer  par-tout  à n peu 
de  frais , au  moyen  de  deux  traits  de  sde  laits  en  croix  sur  la  tète  d'un  piquet , 
ou  seulement  de  trois  épingles  qui  y seraient  fixées  perpendiculairement , pré- 
sentera le  moyen  bien  simple , non-seulement  de  làire  passer  un  cercle  par 
deux  points  assignés  sur  le  terrain , ce  qui  est  assez  peu  utile , mais  encore 
de  déterminer  à priori^  par  im  tâtonnement  iàcile  et  souvent  usité  pour 
l'équerre  d'arpenteur , les  deux  points  où  ce  cercle  rencontre  un  alignement 
quelconque  donné  sur  le  terrain. 

On  connaît  d'ailleurs  les  moyens  de  mener  directement , à Faide  de  la  fausse 
équerre,  des  parallèles  ou  des  perpendiculaires  à des  lignes  accessibles  et 
données^  donc  il  sera  ladlc  de  déterminer,  une  fois  pour  toutes,  le  centre 
du  cercle  dont  il  s’agit;  ce  qui,  d'après  les  fonctions  que  remplit  l'instrument, 
ne  sera  indispensable  que  dans  quelques  circonstances  particulières  ; comme 
lorsqu’il  s’agira , par  exemple , de  porter  une  distance  donnée  sur  une  direc- 
tion également  donnée , etc.  Ainsi , à faide  d'une  fausse  équerre , on  sera  à 
même  de  résoudre  tous  les  problèmes  du  second  degré  sur  le  terrain , sans 
mesurer  aucun  angle,  ni  aucune  distance;  et,  comme  on  opère  linéairement 
sur  les  droites  et  les  points  inaccessibles , donnés  au  moyen  de  certaines  con- 
ditions, comme  on  opère  sur  les  droites  et  les  pomts  situés  à l'infini  (197, 
198),  on  voit  qu'on  pourra  aborder  directement  toutes  les  questions  qui  font 
le  sujet  ordinaire  de  la  Géométrie  patique. 
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357.  Ces  diverses  réflexions  .doivent  faire  sentir  l'importance  des  ressources 
que  peut  oiTrir  la  fausse  équerre,  pour  résoudre  certains  problèmes  sur  le 
terrain,  et  Finflueuce  qu’elle  petite  exercer  sm-  la  simplicité  des  opérations 
qu’on  poun  ait  y faire  : l’une  et  Feutre  se  trouvent  d'ailleurs  confirmées  par  les 
Hsidtats  auxquels  est  déjà  pn'enu  l'ingénieux  et  savant  auteur  des  Solutions 
peu  connues^  etc.  (168,  note).  Quant  à ce  qui  touche  la  possibilité  de  ré- 
soudre finéalremeiit  tous  les  problèmes  du  second  degré , à Faide  d’un  seul 
cercle  dont  on  a le  centre , elle  nous  semble  également  confirmée , et  par  les 
réflexions*  générales  qui  précèdent , et  par  les  diverses  solutions  de  problèmes 
données  dans  le  chapitre  111  de  la  deuxième  section. 

Ou  peut  prendre , d'après  cela , une  idée  de  l’étendue  immense  des  dé- 
vcloppemcns  que  peut  recevoir , nu  jour,  la  Géométrie  linéaire  ou  de  la  règle, 
mais  ce  qui  paraîtra  suivtout  digne  de  remarque , c’est  que  cette^mème  Géomé- 
trie, si  simple  dans, scs  principes  et  dans  sa  marche,  donne  les  solutions  à 
la  fois  les  plus  élégantes  et  les  plus  directes  que  l’on  connaisse  ; c’est  qu’elle 
conduit  à ces  solutions  d'une  manière  naturelle , et  non  par  des  tours  de  Jorce , 
comme  il  arrive  pour  la  Géométrie  du  compas;  en  sorte  qu’il  semble  de  la 
nature  même  des  problèmes  du  second  degré  de  pouvoir  être  ramenés , dans 
leurs  solutions , à des  combinaisons  d’une  seule  ligne  de  ce  degré  avec  des 
^stèmes  de  lignes  droites  indéterminées  de  grandeur  et  de  direction , et  non , 
au  contraire,  à des  combinaisous  plus  ou  moins  complexes,  plus  ou  moins 
. mulapUées , de  drconfércnôés'de  cercle  ou , en  général , de  courbes  du  même 
“degré. 

CHAPITRE  II. 

Propriétés  et  construction  du  système  complet  des  sécantes  et 
des  tangentes  communes  à deux  sections  coniques  situées  sur 
un  plan. — Des  systèmes  de  sections  coniques  qui  ont  des 
sécantes  et  des  tangentes  communes , etc. 

358.  J DSQti’ia  nous  nous  sommes  occupés  uniquement  des  propriétés  indi- 
viduelles des  centres  et  axes  d’homologie  conjugués  des  sections  coniques  ; il 
nous  reste,  pour  compléter  ce  sujet,  à rechercher  l’ensemble  des  relations 
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qui  lient  entre  eux  tous  les  points  et  droites  de  cette  espèce  susceptibles  ^ en  * 
général , d'appartenir  au  ^^’stème  de  deux  sections  coniques  données  è volonté 
sur  un  plan^  c'est-à-dire  les  relations  ipii  embrassent  à la  fois  toutes  leurs 
sécantes  communes  et  tous  les  points  de  concours  de  leurs  tangentes  communes; 
nous  en  déduirons  ensuite  des  moyens  endèremeut  directs  de  construire  gra- 
pliiquement  ces  droites  et  ces  pmnts , quand  les  sccdons  coniques  sont  décrites 
sur  un  plan , ou  seulement  données  par  certaines  condidons  ; problème  im- 
portant et  dont  la  solndon  nous  semble  renfermer , à elle  scidc , tontes  celles 
des  problèmes  des  quatre  premiers  degrés,  puisqu’une  quesdon  quelconque 
peut  toujours  être  ramenée  à la  recherche  des  points  d'intcrsecdon  de  deux 
lieux  donnés  du  second  ordre. 

Du  sjstème  complet  des  sécantes  et  des  tangentes  communes  à deux 
sections  coniques  situées  sur  un  même  plan. 

359.  Detix  secdons  coniques  quelconques,  tracées siu-  im  plan,  ne  peuvent 
avoir  (ao3)  pliu  de  quatre  points  communs  sans  se  confondre , et  par  con- 
séquent plus  de  six  sécantes  communes,  lesquelles  forment  par  leurs  inter- 
secdons  mutuelles  im  quadrilatère  simple  avec  ses  deux  diagonales  : or,  en 
combinant , deux  à deux , celles  de  ces  sécantes  dont  le  pomt  d'intersccdon 
n’appardent  à aucune  des  deux  courbes , on  obdent  évidemment , en  tout , 
trois  systèmes  de  sécantes  conjuguées  communes,  dont  les  points  de  con- 
cours sont  ceux  des  côtés  respeedvement  opposés  et  des  diagonales  du  qua- 
drilatère dont  il  s’agit  ; donc  il  n’existe  pareillement  (39a)  que  trois  systèmes 
de  points  de  concours  conjugués  de  tangentes  communes  coirespondans  res- 
peedvement aux  premiers  ; c’est-à-dire , en  tout , six  centres  d'homologie , ré- 
sultans  de  l’intersecdon  mutuelle  des  quatre  tangentes  communes  que  possèdent , 
en  général  et  au  plus  (ao9)  , les  deux  courbes. 

S’il  pouvaity  avoir  plus  de  trois  tystèmes  de  centres  d’homologie  conjugués 
deux  à deux , il  y aurait  pareillement  plus  de  trois  ^'sternes  d’axes  d’homologie 
conjugués  ou  de  sécantes  communes  réelles  ou  idéales  ; ce  qui  est  absurde , 
puisque  le  point  d'intcrsecdon  de  deux  sécantes,  non  conjuguées  entre  elles, 
est  nécessairement  (*)  un  point  commun  des  deux  courbes,  et  qu’elles  en 


(*)  Cette  cone^uencc,  qui  riealte  iaimédiatement  du  principe  de  continuité,  peut  >e 
déduire  également  des  propriétés  qui  doivent  appartenir  aux  deux  sécantes  dont  il  s’agit.  £0 
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aui'alent  ainsi  plus  de  quatre  de  celle  espèce.  Enfin  il  est  aisé  de  voir  que , 
quand  deux  sections  coniques  ont  quatre  points  communs  re'els , elles  ont  né- 
cessairement aussi  quatre  tangentes  commîmes',  nous  verrons  bientôt  que  la 
proposition  inverse  n'est  pas  vraie , comme  cela  résulte  d'aiQeurs  directement 
de  Pexamen  de  ce  qui  se  passe  pour  deux  cercles,  et,  de  plus,  nous  ferons 
Cômiaitre  les  raisons  pour  lesquelles  il  en  est  ainsi. 

36o.  Cela  posé , considérons  donc  le  système  général  de  deux  sections  coni- 
ques ayant  quatre  points  communs  A , B , C , D (Fig.  46),  et  quatre  tangentes 
communes  A'B',  B'C',  CD*,  D'A';  en  joignant  deux  à deux,  par  des  droites, 
les  quatre  points  dont  Q s'agit,  pour  avoir  les  six  sécantes  communes  aux 
denx  courbes,  on  formera  le  quadrilatère  simple  ABCD,  avec  ses  deux  dia- 
gonales AC  et  BD , qui  sera  inscrit  à la  ibis  à ces  courbes , et  dans  lequel  ces 
deux  diagonales  et  les  deux  paires  de  côtés  opposés  AB  et  CD , AD  et  BC  seront 
les  trois  ^'stèmes  de  sécantes  communes  conjuguées , concourant  respectivement 
en  L , M , K , au  dehors  du  périmètre  des  deux  courbes.  Si  l'on  prolonge 
pareillement  les  quatre  tangentes  communes  jusqu'à  leurs  intersections  mu- 
tuelles, et  qu’on  joigne,  deux  à deux,  par  de  nouvelles  droites,  les  pomts  de 
cette  intersection , on  obtiendra  le  quadrilatère  complet  PD'A'B'QC'P,  circonscrit 
à la  ibis  aux  deux  courbes , avec  ses  trois  diagonales  A'C,  B'D*  et  PQ , dont 
les  sommets  correspondans  sont  deux  à deux  conjugués  (aga),  et  forment  les 
trois  systèmes  de  points  de  concours  conjugués  des  tangentes  communes  ; or 
il  existe,  entre  ces  systèmes  et  ceux  qui  appartiennent  aux  sécantes  communes, 
une  liaison  très-remarquable,  et  que  nous  allons  maintenant  examiner. 

D'abord  il  rcsidte,  des  propriétés  du  quadrilatère  inscrit  aux  sections  co- 
niques (19a),  que 

Les  trois  points  L,  M,  K,où  concourent,  deux  à deux,  les  sécantes 
conjuguées  communes , sont  teb  que  l’un  quelconque  d’entre  eux  est  à 
la  fois,  pour  les  deux  courbes,  le  pôle  de  la  droite  qui  renferme  les 
deux  autres. 

D’un  autre  côté , il  résulte  atari  (a53)  directement  des  propriétés  des  centres 
et  axes  d'homologie  des  sections  coniques,  qui  ont  été  exposées  précédem- 
ment, que 


«i&t,  U chose  est  éTUento  pour  le  eu  où  les  deux  sicantessoat  réelles;  le  eu 
cOBtraire,  on  peut  mettre  (isi)  U figure  en  projection,  sur  un  nouveau  plan,  do  fiijaa^o 
les  sections  xoniques  devienneot  des  cercles , qui  ne  sauraient  avoir  plus  de  deux  eécantes 
cODununes  (69} , à distance  donnée  ou  Infime. 
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Chacun  des  trois  points  L , M , K le  pôle  de  la  droite  qui  renferme 
les  deux  centres  d’homologie  confugués  aux  sécantes  communes  passant 
par  ce  point. 

Donc  cenc  droite , qui  est  une  des  trois  diagonales  du  quadrilatère  circons- 
crit à la  fois  aux  deux  courbes,  se  confond,  pour  la  direction,  avec  celle 
qui  passe  par  les  deux  autres  des  points  L,  M,  K dont  U ^agit,  et  par  con- 
séquent 

Les  trois  diagonales  du  quadrilatère  complet  formé  par  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  courbes  se  confondent^  pour  la  direc- 
tion,! droites  qui  /oignent.,  deux  à deux,  les  points  L , M , K 

oit  concourent  respectivement  les  sécantes  conjuguées  communes  à ces 
courbes. 

36i . Ainsi  chacun  des  trois  points  L,  M,  K est  le  concours  unique  de  quatre 
lignes  droites  formant  un  faisceau  harmonique  (186),  savoir  : deux  sécantes  con- 
juguées communes  et  dctix  droites  appartenantes  à deux  systèmes  de  points  de 
concours  conjugiiés  de  tangentes  commîmes. 

PareQlemcut  chacune  des  trois  droites  LM,  LK,  MK  porte  quatre  points  for- 
mant un  groupe  harmonique  (186),  savoir  : deux  points  de  concours  de  sé- 
cantes conjuguées  communes , et  deux  points  de  concours  conjugués  de  tan- 
gentes communes. 

Enfin  chacune  des  distances  A'C*,  LK,  etc.,  qui  séjwcnt,  soit  deux  points 
de  concours  conjugués  de  tangentes  communes , soit  deux  points  de  concours 
de  sécantes  conjuguées  communes,  est  encore  divisée  harmoniquement  aux 
deux  points  où  sa  direction  rencontre  Punc  ou  Pautre  courbe  (186). 

36a.  L'inspection  de  la  figure  donne  encore  lieu  à beaucoup  d'autres  re- 
marques : par  exemple , on  aperçoit  de  suite  que , si  Ton  trace , dam  chaque 
courbe , le  quadrilatère  inscrit  qui  a pour  sonuneb  les  points  de  contact  cor- 
respoudans  des  tangentes  communes,  i".  les  diagonales  qui  joignent  ces  pointa 
de  contact  se  croiseront  toutes  au  point  L;  a®.  les  côtés  opposés  iront  con- 
courir respectivement  aux  deux  autres  points  K et  M j en  sorte  que  cliacim  de 
ces  trois  points  sera  le  concours  unique  de  huit  lignes  droites  appartenantes  aux 
quatre  qundnlatères  ; 3®.  etc. 

Toutes  ces  propriétés  résultent  immédiatement  de  celles  tjuî  ont  été  établies, 
dans  la  deiudèrae  section , sur  les  quadrilatères  inscrits  et  cirronscrits  aux  scc- 
tiom  roiuqnes  5 mais  on  peut  aussi  y arriver,  d’une  manière  directe  et  simul- 
tanée, en  considérant  (i33)  la  figure  comme  la  projection  du  ^stème  d'une 

a5 


PROPRIÉTÉS  PROJECm^. 

circoofcrcnce  de  cerde  et  d’une  section  conique  concentriques  : la  droite  KM 
peut  alors  itre  censée  à l'infini , le  point  L , pôle  de  cette  droite , est  devenu 
le  centre  commun  des  deux  courbes  , et  tout  prend  une  position  syme'trique 
autour  de  ce  point  5 de  sorte  que  les  propositions  qui  pre’ccdent  deviennent 
ésidentes  pour  la  nouvelle  figure , cl  se  peignent  à l'œil. 

363.  Ces  dernières  conside'rations  font  voir,  de  plus , qu’un  point  quelcon- 
que’ ne  peut  être  à la  fois  le  pôle  d'une  même  droite  par  rapport  à deux 
sections  coniques , à moins  qu’il  n’appartienne  à deux  sécantes  conjuguées  com- 
munes , réelles , idéales  ou  imaginaires , de  ces  courbes  ; car , en  (hettant  la 
figure  en  projection,  sur  tin  nouveau  plan,  de  façon  que  la  droite  passe  à l’in- 
fini, le  point  dont  il  s'agit  deviendra  (1 16)  le  centre  commun  des  deux  cour- 
bes, dont  l’une  pourra  d’ailleurs  être  un  cercle,  comme  dans  le  cas  qui 
précède.  Donc  aussi , 

Quand  trois  points^  situés  sur  le  plan  de  deux  sections  coniques^  sont 
tels  que  chacun  d'eux  est  le  pôle  de  la  droite  qui  renferme  les  deux 
autres , ces  points  sont  nécessairement  ceux  où  concourent  deux  à deux 
les  sécantes  conjuguées  communes  des  ces  courbes.  **  - 

Cas  où  les  tangentes  et  les  points  communs  au  ^stème  de  deux  sections 
coniques,  deviennent  en  partie  imaginaires. 

364.  Quand  U arrive  que  les  deux  sections  coniques , toujours  situées  sur  le 
même  plan , n ont  plus  que  deux  points  réels  communs , et  que  par  consé- 
quent les  deux  autres  sont  imaginaires , il  n’existe  plus  qu’une  sécante  com- 
mune réelle  ; celle  qui  lui  est  conjuguée  est  nécessairement  idéale , quoique 
toujours  constructible  (393).  Quant  aux  quatre  autres  sécantes  communes , elles 
sont  toutes  imag'inaires  (359 1 tiote)  : dans  ces  mêmes  circonstances , on  ob- 
tient encore  deux  points  de  concours  conjugués  des  tangentes  communes , 
correspondans  aux  deux  sécantes  communes  constructibles  ; mais , de  ces  points, 
l'un  est  nécessairement  réel  et  l’autre  idéal  ; c’est-à-.dire  que  les  deux  courbes 
ont  alors  deux  tangentes  extérieures  communes , et  ne  peuvent  en  avoir  plus 
de  deux. 

Enfin  ceux  dc^  points  L,  M,  K qui  n’appartiennent  pas  aux  deux  sécantes 
en  question  sont,  par  cette  raison  même,  devenus  également  imaginaires 
aussi  bien  que  les  quatre  autres  centres  d'homologie  appartenans  en  général 
aux  deux  courbes.  Les  mêmes  choses  résultent  d’ailleurs  directement  de  ce 
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que  les  deux  courbes , ayant  une  sécante  idéale  commune, peuvent  alors  (i ai) 
être  considérées  rigoureusement  comme  la  projection  de  deux  circonférences 
de  cercle. 

365.  Maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  deux  sections  coniques  soient  en- 
tièrement extérieures  Tune  à l'autre,  comme  Pexprime  la  Fig.  49,  elles  ces- 
seront d’avoir  des  points  communs  réels , ou , si  l’on  veut , leurs  quatre  points 
d’intersection  seront  imaginaires  ; mais  alors  même  elles  auront  évidemment , 
ainsi  que  cela  a lieu  pour  le  cas  particulier  de  deux  cercles , quatre  tangentes 
communes  réelles  et  par  conséquent  six  centres  d’homologie  conjugués  doux 
à deux^  donc  ces  tangentes  formeront  encore,  par  leurs  intersections  mu- 
tuelles, un  quadrilatère  complet  PA'QD'C'B'P  circonscrit  à la  fois  aux  deux 
courbes , dont  les  trois  dLagonales  sc  couperont  aux  trois  points  K , L , M , 
qui  en  conséquence  seront  réeb,  comme  dans  le  cas  général  (36o)  où  les 
conrbes  ont  quatre  points  communs  ; mais  ces  courbes  ne  sauraient  d’ailleurs 
avoir  plus  de  deux  sécantes  communes , lesquelles  sont  nécessairement  idéales 
et  conjuguées,  puisqn’autrement  (dSg,  note)  elles  posséderaient  des  points 
d'iiitcrscctlon  réeb,  ce  qui  est  contre  l’hypoibèsc. 

Donc  enfin  les  points  de  concours  des  sécantes  communes  conjuguées  peu- 
vent demeurer  réeb , quoique  ces  sécantes  cllcs-mèmes  soient  devenues  ima- 
ginaires : circonstance  parfaitement  analogue  à celle  que  présentent  les  points 
de  concours  des  tangentes  communes  \ c’est-à-dire  qu’il  peut  aussi  exbtcr  des 
points  de  concours  idéaux  de  s<;cantes  conjuguées  communes. 

366.  Les  trou  points  L , M , K , dont  il  s’agit , étant  demeurés  réeb , doi- 
vent encore  jouir  des  mêmes  propriétés  à l’égard  des  sectioiu  coniques  ^ ainsi , 
par  exemple:  < chacun  d’eux  est  à la  fou,  dans  ces  courbes  respectives,  le 
» pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  (36o)  ; et , si  l'on  nace  les  deux 
» quadrilatères  inscrits  à çcs  courbes,  qui  ont  pour  sommets  les  points  de 
» contact  correspondans  des  tangentes  communes,  leurs  diagonales  et  leurs 
* côtes  opposés  iront  concourir  respectivement  aux  trob  po'mts  dont  il  s’a- 
> git  (363).  * 

La  même  chose  dmt  avoir  lien  également  pour  les  six  centres  rl’homologie 
qui  sont  demeurés  réeb,  pourvu  qu’on  ait  égard  aux  observations  de  l’art.  i36, 
ou  qu’on  entende  ne  parler  que  des  propriétés  dont  les  points  et  les  lignes 
de  construction  demeurent  {rossibles,  comme  les  centres  d’homologie  qui 
leur  correspondent  respectivement.  Cette  conséquence  du  principe  de  conti- 
nuité est  évidente  pour  les  cetitres  d’homologie  A'  et  C'  où  se  coupent  les 
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paires  de  tangentes  cominiqtes  de  môme  espèce , et  qui  embrassent  à la  fois 
les  deux  courbes  dans  le  même  angle  ou  dans  des  angles  opposés  par  le  som- 
met ; car  toutes  les  démonstrations , jusqu'ici  établies  pour  constater  les  diverses 
propriétés  des  centres  d'homologie , sont  précisément  relatives  au  cas  dont  il 
s'agit , et  à celui  où  les  deux  tangentes  sont  supposées  imaginaires , tandis  que 
leiu*  point  de  concours  est  demeuré  réel. 

367.  Or  on  peut  démontrer  cette  proposition  directement  pour  chacun  des 
quatre  autres  centres  d'homologie  B',  Ü',  P et  Q qui  appartiennent  à des  tan- 
gentes commuttes  d'espèces  difl'érentes,  c’est-i-dire  intérieures  et  extérieures  : 
ainsi  par  exemple , pour  choisir  une  propriété  dont  les  lignes  de  construcâon 
ne  deviennent  pas  imaginaires  y < si , par  l'un  quelconque  B'  de  ces  points , l’on 
» mène  une  droite  arbitraire  Rfi'R',  son  pôle  «■  è l'égard  de  Tune  des  deux 
» courbes , et  son  pôle  à l'égard  de  l'autre , seront  situés  sia-  une  nou- 
» velle  droite  n'  allant  concourir  réciproquement  au  point  B'  (aSQ).  » * 

Remarquons , en  cfTct , que  la  corde  de  contact  ou  polaire  ab  du  point  B', 
par  rapji|>ort  è la  première  des  deux  courbes,  doit  renfermer  le  point  », 
pôle  de  RB'R'  par  rapport  à cette  même  courbe  (196),  et  que  par  conséquent 
celte  corde  est  divisée  harmoniquement  (194)  au  point  »et  au  pomt  R où  elle  est 
coupée  par  la  droite  RR'  ; donc  les  deux  tangentes  communes  D'à , B'£> , la  droite 
S'il  cl  celle  qui  joint  le  point  « à B'  forment  un  faisceau  harmonique.  On  prou- 
verait de  la  même  manière,  à fégard  de  l’autre  courbe,  que  la  droite  B'»' 
forme  avec  les  deux  tangentes  en  question  et  la  troisième  droite  RBH'  un 
faisceau  harmonique  ; donc  sa  direction  se  confond  avec  celle  de  la  droite  B'», 
cl  partant  les  points  »,  B',  »'  sont  tous  trois  en  ligne  droite.’ 

Aùisi  la  propriété  dont  il  s'agit  appartient  à la  fois  aux  six  points  où  con- 
courent , deux  à deux , les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  \ ces  points 
forment  donc  séparément  autant  de  systèmes  assujettis  à la  même  loi , et  il 
n'y  a de  différence  entre  eux  que  dans  la  réalité  ou  la  non  réalité  des  points 
d'intersection  qui  leur  correspondent  dans  ces  courbes. 

368.  La  raison  pour  laquelle  les  autres  propriétés, -appartenantes  en  général 
aux  centres  d'homologie , ne  sauraient  être  applicables  au  cas  où  les  tangentes 
correspondantes  sont  d'espèces  différentes  , c'est  qu'elles  feraient  trouver  d’autres 
sécantes  communes  que  celles  MA,  MC  qui  proviennent  des  ccuti-cs  d'homo- 
logie A’  et  C,  et  qui  sont , comme  nous  l'avons  dit  (365),  idéales  et  conju- 
guées , en  sorte  qu'il  en  résulterait  des  points  d'intersection  réels  pour  les  deux 
courbes , ce  qui  est  contre  fhypothèse.  Aussi  arrive-t-il  que , quand  on  mène , 
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par  un  semblable  centre  d’homologie , une  se'cante  arbitraire , elle  ne  saurait 
rencontrer  à la  foisccs  courbes  et  donner  des  points  homologues.  Les  sécantes 
conjuguées  communes , <pie  ce  point  est , en  général , susceptible  de  construire , 
sont  donc  tout-à-fait  Imaginaires,  en  vertu  même  des  propriétés  (a5o)  qui 
lui  appartiennent  : cet  état  particulier  du  système,  à l'égard  du  centre  d’ho- 
mologie que  Ton  considère,  pourrait  d’ailleurs  s’exprimer  en  disant  que  l'ho- 
mologie des  deux  figures  est  idéale  ou  imaginaire. 


Cas  où  Us  tangentes  et  points  communs  au  i^stème  de  deux  sections 
, coniques  sont  à la  fois  imaginaires. 

369.  n nous  reste  maintenant,  pour  compléter  cet  examen  des  circons- 
tances générales  que  présente  le  ^'stème  de  deux  sections  coniques  quelcon- 
ques tracées  sur  un  plan  , è voir  ce  qui  a lieu  pour  le  cas  où , les  quatre  points 
de  leur  intersection  commune  étant  toujours  imaginaires,  ces  courbes  elles- 
mêmes  sont  entièrement  renfermées  Time  dans  l’autre.  , 

Dans  ce  cas,  il  n’y  a plus  de  tangentes  communes  possibles,  et  l’on  ne  voit 
pas  de  moyen  direct  de  prouver  qu’alors  les  courbes  ont  encore  des  centres 
et  des  axes  d’homologie  ; cependant , comme  dans  des  circonstances  pareilles 
la  chose  a lieu  pour  le  ^-stème  de  deux  cercles  tracés  sur  un  plan  commun , 
et  qu’un  tel  système  a pour  projection , en  général , deux  sections  coniques 
indépendantes  de  conditions  partiailières  (lai),  U est  naturel  d’en  conclure 
qu’elle  a lieu  également  pour  le  cas  dont  il  s’agit. 

Ainsi  deux  sections  coniques,  renfermées  Tune  dans  l’autre  sur  un  même 
plan , ne  sont  pas  entièrement  indépendantes  \ elles  peuvent  avoir  des  centres 
et  des  axes  d’homologie  conjugués , et  jouir  ù cet  égard  des  nombreuses  pro- 
priétés qui  sont  le  sujet  du  précédent  chapitre , mais  on  voit  en  même  temps , 
que  ces  centres  et  ces  axes  doivent  aj>partenir  à des  tangentes  commîmes  et 
à des  points  communs  imaginaires. 

Pour  obtenir  les  axes  ou  les  sécantes  idéales  communes  dont  il  s'agit , et , 
par  suite  (393),  les  centres  d’homologie  correspondans , on  pourrait,  dans 
le  cas  actuel,  avoir  recours  au  procédé  direct  qui  résulte  de  la  définition 
même  établie  pour  ces  sortes  de  sécantes  ($7)  ^ mais  la  construction  serait 
beaucoup  trop  Laborieuse , et  aurait  le  grave  inconvénient  de  ne  point  éclairer 
la  discussion.  Celle  que  nous  allons  doimer , outre  qu’elle  est  exemple  de  ces 
défauts , offre  encore  l'avantage  d’être  générale  et  de  pouvoir  s’appliipior  à tous 
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les  cas  que  peut  présenter  le  système  des  deux  courbes  données,  en  même 
temps  qu’elle  réduit  Pobjet  de  la  question  au  degré  de  simplicité  dont  il  pa- 
raît susceptible  j mais  il  est  essentiel  que  nous  développions  auparavant  les 
principes  sur  lesqucb  cette  construction  se  trouve  nécessairement  fondée. 

Nouvelles  propriétés  et  construction  générale  des  points  de  concours  des 
sécantes  conjuguées  communes. 

370.  On  a dû  s’apercev'oir , d’après  tout  ce  qui  a été  dit  sur  les  trois  points 
K , L , M (Fig.  48  et  49)  où  se  coupent , deux  à deux , les  sécantes  conjuguées 
communes  au  système  de  deux  sections  coniques,  que  ces  points  sont  en- 
tièrement analogues  à ceux  K,  L (Fîg.  10)  que  nous  avons  appelés  (76)  les 
cercles  ou  points  limites  d'une  suite  de  circonférences  ayant  ime  sécante  idéale 
commune  sur  un  plan.  En  effet,  ces  points,  en  y joignant  celui  où  se  cou- 
pent, à l’infini,  les  deux  sécantes  communes  aux  cercles  dont  il  s’agit,  sont  les 
seuls  (80)  qui,  comme  les  précédens,  jouissent  de  la  propriété  d’être  tek 
« que  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  d’entre  eux  est  la  polaire  du  troi- 
» sième , et  se  trouve  divisée  harmoniquement  par  chacune  des  deux  courbes.  » 
Or  il  résulte , de  cette  identité  parfaite  de  nature  entre  les  uns  et  les  autres 
de  ces  points , que , dans  le  cas  particulier  du  cercle , les  points  limites  K et 
L peuvent  être  considérés  réciproquement  comme  la  mutuelle  intersection  de 
sécantes  communes  conjuguées  nécessairement  imaginaires  5 et , comme  ces 
points  sont  projectifs,  de  leur  nature,  étant  liés  aux  deux  cercles  et  à leius 
sécantes  communes  par  des  relations  projectives,  il  en  résulte  encore  que 
leurs  analogues,  pour  le  cas  général  de  deux  sections  coniques  quelconques 
tracées  sur  un  plan,  doivent  jouir  (>38)  de  toutes  les  propriétés  projectives 
qui  ont  été  développées  dans  les  art.  83,  84  et  suiv. 

Ainsi,  par  exemple,  en  conservant  aux  points  réciproques  du  plan  commun 
de  deux  sections  coniques  la  définition  admbe  (8a)  pour  le  cas  de  deux  circon- 
férences de  cercle , il  résultera  de  l’art.  84  que 

Tous  les  points  réciproques  de  ceux  d’tuie  droite , donnée  sur  le  plan 
de  deux  sections  coniques  quelconques , sont  situés  sur  une  autre  sec- 
tion conique  passant  par  les  points  ou  se  coupent.^  deux  à deux^  les 
sécantes  conjuguées  communes  aux  premières  ,•  en  sorte  que , si  Von  fait 
varier^  d’une  manière  quelconque.,  la  droite  dont  il  s'agit  sur  le  plan 
des  courbes  proposées^  les  sections  coniques  des  réciproques  auront  y 
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pour  sécantes  réelles  ou  idéales  communes^  les  droites  qui  renferment 
deux  à deux  les  trois  points  dont  il  s'agit. 

371.  H suit  de  là  que,  quand  deux  sections  coniques  sont  données  à vo- 
lonté sur  un  plan , on  peut  déterminer  directement  les  points  où  se  coupent , 
deux  à deux , leurs  sécantes  conjuguées  communes , en  prenant  arbitrairement 
deux  droites  sur  ce  plan  et  traçant  les  sections  coniques  des  récIpixKpics  qui  leur 
correspondent  respectivement  ; ce  qui  peut  s’exécuter  trè*4ÎmpIement,  au  moyen 
de  la  règle,  en  déterminant,  pour  chaque  droite,  les  réciproques  de  cinq 
points  quelconques  de  leur  direction  (81) , puis  en  faisant  passer , an  moyen 
de  l'hexagramme  mystique  de  Pascal  (aoi),  une  section  conique  par  les  points 
ainsi  obtenus  j car  les  deux  nouvelles  sections  coniques  viendront  se  couper , 
en  général,  en  quatre  points  dont  trois  seront  les  points  demandés. 

Le  quatrième  point  d'intersection  étant  précisément  (87)  le  réciproque  de 
celui  où  SC  coupent  les  deux  droites  ou  directrices  arbitraires , pourra  sc  dé- 
terminer , à l'avance , au  moyen  de  la  règle  seulement , et  par  couséipicnt  il 
sera  Uwouis  réel  et  constructible.  Or  de  là  nous  déduirons  cette  conséquence 
inévitable  : 

Quelles  que  soient  la  position  et  la  grandeur  relatives  des  deux  sec- 
tions coniques  données  sur  un  plan , elles  ont , au  moins , un  de  leurs 
points  de  concours  de  sécantes  conjuguées  communes , réel. 

37a.  Tout  consiste,  en  cBet,  à prouver  que  les  deux  réciproques  qui  cor- 
respondent aux  droites  données , et  qui  ont  déjà  un  pobt  réel  commun  , en 
ont  nécessairement  un  second;  et  c'est  ce  qui  résulte  évidemment,  et  sans 
intermédiaire,  de  ce  que  ces  deux  courbes  ^nt  continues  de  leur  nature. 
D'abord  on  peut  toujours  ramener  l'état  de  la  question  au  cas  où  les  courbes 
sont  fermées , en  les  projetant  convenablement  sur  un  nouveau  plan  ; en- 
suite, si  -on  les  imagine,  l'une  et  l’autre,  engendrées  par  les  extrémités  de 
deux  rayons  vecteurs  placés  sur  une  droite  mobile  tournant  autour  du  point 
de  rinterscction  commune,  comme  p6le{ig/S,  note),  l’examen  attentif  des 
circonstances  du  mouvement  fera  voir  que  fun  des  points  générateurs , après 
avoir  été  cn-deçà  de  celui  qui  lui  correspond  sur  la  même  droite  par  rap- 
|H)rt  au  pôle , devra  enfm  passer  au-delà  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  par  un 
nioutemeut  continu , sans  qu'il  y ait  eu  une  position  intermédiaire  de  la 
droite  mobile,. pour  laquelle  les  deux  points  en  question  sc  trouvaient  néccs- 
s.airemcnt  conftudus  en  un  seul,  commun  à la  fois  aux  deux  courbes  pro- 
posées. 
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La  démonstration  cesserait  pourtant  d'être  applicable , si  les  deux  courbes 
ne  SC  croisaicut  pas  en  faisant  tm  angle  au  point  pris  pour  pôle  des  rayons 
vecteurs  ; mais  alors  les  deux  tangentes  en  ce  point  cesseraient  également  de 
(aire  un  angle  y et  par  conséquent  se  confondraient  en  une  seule  ] donc  les 
deux  courbes  se  toucheraient  au  point  commun  ; donc  elles  auraient  deux 
points  communs  confondus  en  un  setd  (*). 

Ainsi  deux  sections  coniques  quelconques , tracées  sur  un  plan , ont  tou- 
jours au  moins  un  point  de  concours  de  sécantes  conjuguées  communes  ^ et , 
s'il  arrivait  qu'elles  en  eussent  deux , elles  en  auraient  nécessairement  (36o) 
un  troisième , qui  serait  le  pôle  de  la  droite  qui  contient  les  deux  autres. 

Construction  des  sécantes  conjuguées  communes  dont  le  point  de 
concours  est  donné. 

3’j3.  Voyons  maintenant  comment , étant  donné  un  tel  point,  on  peut 
construire  les  deux  sécantes  conjuguées  communes  qui  lui  appartiennent^ 
et , pour  cela , remarquons  d'abord  que  la  section  conique  des  réciproques 
d'une  droite  donnée  sur  le  plan  de  deux  autres  sections  coniques , dégénère 
elle-même  en  deux  droites  (88) , quand  la  directrice  passe  par  l'un  des  points 
de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes , dont  Tune , qui  se  confond 
avec  la  polaire  de  ce  point , commune  aux  courbes  proposées , rcnicrme  les 
deux  points  analogues  au  premier,  et  dont  fautre,  au  contraire,  passe  par  le 
point  dont  il  s'agit , et  forme  avec  la  directrice  et  les  deux  sécantes  conjuguées 
correspondantes  un  faisceau  de  quatre  droites  harmoniques  (**). 

Il  suit  de  là  que,  quand  on  point  de  concours  de  sécantes  conjuguées  com- 
munes est  donné , on  peut  très-facilement , et  en  ne  faisant  usage  que  d'une 
simple  règle , trouver  deux  systèmes  de  deux  droites  qui  forment , avec  les 


(*)  Ces  raifonnemens  s’appliquent  éTidemment  à deux  courbes  quelconques , dont  l’u&e 
est  fermée  ou  susceptible  d'étre  mise  eu  projection  suirant  une  courbe  fermée.  L’on  peut 
même  démontrer,  en  suivant  cette  marche,  qu’en  général,  pour  deux  pareilles  courbes,  le 
nombre  de  points  communs  réels  est  nécessairement  toujours  pair.  Eii£n  on  prouverait 
encore,  k l'aide  de  la  loi  de  continuité,  qu’il  n’y  a que  les  courbes  de  degré  pair  qui  soient 
suKeplibles  d'étre  lèrmées  ou  d’étre  projetées  suivant  des  courbes  fermées.  *' 

(*'*)  Ccci  so  rapporte  spécialement  au  troisième  cas  indiqué  art.  88,  attendu  que  dans 
les  autres,  les  fécantes  communes,  relatives  aux  points  que  l’on  considère,  sont  im- 
possibles. 
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sécantes  en  question,  deux  faisceaux  de  quatre  droites  harmoniques.  Il  ne 
s'agit  donc  plus  que  de  savoir  comment , ces  deux  systèmes  étant  connus , on 
pourra  déterminer  les  deux  sécantes  communes  correspondantes^  question 
qui  revient  évidemment  (i4) , en  coupant  toutes  ces  droites  par  une  trans- 
versale arbitraire , à la  suivante  : 

374*  Trouver^  sur  une  droite  indéfinie ^ deux  points  P et  M (Fig,  a8), 
gui  divisent  à la  fois  harmoniquement  les  distances  FU , Fü.'Jbrmécs  par 
deux  autres  systèmes  de  deux  points  donnés  sur  cette  même  droite. 

Par  les  deux  points  F et  U , qui  correspondent  à la  plus  grande  des  deux 
distances , on  fera  passer , à volonté , une  circonférence  de  cercle , à laquelle 
ou  mènera  les  deux  tangentes  UL,  FL  en  ces  points  j on  joindra  ensuite  le 
point  d'intersection  L de  ces  tangentes  avec  les  deux  autres  points  donnés 
F'  et  H',  par  les  droites  LF,  LIP,  lesquels  iront  rencontrer  respectivement  la  cir- 
conférence aux  quatre  points  D et  C , A et  D,  tels  qu'en  les  joignant  deitx  à dtnix, 
dans  un  autre  ordre , par  de  nouvelles  droites , les  tmes  iront  concourir  au 
point  M,  les  autres  au  point  P demandés  (186).  Les  points  M et  P,  ainsi  trouves, 
appartenant  respectivement  aux  sécantes  conjuguées  commîmes  qu'on  chcrcj^c  , 
on  aura  ces  sécantes  elles-mêmes , en  joignant  les  deux  points  dont  il  s'agit 
avec  celui  où  elles  doivent  concourir  et  qui , par  hypothèse , est  donné. 

375.  Cette  construction  n'est  applicable  qu'autant  que  les  deux  distances  FO , 
FO'  se  trouvent  comprises  l'une  dans  l'autre  ÿ cependant  on  peut  prouver  que 
les  deux  points  P et  M , et  par  suite  les  deux  sécantes  conjugées  communes  qui 
leur  correspondent , sont  encore  réels  quand  ces  distances  sont  tout-à-foit  ex- 
térieures entre  eUcs;  il  est  évident,  en  effet,  que,  dans  ce  cas,  le  faisceau  des 
quatre  drmtcs  convergentes , qui  renferment  (373)  les  extrémités  de  ces  distan- 
ces, poomit  encore  être  coupé,  par  une  transversale,  de  fa(on  que  les  distances 
qui  correspondent  aux  deux  premières  soient  renfermées  l'une  dans  l'autre , 
comme  dans  le  cas  qui  précède  ; c'est-à-dire  que  la  constniction  demeurera 
applicable  toutes  les  fob  que  les  angles , fbimés  respectivemeut  par  les  deux 
systèmes  de  droites  trouvées , ne  sc  croiseront  pas  entre  eux , en  se  super- 
posant en  partie. 

Dw  le  cas  contraire , ta  construction  sera  tont-à-fait  impossible , et  les  deux 
s<!c^cs  commîmes  seront  par  conséquent  imaginaires.  En  effet,  la  distance 
Fil'  couvrira  nécessairement  une  partie  de  FH , quelle  que  soit  la  tiansversale 
qu'on  ait  choisie  ^ l'im  des  poiuts  F,  U'  sera  donc  au  dehors  du  cercle  décrit 
sur  FU , et  l’autre  au  dedans  ; Puu  des  systèmes  de  poiuts  correspondans  fi  et  C , 
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A’et  D sera'  imaginaire  et  rauiic  réel 5 ce  qui  exige,  de  toute  nécessité,  que 
les  points  P et  M soient  eux- mêmes  imaginaires,  sans  quoi  les  droites  AB, 
AC , etc.  qui  les  donnent  devraient  être  réelles , ce  qui  est  absurde. 

La  même  conséquence  ne  saurait  plus  avoir  lieu  quand  les  points  F'  et  U*  sont  k 
la  fois  extérieurs  au  cercle  auxiliaire,  parce  que  alors  les  quatre  points  A, 
B , C , D dcvicmient  à la  fois  imaginaires , et  qu’on  ne  peut  plus  afllrmer , 
comme  dans  le  premier  cas , que  celles  qui  les  joignent  deux  & deux , et  qui 
donnent  les  points  P et  M , soient  réellement  impossibles. 

376.  Cette  discussion  n’est  pas  inutile  j elle  est  un  nouvel  exemple  de  ce 
qui  a été  avancé  à la  fui  de  la  [)rcmièrc  section  (137)  que,  par  cela  seul 
qu’une  constnietion  grapbitjuc  est  imjiossiblc,  on  ne  peut  pas  afiTotner  que 
l'objet  fuial  du  cette  construction  le  soit  également  ; U faut  que  l’on  puisse  don- 
ner des  raisons  manilestcs  pour  prononcer  sur  celte  imposiâbliilé , si  eUc  a 
Leu.  Au  reste,  on  aurait  pu  éviter  toute  espèce  de  difllcultés,  dans  le  cas  qui 
précède , en  ayant  reconrs  k une  solution  suflisamment  générale  du  problème. 

Supposons , en  effet , que  bd  et  FH  soient  les  distances  données  5 des  ex- 
trémités b cl  d de  la  plus  glande  des  deux , menons  deux  pau-cs  de  tangentes 
au  cercle,  de  rayon  arbitraire,  qui  passe  par  F et  II  ; en  joignant  deux  à deux , 
par  des  dioites , les  points  de  contact  qui  n'apparticnneiit  pas  k une  même 
pîûre  de  tangentes , ces  quatre  droites  viendront  évidemment  se  croiser  aux 
points  P et  .M  demandés  (186).  Cette  construction  a même  ravanlagc  de  s’ap- 
pUquer  au  cas  où  PoBe  des  distances  données  est  imaginaire , pourvu  qu’on 
connaisse  la  seclioa  conique  qui  en  renferme  les  extrémités  avec  la  droite  des 
deux  autres  points  donnés  : ces  derniers  jiouils  étant  nécessairement  alors  exté- 
rieurs à la  courbe,  on  voit,  de  plus,  que  la  solution  est  tou joi^ réelle  et 
poss'ililc. 

Nous  montrerons  bientôt  (38a)  comment  ou  peut  résoudre  le  problème  quand 
les  deux  distances  sont  à la  fo'is  imaginaires. 

Recherche  des  diamètres  conjugues  parallèles  des  sections  coniques , et 

construction  directe  des  points  de  concours  tics  sécantes  conjuguées 

communes^  quand  F un  d'entre  eux  est  donné. 

377.  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  revient  évidemment  à la 
suivante  : 

« Etant  doimés,  sur  nu  plan , deux  systèmes  de  deux  droites  conveigcanlcs 
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» eu  un  point  commun , déterminer  un  autre  système  de  deux  droites  telles 
* qu’en  menant  une  transversale  quelconque  parallèle  à Tune  d'elles , les  dis- 
> tances  intcrcepte'es  sur  cette  transversale  {>ar  cliaain  des  premiers  systèmes, 
» soient  divisées  en  parties  égales  au  point  de  leur  iutersccüon  commune  avec 
» l'autre.  > 

Or,  si  l'on  regarde  les  deux  grstèmes  de  droites  données  comme  deux 
sections  coniques  (iftf,  note),  cette  qucsüon  pourra  cire  envisagée  comme 
un  cas  particulier  de  cette  autre  beaucoup  plus  générale  : 

Trouver  les  diamètres  conjugués  parallèles  de  deux  sections  coniques 
tracées  sur  un  même  plan  P 

Cette  question  revient  ésidemment  à trouver , sur  le  plan  des  deux  courbes , 
deux  points  à l'infuii , teb  que  les  polaires  de  Pun  passent  réciproquement  par 
l'autre  : or  tous  les  points  k l’infini  d'un  plan  pouvant  être  censés  (107)  appartenir 
à une  même  droite,  on  voit  qu’il  s'agit,  cndéfmitive,  derecbereber  les  deux 
points  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  section  conique  lieu  de  scs  points 
rédproques  (370)  5 ce  qui  est  facile  (344)i  déterminant , k volonté , cinq 
points  de  cette  section  conique  avec  la  règle.  ' 

Présenté  ainsi , ce  problème  parait  exiger  la  règle  et  le  compas  réunis  ^ 
mais  nous  ferons  voir  plus  loin  (389 , note)  qu’en  se  servant  du  tracé  des  deux 
sections  coniques  proposées , la  construction  peut  être  remplacée  par  une  autre 
purement  linéaire,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  position  de  la  droite  donnée 
sur  le  plan  de  la  figure. 

378.  Quand  il  arrive  que  la  droite  donnée , d'ailleurs  quelconque , se  trouve 
avoir  même  pôle  dans  les  deux  courbes,  ou,  si  cette  droite  étant  k l'infini, 
les  courbes  ont  même  centre,  les  deux  points  cherchés  et  le  pôle  dont  il  s'agit 
doivent, '.par  là  même,  être  tels  (tg^  que  rhacun  d'eux  soit  le  pôle  de  la 
droite  qui  contient  les  deux  autres  ; donc  (363)  ils  se  confondent  nécessaire- 
ment avec  les  trois  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées,  communes 
aux  deux  courbes.  Dans  celte  circonsuincc , la  construction  ci-dessus  de  la 
réciproque  ne  donne  plus  évidemment  (igS)  qu'un  seul  point  du  son  péri- 
mètre ; c’est-à-dire  le  centre  commun  dont  il  s'agit,  ou  le  pôle  qui  le  rem- 
place. Enfin  cette  réciproque  cUe-même  dégénère  (88 , t cas)  en  deux  droites, 

quO  la  construction  précédente  laisse  ainsi  indéterminées  de  situation  sur  le 
plan  de  la  figure. 

La  qucsddn  proposée  ne  peut  donc  être  résolue,  dans  le  cas  particulier 
qui  nous  occupe , qu'en  la  ramciiam  à la  suivante , dont  l'énoncé  rentre  évi- 
demment dans  celui  du  problème  déjà  exposé  d-dessus  (871): 
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379.  Etant  donnés  F un  des  trois  points  de  concours  des  sécantes  eon~ 
juguées  communes  à deux  sections  coniques,  et  par  conséquent  aussi 
la  droite  qui  renferme  les  deux  autres  et  qui  est  la  polaire  commune 
du  premier  par  rapport  aux  deux  courbes , construire  directement  ces 
deux  autres  points  F 

D est  facile  de  voir  que  cette  question  n’est  que  du  second  degré , et  doit 
pat  conséquent  pouvoir  se  résoudre  avec  la  règle  et  le  compas.  En  effet , si 
l'on  consünit,  comme  dans  le  cas  général  de  Part.  871 , les  deux  sections 
coniques  réciproques  à deux  droites  quelconques  du  plan  de  la  figure , elles 
devront,  d'après  ce  qui  a été  dit  au  même  endroit,  passer  k la  fois  par  le 
point  donné  et  par  celui  qui  est  le  réciproque  du  point  cummun  à la  fois 
aux  deux  directrices  ; donc  on  connaîtra , k l'avance , une  de  leurs  cordes 
communes  et  la  direction  de  la  sécante  qui  lui  est  conjuguée  ; au  moyen  de 
quoi  il  sera  facile  (344)  construire  les  deux  points  cherches  rpii  se  trouvent  à 
l'intersection  commune  de  cette  sécante  et  des  deux  réciproques. 

Celle  construction  exige  le  tracé  d'un  grand  nombre  de  lignes  auxiliaires , 
mais  on  peut  lui  en  substituer  d'autres  qui,  quoique  moins  générales,  sont 
beaucoup  plus  dinxtes  cl  plus  simples  : or  nous  ne  devons  pas  oublier  que 
otre  but  véritable  est  (369)  d'examiner  les  différens  cas  d'impossibilité  du 
problème  qui  consiste  à rechercher  les  sécantes  communes  au  système 
de  deux  sections  coniques  données  sur  un  plan  ; problème  dont  la  solution 
complète  et  générale  se  trouve , il  est  vrai , déjà  reufermée  dans  ce  qui  précède, 
mais  n'éclaire  pas  suflisamment  Tobjet  de  la  disaission. 

En  effet , nous  avons  bien  fait  voir,  art.  37a  , «pie  deux  sections  coniques , 
tracées  sur  un  plan , ont  toujours  au  moins  un  point  de  concours  de  sécautes 
conjuguées  communes  j nous  avons  même  donné  (373  et  suiv.)  les  moj'ens  de 
construire^  dans  tous  les  cas,  les 'sécantes  communes  qui  appartiennent  à un 
tel  pomt  ; mais  il  nous  reste  k rechcrclicr  dans  quelles  rireonstanccs  les  deux 
antres  points  de  concours  semblables  subsistent  aussi  bien  que  les  sécantes  qui 
leur  correspondent  respectivement  : or  la  première  de  ces  questions  retient 
précisément  k celle  qui  a été  posée  ci-dessus,  en  regardant  comme  donné  celui 
des  trois  points  qui  est  nécessairement  réel  dans  tous  les  cas.  Cela  posé , voyons 
donc  comment , au  moyen  de  celui-là , on  poiura  déterminer  directement  les 
deux  autres. 

380.  Supposons  iTaboid  que  le  point  dont  il  s'agit  soit  extéiieur  à la  fois  aux 
deux  sections  coniques  proposées,  il  est  évideut  que  sa  jtoLtirc  rencontrera 
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en  meme  temps  les  deux  conrbes;  la  question  reviendra  donc  (36i)  à trou- 
ver, sur  la  direction  de  .cette  polaire,  les  deux  points  qui  divisent  â.la  fois 
harmoniquement  les  deux  cordes  qui  lui  correspondent  ; problème  qui  peut 
être  résolu  par  l’un  des  moyens  d-dessus  indiqués  (874,  875  et  876),  et  qui 
est  toujours  possible  (3'jS) , sauf  le  cas  particulier  où  les  deux  cordes  se  su- 
pcqtosent  en  partie  j circonstance  qui  n’a  lieu  évidemment  que  pour  le  cas  où 
les  deux  courbes  se  coupent  en  deux  points  seulement ^ puisque  d'ailleurs, 
lorsqu’elles  se  coupent  en  quatre,  les  deux  pomts  cherchés  sont  nécessaire- 
ment réels  en  même  temps  que  le  point  donne  (359). 

Ainsi  les  trens  points  de  conconrs  des  sécantes  conjuguées  commîmes  sont 
nécessairement  réels  quand , l'un  d'eux  étant  à la  fois  extérieur  aux  deux  sec- 
tions coniques  proposées , il  arrive  que  ces  courbes  ont , ou  quatre  points 
d'intersection  réels,  ou  sont  endèrement  extcrieiuvs , ou  sont  renfermées  Time 
dans  fautre. 

Dans  tous  ces  cas , la  construedon  pourra  s'exéaiter  avec  la  règle  seulement , 
pourvu  que , dans  la  coiutrucdon  générale  (376)  rappelée  ci-dessus , on  subs- 
dtue , au  cerde  auxiliaire  dont  on  s’est  servi  pour  déterminer  les  deux  pomts 
cherchés,  l'une  ou  Fautre  des  secdons  coniques  qu'on  suppose  données  et  dé- 
crites sur  le  plan  de  la  figure.  Si  clics  n’étaient  données  que  par  certaines 
cbndidons,  la  soludon  cesserait  évidemment  d'être  linéaire,  et  exigerait  au 
moins  (344)  tracé  d’un  cerde  auxiliaire , comme  dans  le  cas  général. 

38 1.  Supposons  maintenant  que  le  point  donné  soit  seulement  extérieur  à 
l'une  des  courbes  proposées , mais  intérieur  à l’autre  ; alors  la  polaire  com- 
mune de  ce  point  cessera  de  rencontrer  à la  fois  les  deux  courbes , et  n’en  ren- 
contrera qu’une  seule  ; Fnne  des  cordes  correspondantes  deviendra  par  con- 
séquent imaginaire. 

Dans  ce  cas,  en  appliquant  ê la  secdon  conique  qui  détermine  cette  corde 
la  construction  indiquée  art.  876,  on  obdendra  évidemment  toujours  deux 
points  réels,  sans  employer  autre  chose  que  la  règle,  quand  la  secdon  co- 
nique dont  il  s’agit  sera  endèrement  décrite  sur  le  plan  de  la  dgiue.  On  peut 
aussi  mener,  du  point  donné,  deux  tangentes  ù la  secdon  conique  pour  laquelle  il 
est  extérieur  ; elles  iront  déterminer , sur  rature , quatre  points  qui , ét.mt  joints 
deux  à deux  ]>ar  de  nouvelles  droites , donneront  lieu  à un  qtiadrilatère  ins- 
crit , dont  les  poûits  de  concours  des  côtés  opposés  seront  (363)  les  deux  points 
demandés. 

Cette  conséquence  résulte,  en  elTet,  de  la  théorie  des  pôles,  pour  le  cas 
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ci-dcssus  où  le  point  donne  est  à la  fois  extérieur  aux  deux  courbes,  et  où 
ces  courbes  sont  comprises  l'une  dans  fautre^  car  alors  les  cordes  re'elles, 
interceptées  par  la  polaire  de  ce  point , sont  divisées  à la  fois  harmoniquement 
(i55  et  186}  pr  les  deux  points  trouves  5 donc,  en  vertu  de  la  loi  de  conti- 
nuité , il  en  doit  être  de  même  aussi  du  cas  qui  nous  occupe  où  l’une  des 
deux  cordes  devient  imaginaire. 

Ainsi  les  trois  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes  sont 
nécessairement  réels,  quand  l'un  de  ces  points  est  à la  fois  intérieur  à l'uno 
des  courbes  et  extérieur  à Pauire  } ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  évidemment  qu’au- 
tant  que  ces  deux  courbes  n'ont  aucun  point  commun  réel , puisque  les  sé- 
cantes communes  du  point  donné  sont  essentiellement  imaginaires. 

Cas  oà  le  point  de  concours  donné  est  à la  fois  intérieur  aux  deux 
sections  coniques , ou  leur  sert  de  centre  commun. 

38a.  11  nous  reste  à examiner  le  cas  où  le  pomt  donné  est  à la  fois  inté- 
rieur aux  deux  courbes  proposées , et  auquel  pr  conséquent  aucune  des  cons- 
tructions qui  précèdent  ne  peuvent  être  applicables , puisque  les  cordes  qui 
correspndent  à la  polaire  commune  de  ce  point  sont  à la  fois  imaginaires. 
Mais  alors  on  peut  construire  facilement  deux  cercles  auxiliaires  qui  aient  res- 
pectivement cette  polaire  pour  sécante  idéale  commune  avec  les  sections  co- 
niques proposées  j car  tout  consistera  à rechercher  (54)  les  coides  idéales 
communes  relatives  k celle  sécante  ^ au  moyeu  de  quoi  on  aura , de  suite , 
les  deux  cercles.  Cek  pos»': , ay  aiit  cherché  la  sécante  commune  ordinaire  de 
ces  cercles , elle  ira  rencontrer  la  plaire  ci-dessus  en  un  point  qu’on  prendra 
pour  le  centre  d'un  cercle  orthogonal  aux  proposés , dont  la  circonférence , 
toujours  possible , renfermera  évidemment  (79  et  38o)  les  deux  points  réeb 
demandés  (*). 


(*}  L«  umitruction  derient  trùs-aimple  quand  on  rompUco  les  cercles  auxiliaires  par  les 
points  Limites  (^6)  des  suites  qui  lus  renferment  y eneOety  pour  ces  points  y les  hyperboles 
supplcmentftiresy  qui  appartiennent  respectivement  aux  deux  cordes  idéales  trouvées  (54)  f 
se  réduisent  à des  systèmes  de  droites  rectangulaires;  décrivant  donc  des  cercles  sur  cos 
cordes  y comme  diamètres  y Us  rencontreront  les  perpendiculaires  élevées  sur  leurs  milieux 
respectifs  aux  points  limites  demandés;  quant  au  cercle  orthogonal  qui  renferme  les  points 
cherchés  y U sera  facile  à construire,  puisqu'il  doit  avoir  son  centre  sur  la  polaire  donnée 
et  passer  par  les  deux  points  limites  trouvés. 
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Mais  on  peut  atisâ , dans  le  cas  actuel , opérer  directement  sur  les  courbes 
proposées. 

En  clTet , si  ces  deux  courbes  ont  des  points  communs , ces  points  doivent 
évidemment  cU-e  au  nombre  de  quatre  j car  les  seyantes  conjuguées  com- 
munes qui  passent  par  le  point  donné  sont  nécessairement  réelles  et  possibles  j 
donc  les  doux  derniers  points  chcrcliés  le  seront  alors  également,  et  pourront  se 
déterminer  à priori  cl  d'une  manière  très-simple,  au  moyen  du  tracé  des 
deux  courbes. 

Dans  le  cas  contraire,  les  deux  courbes  seront  nécessairement  intérieures 
l’une  à l’autre  (Fig.  5o) ; et  alors,  si  l’on  conçoit  (63)  une  nouvelle  section 
conique  qui  ait  avec  l'une  d'elles , celle  intérieure  par  exemple , la  jxtlairc  MK 
du  point  donné  L pour  sécante  commune  de  contact  idéal,  cl  par  suite  ce 
point  pour  concours  idéal  des  tangentes  communes,  il  est  évident,  d’après 
la  tbéoric  des  pôles,  qu’il  existera  (3aa),  sur  la  sécante  de  couuict  dont  il 
s’agit,  une  inimité  de  systèmes  de  deux  po'uits  qui , avec  le  point  donné , seront 
tels , que  l’un  quelconque  d'entre  eux  sera  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres , par  rapport  aux  sections  coniques  qui  otU  un  double  contact } 
doue  le  système  des  points,  K et  M,  qu’on  clierche  dc\  ra  être  commun  à la 
fo'is  à la  nouvelle  section  conique  cl  h la  sccllou  conique  extérieure  proposée  ; 
c’cst-ii-dli-e  (363)  que  les  points  L , M , K seront , pour  celles-ci , des  points 
de  concours  de  sécantes  conjuguées  communes. 

Tout  consiste  donc  à déterminer  la  section  conicpic  auxiliaire,  de  façon 
que , sans  la  tracer,  on  poisM  aisément  obtenir'  les  trois  points  L , M,  K epti 
lui  sont  relatifs  ainsi  qu'à  là  section  com'que  extérieure  ABCO. 

.A  cet  clfel,  on  se  donnera , à volonté,  un  point  A de  la  sccü'on  conique 
extérieure  pour  y fitiie  |ieaier  la  nouvelle  section  conique;  la  droite  AL,  con- 
duite par  ce  point  et  par  le  poh.t  L déjà  dorme , sera  évidemment  une  sé- 
cante commime  à ces  courbes , lacprcllc  ira  déterminer,  sur  celle  epri  est  donnée, 
rm  rrouveau  point  commun  C.  D’im  autre  côté,  d’après  ce  qui  précède,  la 
polaire  MK  du  point  L doit  (36o)  reiifeimcr  les  deux  centres  d'iromolugie , 
ou  points  de  concours  P,  Q des  tangentes  communes  aux  mêmes  courbes , 
conjrtgués  (aga)  à la  sécante  AC  dont  il  s’agit;  si  donc  on  connaissait  rm 
autre  point  quelconque  X de  la  section  conique  auxiliaire  et  la  tangente  XY 
en  ce  point , on  pourrait  déterminer  immcdiatcrneiit  les  centres  d'bomologie 
P et  Q (3i4  iîem.),  et  par  suite  le  quadrilatère  formé  par  ■rinlcrscclion  des 
tangentes  communes  correspondantes,  dont  les  diagonales  doivent  d'ailleurs 
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renfermer  (36o)  les  deux  points  clierclics.  Or  cette  section  conique  doit  avoir 
un  double  contact  avec  la  section  conique  intérieure  suivant  MK,  c’est-à-dire 
qu’elle  doit  avoir,  avec  elle , le  point  donné  L et  sa  polaire  MK  pour  centre  et 
axe  d'homologie  conjugués  (Saa);  de  plus,  on  connaît  le  point  A de  son 
périmètre  5 donc  enfin  il  sera  facile  (3oa)  d’en  obtenir  un  autre  quelconque  X 
et  la  tangente  XY  qui  lui  correspond , le  tout  sans  employer  autre  chose  que 
la  règle. 

383.  Le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  a Part,  379  se  trouve 
donc  .linsi  complètement  résolu,  par  des  méthodes  qui  nous  paraissent  éga- 
lement simples , et  il  en  résulte  qu'ü  n'y  a qu’im  seul  cas  où  deux  des  trois 
points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes  à deux  sections  co- 
niques soient  imaginaires  : c’est  celui  (38o)  où  ces  courbes  ont  deux  points 
d'intersection  réels , et  n’en  ont  que  deux  ; chose  que  l'on  connaissait  déjà , 
d’après  le  cas  particulier  du  cercle  (76). 

On  remarquera , d'ailleurs , que  la  plupart  des  constructions  qui  précèdent 
deviennent  é\-identes,  dans  le  cas  où  la  polaire  MK  du  point  donné  est  à 
l'infini , et  où  par  conséquent  (363)  ce  point  lui-même  est  le  centre  commun 
des  deux  courbes  j or  cette  ésidence  peut  sers'ir  à justifier  les  constructions 
dont  il  s’agit  d'une  manière  entièrement  directe , en  supposant  qu’on  ait  mis 
les  courbes  proposées  en  projection , sur  un  nouveau  plan , de  façon  que  la 
polaire  du  point  donné  passe  à l'infini. 

n en  résulte  aus»  que , quand  deux  sections  coniques  tracées  sur  un  même 
plan  sont  concentriques,  on  peut  détermùicr  de  suite,  et  par  de  simples  in- 
tersections de  lignes  droites,  soit  les  points  où  concourent  deux  à deux  les 
sécantes  conjuguées  communes , dont  un  est  donné  à l’avance , et  par  suite 
CCS  sécantes  elles-mêmes  (373),  soit  (39a)  les  tangentes  communes,  ou  au 
moins  leurs  points  de  concours,  quand  ces  tangentes  cessent  d'exbter. 

Construction  générale  des  sécantes  et  des  tangentes  communes  au  système 
de  deux  sections  coniques;  récapitulation  des  cas  de  possibilité  et 
d impossibilité  du  problème , et  de  ceux  ou  il  s'abaisse  au  second  degré. 

384.  Pour  en  revenir  maintenant  à l’objet  du  problème  général  que  nous 
nous  étions  proposé,  et  qui  consiste  (869)  à déterminer  le  système  complet 
des  sécantes  commîmes  à deux  sections  coniques  données  sur  un  plan , nous 
ferons  obsen'er  que , d'après  tout  ce  qui  en  a été  dit  dans  ce  qui  précède , 
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il  no  doit  plus  guères  être  question  que  de  discuter  les  dilTérens  cas  que  peut 
pëscnter  ce  problème,  et  le  nombre  des  solutions  dont  il  est  susceptible  j or 
cet  objet  SC  trouve  d«5jà  rempli  par  les  art.  35g,  364  et  *mv. , sauf  pour 
un  seul  cas,  qui  nous  a semblé  mériter  exception  i cause  des  doutes  qu'il  a 
pu  laisser  : c'est  celui  où  les  deux  sections  coniques  sont  intérieures  Pmic  à 
l'autre  (36g). 

Considérons  donc  le  t^cme  de  deux  coniques  ainri  disposées  sur  un  pLin  ; 
et  proposons-nous  de  rechercher  si  elles  ont  véritablement  deux  sécantes  idéa- 
les communes , ainsi  que  cela  a été  annoncé  i Pendroit  dté. 

D'abôrd  il  résulte  de  ce  qui  précède  (33a)  que  les  deux  courbes  ont  alors 
nécessairement  trois  points  de  concours  réeb  K,  L,  M (Fig.  5i)  de  sécantes 
conjuguées  communes , dont  deux  extérieurs  et  Pautre  intérieur  à la  fois  à ces 
combes.  Or,  pour  trouver  les  deux  sécantes  communes  qiû  correspondent  à 
Ptm  quelconque  de  ces  pomu,  â M par  exemple,  il  faudra  (373)  chercher 
deux  ^'stèmes  de  deux  droites  passant  par  ce  point,  qui,  avec  les  sécantes 
dont  il  s'agit , forment  séparément  deux  faisceaux  de  quatre  droites  harmoni- 
ques; mais  le  système  des  droites  MK  et  ML  est  déjà  dan»  ce  car  (36i)  ; dpnc  il 
ne  s'agit  pins  que  de  trouver  un  antre  lystème  de  droites  pareilles. 

Cela  posé , à Pou  preüd , â volonté , im  quatrième  point  P pour  y (iiire 
passer  Pune  des  droites  cherchées,  dont  la  direction  est  toujours  arbitraire; 
qu'on  détermine  ensuite  le  réciproque  P*  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
courbes,  c’est-à-dire  (8a)  le  concours  des  polaires  qui  lui  correspondent,  MP' 
sera  la  droite  conjuguée  ou  la  rédproque  (378)  de  'MP  ; de  telle  sorte  que , si 
Pangle  PMP  est  compris  dans  celui  des  deux  autres  droites  MK,  ML,  ou  ren- 
ferme entièrement  cet  angle,  il  sera  très -facile  d'obtenir  les  deux  sécantes 
communes  qui  passent  par  le  sommet  M de  ces  angles,  IcsqiieUcs  existeront  tou- 
jours (375)  dans  Phypothèse  dont  il  s'agit , et  seront  imaginaires  dans  l’hj'po- 
thèse  oontrare. 

Maintenant , si  Pon  joint  pareillement , au  moyen  de  lignes  droites , les  points 
Pet  P avec  chacun  des  deux  autres  points,  K et  L,  de  concours  des  sécantes 
communes , on  obtiendra  évidemment  à la  fois  les  systèmes  de  droites  récipro- 
ques qui  sont  relaté  à ces  points;  or  je  dis  que,  dans  le  cas  actuel  où  Pon 
suppose  les  sections  coniques  intérieures  Pune  à Pautre , il  existe  toujours  un 
des  points  K,  L,  M qui  remplit  la  condition  ci-dessus  pftscrite  ,'ou  qui  répond 
à deux  sécantes  communes  non  imaginaires.  En  effet , si.Pon  suppose  que  l'on 
ait  pris  le  point  arbitraire  P dans  l'intérieur  du  triangle  KLM , il  est  évident 
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qiic  soa  léciproquc  P*  Sera  nécessairement  au  dehors  de  ce  meme  triangle, 
piiisqn'aulremcnt  les  sécantes  communes  seraient,  toutes  six,  constructildes , 
selon  ce  «pii  précède  ; ce  qui  est  absurde  (35f))  qumid  les  courbes  n’ont , comme 
on  le  suppose , aucun  point  commun.  D’un  autre  côté , on  voit  «pie  ncccsssû- 
rcmciu  l’une  «les  droites  PT(,  FL,  FM,  qui  joignent  ce  point  aux  sommets  dn 
triangle,  mais  seulement  une  de  ces  droites,  traversera  la  surface  de  cé  triangle, 
de  sorte  cpie  Panglc  qu’elle  formera  avec  sa  réciproque  sera  compris  entièrement 
#tjn«  l'angle  des  côtés  correspondans  ^ donc  il  existera  réeilemcnt  un  ^sterne 
de  sécantes  conjuguées  commîmes,  mais  il  n’en  existera  cpi'nn  seul  de  cette 
sorte , dont  les  sécantes  seront  néc«..5airement  uléalm , comme  il  s’agissait  de  le 
dciuontrcr. 

Cette  démonstration  s’applifpicrait  évidemment,  mot  à mot,  an  cas  où  les 
deux  courlxs  proposée^  seraient  entièrement  extérieures  y puistpi’alors  elles 
auraient  également  (383)  trois  points  de  concours  récb  de  sécantes  conju- 
guées communes  ^ niusi  Ton  est  dispensé  'd’avoir  recours  i la  considératk)& 
des  tangcmies  communes,  comme  ou  Ta  Rdt  (3€5)  pour  démontrer,  dans  ce  cas, 
l'cxislencc  des  *dcux  axes  d'hoinulogie. 

385.  Quand  une  fois  l’on  a trouvé  les  div3S  ^èmes  de  sécantes  ébnjn- 
guées  (Ximmunes  ou  d’axes  d’homologie  <pn  appartiennent  à deux'  sections 
conicpics,  on  en  déduit,  sans  peine  (apa),  les  pomts  do  concours  ctmjugnés 
des  tangentes  communes  et  ce*  tangente*  ellts-mèmes  (*)  ) ainsi  nous  avons 
complètement  résolu  ce  problème  difBdle  : 

Trouver  les  sécantes  èt  tangentes  communes.au  système  de  deux  sec- 
tions coniques  données  sur  un  plan  P 

Concluons  ausn  de  tout  ce  qui  précède  «pic 

Deux  sections  coniques  quelconques , tracées  sur  un  plan , ont  en  géné- 
ral^ ou  six  sécantes  communes  réelles  ^ ou  deux  sécantes  communes  dont 
une  idéale  et  t autre  réelle , ou  enfin  deux  sécantes  communes  idéales. 

Dans  le  premier  cas , les  deux  courbes  ont  quatre  tangentes  et  «piatrc  points 
communs  réels,  et  par  consétpient  snc  centres  d'homologie  véritable  (368). 

Dans  le  second,  dles  ont  deux  points  communs  réels  et  deux  imaginaires, 
avec’  deux  tangentes  communes  et  deux  centres  d’homologie  conjugués  aux 

(♦>  On  pourrait  igalsatant  obtanir  en*  tugeates,  ou  <u>  moins  laars  point*  én  contact 
avec  l’une  de*  deux  ccmrbee,  en  recheTcbanl  le*  point*  d'inleraecüon  do  cette  courbe  et  de 
celle  qui  est  I*  polaire  rédproqiM  de  l’autre  (a3i),  par  rapport  k 1a  premUre,  prise  p«»r 
directrice. 
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dcur  sécantes  ^ dont  Tun  réel  et  Tautre  idéal  j dans  le  même  cas , im  seul  des 
points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  commones  subsiste , les  deux  autres 
sont  devenus  imagmaires. 

Enlin  dans  le  troisième  cas , les  quatre  points  d'intersection  des  deux  courbes 
sont  imaginaires  J et  quoiqu'elles  n'aient  plus  que  deux  sécantes  communes  idéa- 
les, elles  n'en  conservent  pas  moins,  comme  dans  le  premier  cas,  trois  points 
de  concours  de  sécantes  conjuguées  communes  ; mais  alors  deux  de  ces  points 
de  concours  appardennent  à des  sécantes  communes  imaginaires.  Si , en  outre , 
les  deux  courbes  sont  totalement  extérieures , les  quatre  tangentes  commîmes 
et  les  six  centres  d'homologie  subsistent  ; mab , de  ces  âx  centres , il  y en  a 
quatre  dont  Thomologie  n'est  qu'idéale  ou  imaginatre  (368)  ; au  contraire , si 
l'une  des*  courbes  est  comprise  dans  l'autre , les  quatre  tangentes  communes 
et  les  quatre  derniers  centres  d'homologie  sont  à la  fob  imaginaires,  mab  les 
deux  autres  centres  d'homologie  subsbtent. 

386.  Le  mode  de  construction , auquel  nous  sommes  parvenus  dans  La  so- 
lution du  problème  général  d-dessus , a cela  de  remarquable , qu'il  revient 
à ce  que  l'on  a coutume  d'appeler , en  Algèbre , la  réduction  des  équations 
du  quatrième  degré  è celles  du  sbdème , résolubles  au  moyen  de  celles  du 
second  et  du  troiâème  degré  } et  l’on  aura  sans  doute  aperçu  que  ces  mêmes 
constructions  s'appliqueraient  très-bien  an  cas  où  les  sections  coniques  ne  se- 
raient pas  décrites , mab  données  seulement  par  certaines  conditions  (338  et 
suiv.)  ; ce  qui  doit  s'entendre  également  de  toutes  les  solgtions  de  problèmes 
qu'on  a données  jusqu'ici  ou  qu'on  pourra  donpcr  par  la  suite. 

n résulte  aussi,  tant  de  ces  constructions  que  de  celles  qui  font  le  sujet 
du  précédent  chapitre , que  la  recherche  des  sécantes  et  tangentes , communes 
au  tyslème  de  deux  scctious  coniques  données  sur  un  plan , se  réduit  sim- 
plement à un  problème  du  second  degré , qui  peut  se  résoudre  par  con- 
séquent, avec  la  règle  et  le  compas  quand  les  courbes  ne  sont  pas  décrites, 
ou  simplement  avec  la  règle  quand  l'une  d’elles  ou  toutes  deux  sont  tracées , 
toutes  les  Ibb  qu'on  a soit  une  sécante  commune,  ou  seulement  un  point 
de  ccuc  sécante  (aSi  et  a^a),  soit  un  centre  d'homologie,  ou  seulement 
une  droite  passant  par  ce  centre,  soit  enfin  un  point  de  concours  de  sé- 
cantes conjuguées  communes  aux  deux  courbes;  ciqpnstances  qui  arrivent, 
en  particulier  (3a8  et  383) , quand  les  deux  courbes  sont  s.  et  s.  p.  ou  con- 
centriques : nous  verrons,  pr  la  suite,  d’autres  circonstances  également  gé- 
nérales où  la  même  chose  a L'eu.  i 
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Enfin  l'on  voit  encore  que , si  deux  cercles  quelconques  étaient  décrits  sur 
un  plan , sans  qu'on  en  connût  le  centre , U sci-ah  possible , au  moyen  de  ce 
qui  pre'cède , de  determiner  graphiquement,  et  en  ne  faisant  usage  que  de  la 
règle  ou  de  simples  alignemens,  soit  les  points  limites  de  ces  cercles,  soit 
leurs  sécantes  commîmes , soit  enfin  leurs  centres  de  symétrie  ou  de  figure  ; 
au  moyen  de  quoi , on  aurait  tout  ce  qu'il  faut  (a55  et  353)  pour  résoudre 
linéairement  tous  les  problèmes  du  second  degré.  Or  cette  question,  lorsque 
les  cercles  n’ont  aucun  point  commun , ni  aucune  tangente  commune  poaibles , 
u'est  pas  aussi  simple  qu'on  pourrait  le  croire  au  premier  abord. 

Solution  du  dernier  des  problèmes  énoncés  art  3o5 , et  de  quelqttes  autres 
qui  s'f  rapportent  ,•  des  points  réciproques  dans  le  plan  d’un  ^tème 
de  sections  coniques  aya/U,  mêmes  sécantes  communes.  . 

387.  Sous  les  dilTérens  points  de  vue  qui  ^ienncnt  d'être  signalés,  la  ques- 
tion générale  de  fart.  385  comprend  implicitement  toutes  celles  de  l’art.  3o5  ; 
car  tout  retient,  en  définitive,  i déterminer  les_ centres  elles  axes  d’homologie 
de  deux  sections  coniques,  qui  sont  conjugués  à un  centre  ou  û un  axe 
d’homologie  supposé  donné.  U reste  d'ailleurs  à résoudre  (3o6)  celles  de  ces 
questions  qui  sont  relatives  au  cas  où  l’on  se  donne , soit  deux  centres , soit 
deux  axes  d'homologie  conjugués  des  deux  courbes  j or  la  solution  de  ces 
dernières  questions  résulte  immédiatement  et  très -simplement  des  principes 
qui  précèdent. 

^ effet , si , dans  le  premier  cas , les  tangentes  communes  qui  correspondent 
à l’un  des  centres  J'homologie  donnés  sont  possibles,  on  pourra  les  cons- 
truire au  moyen  de  l’une  des  deux  combes  ; et  alors  la  question  sera  ramenée 
à quelqu’une  de  celles  qui  ont  été  résolues  art.  3io  et  3ia. 

Dans  l’hypothèse  contraire , les  centres  d'homologie  étant  à la  fois  intérieurs 
aux  deux  combes  proposées,  on  pourra  déterminer,  sans  peine,  les  trois 
points  où  concourent  deux  ù deux  les  sécantes  conjuguées  communes;  car 
l’im  de  ces  points  sera  (36e)  le  pôle  de  la  droite  qui  renferme  les  deux  centres 
d'homologie  donnes , les  deux  autres  diviseront  à la  fois  Itarmonlquemcnt  (36i) 
la  distance  de  ces  centres  et  la  corde  interceptée , dons  la  section  conique  sup- 
posée décrite , par  la  direction  de  la  droite  qui  les  renferme  : appliquant  donc 
à cette  corde  et  à celte  distance  les  constructions  de  l’art.  876 , qui  alors  sont 
possibles  et  n'exigcnl  le  tracé  d'aucune  autre  combe  que  de  celle  qui  est  donnée  , 
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on  aura  obtenu  les  trob  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes, 
et,  par  suite  (36o),  les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  à la  Fois  aux 
deux  courbes^  au  moyen  de  quoi,  connaissant  une  ungente  ou  un  point 
de  la  courbe  non  décrite,  on  pourra  (193)  en  déduire,  sur-le-champ,  trob 
autres,  et  par  suite  (3 10  et  3 ta)  les  deux  axes  d'homologie  conjugués  dont 
dépend  la  construction  de  cette  même  courbe. 

38S.  Quant  au  cas  ou  Ton  sc  donne  deux  axes  d'homologie  conjugués  des 
deux  courbes,  sa  solution  générale  et  complète  dépend  du  théorème  suivant, 
qui  est  uncVonséqucnce  évidente  (laa , 137)  du  principe  établi,  art.  81,  pour 
• le  cercle  : 

Si  l’on  considère  T ensemble  des  polaires  qui  correspondeni  à un  point 
quelconque  du  plan  tV une  suite  de  sections  coniques  ayant  mêmes  sécantes 
communes , f'est-à-dire  ayant  quatre  points  réels  ou  imaginaires  com- 
muns , toutes  ces  polaires  iront  concourir  en  un  point  unique , qui  jouira 
réciproquement  de  la  meme  propriété  à l'égard  du  premier^  c'est-à- 
dire  qu’il  sera  son  réciproque  par  rapport  à toutes  les  'courbes  du  grs- 
tème. 

Or  de  Ut  résulte  iRunédiatement  la  solution  de  ce  nouveau  problème,  qui 
conduit  sans.peine  à celle  do  la  question  proposée  : ' 

389.  Dewc  sections  coniques  étant  données  à volonté  sur  un  plan^ 
décrire  une  autre  section  conique  qui  ait  mêmes  points  communs  avqc 
les  deux  premières^  ou  ^ plus  génér/tlemenl  ^ qui  ait  mêmes  sécantes  com- 
munes réelles  ou  idéales  et  passe ^ de  plus,  par  un  autre  point  donné, 
ou  touche  une  droite  quelconque  également  donnée  P 

D'abord  on  peut  facilement  trouver  la  tangente  au  point  donné  : en  effet , 
la  polaire  de  ce  point , pour  la  courbe  qui  y passe , se  confond  évidemment 
avec  cette  tangente  j mab , d'après  le  théorème  ci-dessus , cette  polaire  et 
celles  du  même  point  relatives  aux  courbes  données  doivent  concourir  toutes 
trob  au  point  qui  est  le  réciproque  du  premier  ; traçant  donc  ces  dernières , 
elles  détermineront,  par  leur  intersection  mutuelle,  un  point  qui  appar- 
tiendra k la  tangente  cherchée,  dont  la  direction  sera  ainsi  parfaitement 
connue. 

Si  l'on  avait , aù  contraire , la  tangcntcç,  on  déterminerait  le  point  où  elle 
touche  la  courbe  correspondante , en  recherchant , comme  à Fart.  877 , celui 
ou  plutôt  ceux  où  clic  est  rencontrée  par  la  section  conique  de  ses  récipro- 
ques , relative  aux  courbes  données  ; car , selon  ce  qui  précède , chacun  de 
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ces  points  pourra  être  pris  pour  le  point  de  contact  demande’.  Dans  ce  cas 
donc , le  problème  pourra  être  susceptible  de  deux  sokitkins  distinctes  (*). 

La  tangente  et  son  point  de  contact  étant  ainsi  connus , on  trouvera , sans 
pdnc , autant  d’autres  points  qu'on  voudra  de  la  courbe  demandée , en  n'cn>- 
ployant  que  la  règle. 

En  effet , AA'  (Fig.  5a)  e'tant  la  tangente  en  question , A son  point  de  con- 
tact, on  prendra,  à_ volonté,  un  point  T sur  sa  direction,  et  sa  polaire  pour 
la  courbe  cherchée  devTa  passer  par  A ; mais  cQe  doit  ausn  passer , d'après 
les  conditions  du  problème , par  le  pomt  T,  réciproque  de  T à l’égard  des 
sections  coniques  données , point  facile  i construire  au  moyen  des  polaires  qui 
correspondent  à ces  courbes  et  au  point  T j traçant  donc  AT,  ce  sera  la  po- 
laire ou  sécante  de  contact  du  point  T relativement  à la  section  conique 
cherchée.  ' 

Actuellement , pour  trouver  le  second  pobit  X , qui  appartient  à la  sécante 
de  contact  AT'  et  i la  courbe  cherchée , on  prendra  un  po'mt  quelconque 
B stn  la  direction  de  cette  droite  ; sa  polaire  devra , d'après  la  théorie  des 
pôles  (19^,  passer  par  T ; mais  elle  doit  aussi  passer  par  le  point  B'  réci- 
proque de  B et  qu’Û  est  facile  de  construire  ; traçant  donc  TB',  ce  sera  la 
polaire  de  B par  rapport  à la  courbe  cherchée.  • 

Le  point  B,  le  point  T et  le  point  E ou  TB'  rencontre  AB,  obtenus  comme 
fl. vient  d’être  expliqué,  étant  ésâdemmcnt  tcb  (196)  que  chacun  d’eux  est 
le  pôle  de  la  droite  qiu  joint  les  deux  autres,  par  rapport  à la  courbe  cherchée , 
il  s’ensuit  que  la  corde  de  contact  AX  desra  (194)  être  divisée  harmoniquement 
aux  points  trouvés  E et  B j U sera  donc  facile  d’obtenir  le  point  inconnu  X,  au 
moyen  des  trois  autres,  en  exécutant  (i55)  les  constructions  indiquées  sur  la 
ligure  ; de  plus , la  droite  TX  sera  en  même  temps  la  tangente  au  point  dont 
il  s’agit. 

Ainsi  on  obtiendra , par  ce  procédé , non-seulement  autant  de  points  qu’on 


(*)  Nous  sToaa  ofaserré,  i l’endroit  cité  (3t7),  que  les  deux  points  pouvaient  se  cons- 
truire linésirement,  au  moyen  de  deux  dea  courbes  données  qu’on  supposerait  décritea  ; et,  en 
effet,  ces  points  étant  réciproques,  ou  tela  (8a)  que  les  polaires  de  l’un  quelconque  d’entre 
eux,  par  rapport  aux  deux  courbes,  pessênt  par  l’autre,  doivent  évidemment  diviser  & la 
ibis  harmoniquement  *(  i ^4)  les  cordes  interceptées  par  ces  courbes  sur  la  distance  qui  les 
renièrme  5 or  ce  problème,  présenté  ainsi , a été  résolu  linéairement,  et  pour  les  divers  cas , 
aux  art.  38o,  38i  et  38a. 
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voudra  de  ta  courbe,  mais  encore  la  tangente  en  chacun  de  ces  points,  le 
tout  en  n'cmpIoyant  que  la  règle. 

3go.  Ces  diverses  amstructions  sont  d’ailleurs  immédiatement  appGcabla 
au  cas  où  les  sections  coniques  proposc'es  sont  remplacées,  soit  en  tout,  soit 
en  partie,  par  des  <^’stèmcs  de  deux  lignes  droites.  Dans  ce  dernier  cas,  les  quan-e 
points , réels  on  imaginaires,  par  lesqueb  doit  passer  (38g)  la  courbe  clierchéé , 
se  trouvant  définis  par  le  sj^stème  d'une  section  conique  et  de  deux  droites , 
b question  revient  immedbtement  à celle  qu’on  s'était  proposé  de  résoudre 
art.  388  j puisque  ces  droites  p>euvcnt  être  considérées  comme  des  sécantes , 
réelles  ou  idéales,  communes  à b courbe  incoimne  et  à la  courbe  donnée  , 
sclcm  que  les  points  communs -correspondans  sont  réels  ou  imaginaires.  Dans 
Tautre  cas , les  deux  sections  coniques  étant  remplacées  par  deux  ^sternes  de 
deux  droites , les  quatre  points  en  question  sont  nécessairement  réels  et  pbcés 
à nutersection  commune  de  ces  ^sternes  ; or  il  résulte  de  b , en  ire  autres , 
une  nouvelle  solution  (ao^  assez  simple  de  cet  intéressant  problème  : 

Cinq  points  d'une  section  conique  étant  donnés , mener  y avec  la  règle , 
la  tangente  en  F un  de  ces  points? 

Tout  se  réduit,  en  elTet,  à tracer  (Fig.  53)  deux  paires  de  droites  R\D 
et  RBC , SBA  et  SCD,  qui  renferment  à b fob  les  quatre  autres  points  donnés 
A,  B,  C,  D ; puis  à construire , pour  ces  paires  de  droites , les  polaires  (1 97)  RL 
et  SK  qui  correspondent  au  cinquième  point  donné  P ; car  elles  viàidi-ont  sc 
couper  au  point  1”  réciproque  de  P,  qui  sera  im  second  point  de  b tangente 
cherchée,  en  sorte  que  PP*  sera  cette  tangente  (*). 

Il  est  sans  doute  inutile  de  dire  que  b plupart  des  théorèmes  jusqu’ici  dé- 
montrés èt  de  ceux  qui  suivent  subsistent , de  même , quand  on  rempbee  les 
sections  coniques  par  des  ^tèmes  de  deux  droites , et  donnent  ainsi  lien  â 
un  grand  nombre  do  considérations  ausd  neuves  qu'intéressantes  : c'est  une 


(*}  U’aprit  ce  qui  a été  dit  (3&9,  note)  pour  le  ca*  général  où  les  paires  do  droites  don- 
nées sont  remplacées  par  dea  courbes , on  voit  que , si  c’était , au  contraire , U tangente  FP' 
f{ul  fût  connue,  on  obtiendrait,  de  tulle,  les  points  de  contact  correspondant  P et  P'  psr 
quelqu'un  des  procédés  décrits  srt.  3^4  et  suiv. , en  obserrtnt  que  ces  points  doivent  di- 
viser à ta  ibis  harmoniquement  les  distances  comprises  respectivement  sur  In  tangente  par 
chaque  paire  de  droites  données.  Une  autre  solution  de  ce  problème  se  trouve  implicitement 
raniérmée  dans  celle  que  nous  avons  donnée  du  problème  général  da  l’art.  34s  ■ b même 
problème  a aussi  été  résolu , par  M.  Brianclion , art.  4^  du  MimUrs  tur  kt  Ugite*  du  w- 
cand  ordrù. 
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remarque  qui  a été  laite  d’une  manière  generale,  art.  184  la  II‘.  section, 
et  que  noos  avons  déjà  eu  occasion  de  reproduire  dans  diverses  circonstances 
particulières;  c’est  poutquoi  nous  ne  croyons  pas  devoir  insister  davantage 
poiu  le  moment.  ' . 

Propriétés  des  diamètres  conjugués  parallèles  des  sections  coniques  qui 
ont  quatre  points  communs , réels  ou  imaginaires , sur  un  plan. 

39t.  La  théorie  des  points  réciproques,  dont  nous  avons  déjà  tiré  un  parti 
si  avantageux  dans  ce  qui  précède , conduit  à beaucoup  d'autres  conséquences 
également  remarquables. 

Supposons , par  exemple , que  , dans  Pénoncé  du  théorème  de  Part.  388 , 
Pun  des  pomts  réciproques  dont  il  y est  question  (>asse  à l'infini , on  arrivera 
directement  à ce  corollaire , dû  à M.  Lamé  (*) , et  qui  s'étend , d'une  ma- 
nière analogue , aux  surlàces  du  second  ordre  qui  ont  mêmes  points  ou  mêmes 
courbes  d'intersection  ; 

Lorsque  plusieurs  sections  coriiques  ont  quatre  points  communs , leurs 
diamètres^  conjugués  à des  diamètres  parallèles^  concourent  tous  en  un 
même  point. 

Or  de  là  on  conclut  immédiatement  cet  autre  corollaire  t 

Les  ' directions  des  diamètres  conjugués  parallèles , pour  deux  des 
sections  coniques  proposées , sont  en  même  temps  communes  à toutes  les 
autres. 

39a.  Mais,  parmi  toutes  ces  sections  coniques,  il  en  est  trois  qui  se  trou- 
vent réduites  aü  système  de  deux  lignes  droites  : savoir  les  trois  systèmes  de 
sécantes  conjuguées  communes  à toutes  les  courbes;  donc 

La  direction  des  diamètres  conjugués  parallèles  dun  ^sterne.  & seo~ 
fions  coniques  ayant  quatre  points  communs  y est  aussi  celle  des  dia- 
mètres conjugués  parallèles  (Syj)  des  trois  .systèmes  de  sécantes  conju- 
guées communes  à ' toutes  les  courbes  du  ^stème  ; c’est-à-dire  que^  si 
l’on  mènè , par  chacun  des  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées 
communes ^ux  droites  parallèles  à ces  diamètres,  cHes  formeront, 
avec  les  sécantes  communes  qui  lui  correspondent,  un  faisceau  de  quatre 
droites  harmoniques. 

■ 393.  Cette  liaison  remarquable  offre,  comme  on  voit,  un  nouveau  moyen 

(*)  Examen  det  diffirentee  métkodett  etc.  Ptris,  i8>8,  ptg-  34  et  *u>v.  ' 
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fort  ^ et  fort  simple  de  . dt)uver  le  système  des  diamètres  conium,A 
pwaUelcs  de  deiuc  st^üons  conitptes,  , quand  on  ^it  les  noi,  syS« 
^secMites  conjuguer  communes  qui  leur  appartiennent}  car,  en  menant 
pr  ron  quelconque  des  poinn.  de  concout,  de  ces  denuL  ^es  Tux 

droites  ^cles  aux  sécantes  communes  de  fun  des  deux  autT^  question 

semévidemment  ramenée  à ceUe(377)-delàtxait&  ’ ^ 

Cette  wluüon  montre,  en  outre,  que  les  diamètres  en  quesüon  ne  sont 
que  dans  le  seul  cas  où  les  quatre  pomts  commL  ne  som^L 

‘P“‘ldlatère  convexe}  dreonstaS 
lieu  évidemment  que  lorsque  les  deux  courbes  sont  â la  fois  des  hy- 

birGi’  P»  k .i™  pi 

394.  Quand,  des  deux  sections  coniques  que  l’on  considère  r,m„  . 

^ donnée  une  section  conique  çuelcorlque,  si  ton  trace,  à oio- 
parallèles  aux  droites  oui  divisent  n ’ seront 

par  suite , la  posmon  et  la  grandeur  de  ces  axes  m. v «-«™qne , et , 

làisant  passer  une  circonférence  de  cercle  nar  trois  I ^ 1 ^ ^ ’ 

la  quesü-on  serait  ramenée  i la  suivante  qufle  ““  “*  ’ 

de  ce  chapitre  • «e  » qui  se  ratuchc  immédiatement  au  sujet 

“ ^ «-ta’,  »,  .'»vvG; 

Soient  A , C , E (Kg.  54)  le,  po„,u  communs  aux  deux  courbes , B et  D 
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les  deux  derniers  pohiu  de  la  section  conique  ; traçons  les  droites  indéfinies  BC 
et  CD  et  celles  AR  et  DE  ^i  se  rencontrent  eu  I : d'après  la  propric'té  de  l'iiexa- 
gratnme  de  Pascal  (aoi),  tout  triangle  FKL  dont  les  cAtés  passeront  respeo- 
drement  par  les  trois  points  A,  E,  I,  et  dont  les  deux  sommets  K,  L appaiw 
tiendront  aux  droites  ou  directrices  indéfinies  CD  et  BC , aura  son  dernier  som- 
met F sur  la  section  conique  proposée.  Pareillement , si  Ton  prolonge  les  di- 
rectrices dont  il  s’agit  jusqu’à  leurs  rencontres  avec  le  cercle  donné  en  D*  et  B* 
respectivement,  qu’ensuite  ou  trace  les  droites  AF  et  EIF  allant  concourir 
en  I',  tout  tnangle  KFL,  dont  les  côtés  s’appuieront  sur  les  points  A,  1',  E, 
et  dont  les  sommets  K et  L seront  sur  les  directrices  CDIV,  CB'B,  aura  son 
dernier  sommet  F placé  sur  le  cerde  ; donc  ce  sommet  sera  à la  fois  sur  le 
cercle  et  sur  la  section  conique,  si  le  côté  KL,  qui  lui  est  opposé,  passe  lui- 
même  à la  fois  par  les  deux  pôles  1 , 1'^  ainsi  rien  ne  sera  plus  aisé  que  d’obtenir 
ce  sommet,  en  achevant  le  triangle  KLF  comme  l'indique  la  figure. 

Cetic  solution  s’applique  évidemment  au  cas  où  les  deux  courbes  sont  des 
sections  coniques  quelconques,  pourvu  que  Tune  d’elles  soit  entièrement  décrite^ 
autrement  il  faudrait  trouver  les  points  d’intersection  F et  IP  des  directrices 
BC  et  CD  avec  la  seconde  courbe,  ce  qui  s'exécuterait  encore  très-simplement, 
avec  la  règle  (ao4) , si  Ton  connaissait  deux  autres  points  quelconques  de  cette 
courbe , indépendamment  des  trois  points  A , C , E qui  lui  sont  communs  avec 
la  première.  On  atteindrait  encore,  dans  ces  dilférens  cas,  le  but  proposé, 
mais  d'une  manière  ]>lus  générale , en  se  servant  des  propriétés  des  sécantes 
communes  dont  trois  ici  sont  supposées  cotmnes;  car,  quelles  que  soient  les 
conditions  par  lesquelles  on  se  donne  les  deux  courbes , on  pourra  toujours 
ramener  le  problème  à quelques-uns  de  ceux  qui  ont  été  résolus  art.  807 
et  suivons. 

Du  lieu  des  pôles  ^tme  droite  donnée  sur  le  plan  d'une  conique  va- 
riable assujettie  à certaines  conditions;  du  lieu  du  centre  de  cette 
conique;  de  F enveloppe  de  ses  polaires  relatives  à un  point  quelcon- 
que de  son  plan. 

396.  Reprenons  la  théorie  des  points  réciproques,  et  observons  que , d’après 
les  propositions  84  et  85  relatives  au  cas  particulier  du  cercle,  le  théorème 
de  l’art.  370  peut  s’étendre , de  la  manière  suivante,  à un  nombre  quelconque 
de  sections  coniques  : 
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Quand  plusieurs  sections  conUjites  ont  quatre  points  communs , réels 
ou  imaginaires^  le  lieu  des  points  réciproques  d&tteux  d’une  droite  quel- 
conque y donnée  sur  le  plan  de  la  figure  y est  une  seule  et  même  section 
conique  qui  passe  par  les  trois  points  de  concours  des  sécantes  con- 
/üguées  communes  aux  premières  y et  contient  à la  /ois  tous  les  pôles, 
de  la  droite  dont  il  s’agit , par  rapport  à cet  differentes  courbes. 

Or,  en  supposant  que  cette  mÉme  droite  passe  k Pinfini,  il  résultera  de  Ui, 
entre  autres , ce  corollaire  : 

■ Les  centres  de  toutes  les  sections  coniques  y assujetties  à avoir  mêmes 
sécantes  ou  mêmes  points  communs , sont  situés  sur  une  autre  section 
conique  passant  par  les  points  oh  se  coupênty  deux  à deux , celles  de  ces 
sécantes  qui  sont  conjuguées  entre  elles.  En  outre  y cette  section  conique 
est  aussi  le  lieu  des  points  de  concours  (3gi)  des  diamètres  conjugués 
à la  fois  à une  même  direction  donnée , mais  variable  (*). 

3^.  Les  propriétés  qui  viennent  de  nous  occuper  en  dernier  lieu,  et  celles 
de  Part.  Sgt , se  rattachent  éviderianent  aux  questions  générales  qui  suivent  : , 

Quel  est  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée  y par  rapport  à une 
section  conique  variable  assujettie  à quatre  conditions  quelconques  P 
Quelle  est  la  courbe  enveloppe  des  polaires  d'un  point  donné  y par 
rapport  à une  section  conique  variable  assujettie  à quatre  conditions 
quelconques  P 

Quand  on  n'adinet , parmi  les  conditions  qui  determinent  le  système  des  sec- 
tions coniques  proposées,  que  celles  ou  Pon  exige  que  ces  sections  coniques 
touchent  des  &mtes  ou  passent  par  des  pomts  donnés,  les  deux  problèmes 
peuvent  facilement  être  ramenés  l’un  A l’autre , au  moyen  de  la  théorie  des 
polaires  réciproques  exposée  à la  Un  du  II',  chapitre  de  la  11'.  sectkni. 

En  elTet,  en  supposant  qu’on  cherche'  le  i^'stème  des  sections  coniques  (F) 
qui  sont  (a3ij  les  polaires  des  proposées  (P)  par  rapport  à une  section  conique 
auxiliaire  quelconque  (0),  il  est  évident  (383  et  333),  1®.  que,  si  les  sections 
coniques  proposées  (P)  sont  assujetties  à toucher  une  même  droite  donnée, 
leurs  polaires  réciproques  (F)  auront  un  point  commun,  pôle  de  cette  droite 
par  rapport  à la  directrice  (0)  ; 3*.  que , si  les  sections  coniques  (P)  ont , au 
contraire , un  point  commun , leurs  réciproques  ^)  auront  une  tangente  corn— 

(♦;  D'tprât  ceU,  U coaibedat  poinu  O. 67  est  néci^rement  une  eectioa 
conique. 
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mune , polaire  de  ce  point  par  rapport  & ia  directrice  (0);  3®.  enfin  que , si  l’on 
prend , à volonté , un  point  A sur  le  plan  des  sections  coniques  proposées  (P)^ 
l’enveloppe  de  ses  polaires , par  rapport  à ces  sections  coniques,  aura  pour  ré- 
dproqnc  le  lieu  des  points  qui , par  rapport  aux  sections  coniques  (P),  sont 
les  pôles  de  la  droite  réciproque  ou  polaire  de  A relativcinent  i la  directrice 
auxiliaire  (0) , et  vice  versd  : or  de  là  résulte  évidenunent  ce  qu’il  s'agissait  de 
démontrer. 

398.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  traduise,  de  cette  manière,  l’énoncé  dn 
théorème  de  l’art.  388 , on  eu  conclura , sur-le-champ,  la  rédproque  suivante  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  ligne  droite  donnée , par  rapport  à une  suite 
de  sections  coniques  tangente^  à quatre  droites  quelconques^  est  bti- 
méine  une  autre  droite. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  donnée  passe  â l’infini , cet  énoncé  se 
change  évidemment  en  celui-ci  : »» 

Le  lieu  des  centres  des  sections  coniques  tangentes  aux  quatre  mêmes 
droites  est  luv-même  une  autre  ligne  droite. 

Les  quatre  droites  proposées  forment , par  leurs  intersections  mutuelles , un 
quadrilatère  complet  dont  chacune  des  diagonales  peut  être  regardée , en  vertu 
de  la  loi  de  continuité , comme  le  diamètre  d’une  section  conique  tangente 
aux  côtés  du  quadrilatère,  et  qui  a ses  deux  branches  superposées  suivant  cette 
diagonale;  or  de  là  suit  cet  élégant  théorème  qui,  selon  la  remarque  de 
M.  Brianchon  (*) , résulte  aussi  immédiatement  de  celui  de  Newton  (**) , relatif 
au  quadrilatère  simple  à deux  diagonales  : 

Dans  tout  quadrilatère  complet  circonscrit  à une  conique , les  points , 
milieux  des  trois  diagonales , appartiennent  à un  même  diamètre. 

39g.  La  proposition  de  l’art.  SgÔ  conduit  pareillement  à celte  réciproque, 
quand  on  lui  applique  les  considérations  déjà  mises  en  usage  ci-dessus  : ^ 

Les  polaires  dun  point  ^ donné  sur  le  plan  d’une  suite  de  sections 
coniques  tangentes  à qtuttre  droites  quelconques^  enveloppent  une  autre 
section  conique , touchant  à la  fois  les  trois  diagonales  du  quadrilatère 
complet  formé  par  ces  quatre  droites. 


(*}  Mémoire  tur  ta  lignee  du  tecoud  ordre,  ut.  4>. 

(**)  Prùuùpes  mathémathique* , etc.  lit.  I,  Lem.  XXV.  Nous  avons  éoaiié,  dun  les 
Anrtaltt  de  Mathématiques,  tom.  XII,  p«g.  109,  une  «utredémonstratioa  directe  et  géo- 
métrique do  ce  tliéoréme  do  Newton. 


Digitized  by  Google 


SECTION  in.  COAPITRE  D.  aai 

On  voit  d'ailleurs  ce  que  deviendrait  cet  e'noncé  dans  le  cas  où  le  point 
donné  serait  supposé  ù l'infini. 

Ces  exemples  nous  semblent  sulTire  pour  (aire  apercevoir  comment , à Taidc 
des  seuls  principes  posés  dans  cet  ouvrage,  il  senit  possible  d’arriver  à b 
solution  des  divers  autres  cas  du  problème  général  dont  il  a été  question  ci- 
dessus  \ ceux  qui  désireraient  de  plus  grands  détaib  sur  cet  objet  pourront 
consulter  plusieurs  articles  insérés  aux  Annales  de  Mathématiques  (*) , dont 
quelques-uns,  purement  analytiques,  appartiennent  à M.  Gergonne,  rédacteur 
de  ce  recueil. 

4oo.  La  tbéorie  des  polaires  réciproques,  dont  nous  venons  de  faire  usage 
dans  ce  qui  précède , offre , comme  on  voit  et  comme  ceb  a été  avancé  (a35) , 
de  grandes  ressources  dans  b recherche  des  propriétés  des  figures  ; or  c'est  id 
le  L'eu  de  remarquer  qu’il  n'est  aucune  des  propositions  que  nous  avons  énon- 
cées sur  les  sécantes  communes  au  système  du  deux  sections  coniques,  qui 
ne  puisse  se  traduire , de  la  même  manière , en  une  autre  sur  les  poinb  de 
concours  de  leurs  tangentes  communes , et  vice  versé. 

En  effet,  d'après  la  remarque  déjà  faite  ci-dessus  (Spy),  si  Ton  trace, sur 
le  plan  des  sectioos  coniques  proposées , une  nouvelle  section  conique  quel- 
conque ; qu’ensuitc  on  s’en  serve , comme  de  directrice , pour  trouver  les 
rédproques  polaires  des  proposées  ; il  paraîtra  évident  que , puisque  tout  point 
commun  à l’un  de  ces  ^sternes  de  sections  coniques  est  le  pôle  d’une  tan- 
gente commune  du  système  rédproque  par  rapport  à b directrice,  et  vice 
versé f il  paraîtra  évident,  dis-je,  que  les  sécantes  communes  de  fun  de  ces 
iiystèmes  seront  (ipS)  les  pobircs  des  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes de  fautre,  et  que  les  points  de  concours  des  sécantes  conjugtiées  com- 
munes de  ce  système  auront  pareillement , pour  polaires , les  droites  qui  ren- 
(ènneut,  deux  à deux,  les  points  de  concours  conjugués  des  tangentes  communes 
du  système  rédproque  j c’est-à-dire , en  un  mot , que  les  qiiadribtères  complets, 
formés  respectivement  par  les  sécantes  et  les  tangentes  communes , seront  ré- 
dproques pobircs  de  fun  à l’autre  système.  D'ailleurs  tout  point  de  l'une  des 
sécantes  communes  est  rempbeé  par  uncidroite  passant  par  le  point  de  con- 
cours réciproque  de  deux  tangentes  communes,  et  vice  versé  j donc  il  sera 
facile  de  passer  directement , des  propriétés  purement  descripdves  de  edui-d  ^ 
aux  propriétés  pareilles  de  celle-là,  en  s’appuyant  (Tailleius  sur  les  autres  ro- 
btions  de  réciprocité  établies  par  la  théorie  des  p>lcs  et  jKtInircs. 


(*)  Toinc  Xi,  p«g.  ao5  et  3791  tomeXil,  peg.  109,  s33et  i49‘ 
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Ou  doit  enfin  remarquer  qu'en  vertu  de  la  loi  de  conûnuité,  toutes  ces 
conséquences  s'appliquent,  de  même,  au  cas  où  la  sécante  et  le  point  de 
concours , <pic  l'on  considère , cessent  d'appartenir  réellement  à des  points 
communs  ou  à des  tangentes  commîmes  des  sections  coniques. 

4ûi*  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  applique  ces  considérations  à la' 
propriété  énoncée  art.  Sa,  qui  s'étend  à toutes  les  sections  coniques,  on  re-’ 
tombera  évidemment  sur  celle  de  l'art.  a58  ; pareillement , la  question  de' 
l’art.  3 ta  SC  ramène  immédiatement  k celle  de  l'art.  3 1 5,  et  les  constructions 
qui  leur  sont  relatives  jouissent  entre  elles  de  la  même  réciprocité , etc. , etc.  ’ 
D'après  cela , nous  aurions  pu  aisément  réduire  et  simplifier  tout  à la  fois 
Pobjet  de  nos  diverses  recberches;  mais  nous  avons  préféré  être  un  peu 
plus  longs , pour  rendre  Pexposidon  des  vérités  plus  claire  et  plus  complète  ) 
d'autant  mieux  qu'il  s'agit  d'exposer , dans  cet  ouvrage , les  rdations  projectives 
des  figures,  et  que  la  seule  doctrine  des  projections  suffit  pour  y parvenir  d'une 
manière  simple  et  direéte.  Nous  continuerons  à en  agir  de  même,  par  la  suite, 
toutes  les  fois  qu'il  n’y  aura  aucune  raison  d'adopter  la  marche  contraire.  ’ 

Nouvelles  propriétés  des  sections  coniques  assujetties  à certaines  con- 
ditions sur  un  plan,  des  sections  coniques  S.  et  s.  p.  et  du  cercle  oscu-^ 
lateur  en  un  point  dorme  d’une  telle  courbe. 

4oa.  Les  propriétés  qui  noos  ont  occupés , depuis  fart.  388,  font  partie  de 
celles  qui  appartiennent , en  général , aux  ^sternes  de  sections  coniques  variables 
assujetties  à certaines  conditions  sur  un  plan  ^ or  un  grand  nombre  de  ces 
propriétés  dérivent  immédiatement  des  divers  principes  établis , dans  ce  qui 
précède , pour  le  cas  de  deux  secdons  coniques  données  sur  un  plan. 

Supposons , par  exemple , que  Ton  considère  ime  suite  de  secdons  coniques 
ayant  en  commun , sur  un  plan , ou  quatre  tangentes , ou  quatre  points , ou 
trois  tangentes  et  un  point,  ou  une  tangente  et  trois  points,  ou  enfin  deux 
points  et  deux  tangentes  j soit  que  ces  points  et  ces  tangentes  soient  tous 
réels , ou  seulement  en  parte  réeb  et  en  partie  imaginaires , les  théorèmes 
des  ardcics  36o  et  36i  feront  découvrir,  de  suite,  plusieurs  des  propriétés 
èoimnuncs  aux  courbes  de  ces  différens  systèmes.  Ainsi  l’on  voit  que , dans 
le  premier  et  le  dentier  cas,  les  cordes  de  contact  des  secdons  coniques 
avec  les  tangentes  que  l’on  considère , ou , si  Ton  veut , les  polaires  des  points 
d'intersccdon  de  ces  tangentes,  pivoteront  respeedvement  sur  des  points 
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fixes (*)  appartcnans  i la  fois  à deux  des  sécantes  conjuguées  communes,  et 
i deux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  communes  de 
ces  courbes,  comb'mécs  deux  à deux  ou  prises  dans  leur  ensemble,  etc. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  aux  propriétés  déjà  établies  pour  le 
cas  particulier  oti  l’on  ne  considère  que  le  ^slème  de  deux  sections  coniques  si- 
tuées sur  un  plan , pour  en  déduire  celles  qui  concernent  un  nombre  qiielcon- 
que  de  semblables  courbes^  on  peut,  comme  nous  l’avons  dit  (4oi),  y ar- 
river directement,  dans  chaque  cas,  au  moyeu  des  principes  de  projection  si 
souvent  mis  en  .usage  dans  lo  coiux  de  ces  recherches^  c'est-è-dire  en  ra- 
menant la  figure  à quelqu'une  de  celles  qui  sont  élémentaires. 

403.  Pour  en  offrir  un  dernier  exemple  qui  puisse  nous  conduira  h quel- 
ques conséquences  nouvelles  et  faciles , nous  considérerons  le  i^'stcme  d’un 
nombre  quelconque  de  circonférences  de  cercle,  ayant  ime  sécante  commune 
ordinaire  sur  un  plan,  outre  celle  qui  leur  appiwhent  en  général  (94)  à l’infini. 
Cela  {José , il  est  évident  que , à Fou  trace  un  dernier  cercle  tpidconque  sur 
la  plan  des  {jremidrs , et  ayant  par  conséquent  la  sécante  à Finfini  commune 
avec  eux , U est  évident , disje , que  ce  cercle  ira  déterminer,  sur  cltacun  de 
ceux-ci,  une  nouvelle  sécante  commune  conjuguée  à la  précédente , qui  Con- 
courra (7a),  ainsique  toutes  ses  semblables,  en  un  pomt  unique  do  la  sécante 
commune  ordinaire  des  cercles  dont  il  s’agit  5 donc  on  aura  le  théorème  gé- 
néral qui  suit  (133): 

Si  un  nombre  quelconque  de  sections  coniques , tracées  sur  un  plan , 
ont  mêmes  points  ^intersection  ou  mêmes  sécante*  conjuguées  communes 
(ah)  et  (cd),  réelles  ou  idéales^  et  qu'on  en  trace,  à volonté,  une  nou~ 
velle  qui  ait  tune  quelconque  (ab)  de  ces  sécantes  en  commiui  arec  les 
premières , elle  ira. déterminer, sur  chacune  de  celles-ci,  une  seconde  sé- 
cante commune  conjuguée  à (ab)î  or  cette  sécante  et  toutes  ses  sem- 
blables concourront  en  un  point  déterminé  et  unique  de  celle  (cd),  qui 
appartient  à la  fois  à toutes  les  sections  coniques  proposées. 

On  traduirait  de  même  évidemment  toutes  les  autres  propriétés  des  cercles , 
consignées  I la  fin  du  second  cha]>itre  de  la  première  section. 

404.  Supposons  maintemuit  que  Ton  remplace  le  ^tème  des  sections  co- 


(*)  Cet  relatioiit  perticalièret  Ont  éti  déjaitet , per  M.  Brieschoa , tomme  consé^nenee* 
des  propriété  (186  etiuiv.)  des  quedrilatèret  interiu  et  circontcrlu  au*  sectiontcoaiquots 
voyei  ton  Mémoire  tttr  U$  ligne»  du  ttcoad  otdn,  art.  >5  et  tÿ. 
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niques  proposées , excepté  la  dernière , par  des  drconférences  de  cercle  ajant 
une  sécante  commiHic  avec  elle  j b sécante  commune , conjuguée  à celle-ci 
et  relative  aux  cercles , passera  tout  entière  à l'infini  (94)  j donc  on  pourra 
énoncer  ce  corollaire  ^ auquel  nous  sommes  déjà  parvenus  ^ d’une  autre  ma- 
nière (336) , ponr  le  cas  {farticulier  où  les  cercles  touchent  la  section  coni- 
que proposée  : 

Si,  sur  le  plan  d'une  section  conique  quelconque,  on  trace  une  suite 
de  cercles  ayant,  avec  elle,  deux  points  communs  ou,  plw^ généralement, 
une  sécante  commune,  toutes  les  autres  sécantes,  communes  à celte 
section  conique  et  aux  dijfférens  cercles , qui  sont  conjuguées  à la  pre- 
mière, seront  parallèles  ou  iront  concourir  en  un  même  point  à rinfmi. 

La  proposition  subsiste  évidemment  (90),  quand  on  remplace  les  cercles 
dont  il  s'agit  par  des  sections  coniques  quelconques  s.  et  s.  p.  sur  le  plan  de 
la'  première  ; et  il  en  résulte  un  moyen  de  mener , par  deux . points  d'une 
section  conique  donnée  et  décrite  y ou  un  cercle,  ou  une  section  ».  et  s.  p. 
à une  autre  section  conique  quelconque , qui  soient  tangbns  à la  première. 
En  partant  de  là  d'aiOcurs,  on  déduirait  immédiatement  tous  les  théorèmes 
qui  font  le  sujet  des  art.  39a , 393  et  394. 

4o5.  La  même  proposition  va  nous  donner  un  nouveau  moyen , trèsdirect 
et  très^imple , de  mener  le  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  A (Pî§, 
55)  d'une  section  conique  donnée  et  décrite  sur  un  plan. 

En  effet,  par  le  point  A faites  passer,  à volonté,  une  circonférence  de 
cercle  rencontrant , de  nouveau , la  courbe  aux  trois  autres  points  D , C , D ^ 
la  sécante  SC  sera  (39a)  conjuguée  à celle  AD  ; et  par  conséquent , si  par  le 
point  A on  mène , dans  la  section  conique , la  corde  AA'  parallèle  à BC , son 
extrémité  A'  appartiendra  au  cercle  qui , passant  par  A et  D , toucherait  cette 
section  conique  en  A ^ car  la  corde  AB  sera  devenue  nulle , et  sa  direction 
tangente  à la  couibe  : rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  mener , en  un  pomt 
donné  A (Time  section  conique  décrite,  un  cercle  qui  smt  tangent  à cette 
section  conique. 

Pour  trouver  maintenant  le  cercle  osculateur  au  même  pioint,  on  observera, 
toujours  d'après  le  théorème  cité , que  ce  cercle  doit  faire  parue  de  ceux  qui 
touchent  la  couibe  en  A , et  que  par  consé(|uent  sa  corde  commune , con- 
juguée à la  tangente  en  ce  point,  doit  être  parallèle  à celle  A'D , et  passer 
par  le  point  A (3ao)  ; menant  donc  par  ce  point  la  corde  AIP  parallèle  à 
celle  DA',  sa  nouvelle  extrémité  V,  dans  la  courbe , appartiendra  au  cercle  o*- 
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ciilateur,  qui  ainsi  sera  iàcile  à tracer.  On  voit,  au  surplus,  ce  qu'il  y aurait 
à faire  dans  le  cas  où  la  section  conique  ne  serait  pas  décrite , mais  donnée 
seulement  par  un  certain  nombre  de  points  (39^). 

Si  l'on  comtaisBait  l'un  des  axes  principaux  de  la  courbe , on  pourrait  se 
dispenser  de  décrire  le  cercle  auxiliaire  ABCD  5 car  (394)  la  direction  de  cct 
axe  devant  former  le  même  angle  avec  les  cordes  conjuguées  AD  et  DC , la 
direction  de  AA'  serait  par  là  même  connue , et  par  suite  celle  de  AD'  parallèle 
à A'D.  Si , en  outre , l’on  se  donnait  la  tangente  en  A , conjuguée  à A'D,  tout 
reviendrait  évidemment  à mener,  par  ce  point,  une  droite  AD'  formant  le  même 
angle  qu’elle  avec  l'axe  de  la  courbe  *,  autrement  on  pourrait  encore  déterminer 
lepomt  S3miétrique  de  A par  rapport  à cet  axe,  car  le  diamètre  passant  par 
ce  point  serait  parallèle  à D'A , et  la  construction  reviendrait  alors  à celle  qu'a 
donnée , du  même  problème , R.  Simson , dans  son  Traité  des  sections 
coniques  (liv.  V,  Prop.  3g). 

Réflexions  générales  sur  l'objet  du  présent  chapitre  et  sur  les  moyens 
d' étendre aux  sections  coniques  en  général^  les  propriétés  des  cercles 
qui  se  coupent  ou  se  touchent  sur  un  plan,  etc. 

406.  Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  ces  exemples  et  ces  applications  ; 
notre  objet  id  est  moins,  en  effet,  de  mulüplicr  le  nombre  des  vérités  par- 
ticulières, quelqu'intéressantcs  qu'elles  puissent  d'ailleurs  paraître,  que  de  faire 
pressentir  la  fécondité  qui  est  propre  à chaque  théorie,  et  de  donner  tme 
idée  exacte  de  l'étendue  et  de  la  généralité  des  conséquences  qui  peuvent 
résulter  des  prindpes  qui  ont  été  posés  dans  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage. Cest  pourquoi  nous  nous  contenterons  d'observer  en  général , pour 
terminer  le  sujet  qui  nous  occupe , que , pinsque  les  sécantes  communes  réelles 
ou  idéales,  les  polaires,  les  pôles,  etc.  sont  projectifs  (118,  137),  toutes  les 
propriétés  et  constructions  établies,  soit  à la  fin  du  second  chapitre  de  la 
première  section,  soit  dans  le  dernier  chapitre  de  la  seconde,  et  qui  sont 
relatives  aux  cerdes  qui  se  coupent  ou  se  touchent  sur  un  plan , etc. , subsis- 
teront , d’une  manière  analogue  (1 38),  pour  des  sections  coniques  quelconques 
qui  auraient  déjà  une  sécante  commune , réelle  ou  idéale , représentant  celle  à 
l'infim  des  cerdes , ou  pour  des  sections  coniques  s.  et  s.  p.  sur  un  plan,  dont  la 
sécante  commune  serait,  de  même,  placée  à l'infini  sur  ce  plan. 

Ainsi,  par  exemple:  étant  données,  sur  im  plan,  trois  secdons  coniques 
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oyant  une  sécante  commune,  on  pourra  déterminer,  par  des  constructions 
piuument  linéaires  (270  à s8^,  une  nbuvellc  section  conique  qui  leur  soit 
à la  fois  tangente , et  qtii  ait  cette  sécante  en  commun  avec  elles , etc. , etc. 

D’un  autre  coté , il  résulte  (4oo),  de  la  tliéoric  des  polaires  rcdproqiies , qu’il 
ti’cst  auame  des  propriétés  des  sections  coniques,  ayant  une  ou  plusieurs 
sécantes  communes  sur  un  plan , cpii  ne  puisse  se  traduire  en  une  pnqrriété 
analogue  des  sections  coniques  ayant  un  ou  plusieurs  points  de  concours 
de  tangentes  communes , et  vice  versd  ; donc  il  sera  facile  de  découvrir  les 
diverses  propriétés  et  solutions  relatives , en  général , à des  sections  coniques 
assujetties  à toucher  les  mêmes  dioites , ou  à passer  par  les.  mêmes  points, 
donnés  au  nombre  de  deux , au  moms-,  pour  l’une  quelconque  des  espèces. 

407.  Si  maintenant  on  ajoute  que  tontes  les  propriétés  et  solutions  ainsi 
obtenues  demeurent  applicables,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  à tous  les 
états  particuliers  par  lesquels  peut  passer  le  système  que  l’on  considère  5 comme , 
par  exemple,  loi-stpte  certains  points  ou  certaines  droites  dcx’iennent  imagi- 
naires , SC  confondent  deux  à deux , on  passent  à finlini , tandis  que  des  sections 
coniques  dégénèrent  elles-mêmes  en  des  points,  en  des  droites,  ou  se  rap- 
prochent (387)  lime  de  l’autre  jusqu’à  se  superposer  entièrement,  on  concevra 
sans  peine  l'immcnaté  des  conséquences  qui  peuvent  découler,  de  ce  qtii 
précède,  pour  la  simple  Géométrie. 

11  semble  d’ailleurs  qu’après  les  divers  exdtnpies  présentés , soit  dans  ce  cha- 
pitre, soit  dans  tout  le  reste  do  l’ouvrage,  on  ne  pourra  concevoir  aucune 
e^cc  de  dilRcullés  dans  l’application  de  nos  principes  ^ en  sorte  qtre  nous 
pourrions  terminer  ici  la  tâche  quo-^nous  nous  étions  propose  de  remplir. 
Mais  notre  but  ayant  été  aussi  de  développer  les  germes  de  chaque  tliéorie  pai^ 
ticulière,  lorsqu’elle  peut  avoir  des  applications  utiles  aux  arts  qui  reposent 
stir  le  dessin  linéaire , il  nous  reste  encore  beaucoup  à faire  sous  ce  rapport  ; 

'Ton  sait,  en  effet,  que  l’essentiel  et  le  difllcilc,  eu  pareil  cas,  n’est  pas  de 
poser  des  princi|>es , mais  de  multi|)Iier  le  nombre  des  applications  et  des  exem- 
ples : nous  poursuivrons  donc  la  marche  que  nous  avons  déjà  suivie , âns 
toutefois  nous  arrêter  plus  longuement  sur  les  propriétés  qui  viennent  de  nous 
occuper  en  dernier  lieu , lesquelles  ne  sont  que  des  extensions  faciles  et , en  quel- 
que sorte , évidentes  des  divers  principes  déjà  établis , dans  la  première  et  la 
seconde  section , pour  le  cas  particulier  des  circonférences  de  ceiele. 
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Théorie  des  doubles  contacts  des  sections  coniques,  et  solu- 
tions des  problèmes  qui  s*y  rapportent. 

4o8.  L’cnc  des  applications  les  plus  intéressantes  de  nos  principes  est  la  théorie 
des  doubles  contacts  des  sections  coniques , que  nous  n'avons  point  encore 
eu  Poccasion  de  développer  de  la  manière  convauble^  dans  ce  qui  précède, 
et  qui  a , comme  noos  le  verrons  bientôt , une  liaison  op  ne  peut  plus  intime 
avec  les  proptiélés  des  foyers  des  sections  coniques , et  celles  de  certaines  fi- 
gures inscrites  ou  circonscrites  aux  mêmes  courbes.  Quoique  cette  application 
ne  présente  aucune  sorte  de  dilRcultés , et  qu'elle  soit  une  conséquence  ex- 
trêmement simple  des 'propriétés  générales  établies  dans  le  précédent  cha- 
pitre , nous  avons  p^é  qu'à  cause  du  grand  nombre  de  considéradons  neuves 
et  piquantes  qu’elle  offre,  ce  ne  serait  pas  trop  faire  que  de  consacrer  un 
chapitre  tout  ender  à son  exposition,  d'autant  plus  qu'il  n'est  prcsqu'aucune 
de  CCS  considéradons  qui  ne  soit  indispensable  pour  les  recherches  dont  nous 
aurons  à nous  occnper  par  la  suite.  > 

Nous  avons  d’ailleurs  déjà  fait  connaitre,  ai-t.  322  et  suiv.,  les  propriétés 
dont  jouit  le  système  de  deux  sections  coniques  qui  ont  un  double  contact , 
réel  ou  idéal , reladvement  aux  axes  et  centres  d’homologie  qui  peuvent  leur 
appartenir  ; il  ne  peut  donc  plus  être  quesdon  de  ces  sortes  de  propriétés , que 
nous  supposerons  désormais  bien  connues,  nem  plus  que  des  moyens  gra- 
phiques de  construire  l’une  des  courbes  par  l’autre , quand  on  se  donne,  avec 
certaines  condidons , soit  un  centre , soit  un  axe  d’homologie. 

409.  Cela  posé , considécons  le  ^stème  de  deux  secdons  coniques  quel- 
conques ayant  un  double  contact , et  supposons  qu’on  ne  connaisse  ni  la 
sécante  de  contact,  ni  le  pôie  de  cette  sécante,  et  qu'il  s'agisse  de  les  dé- 
terminer , soit  immédiatement , quand  les  deux  secdons  coniques  sont  tracées , 
soit,  au  contraire,  quand  on  ne  sc'dimue  qu’une  seule  de'ccs  courbes,  et 
que  l’autre  doit  être  assujetdc  à certaines  condidons,  comme  de  passer  par 
des  points  donnés,  etc.  il  est  évident  qne  ces  sortes  de  questions  sont  d'im- 
tout  auü'C  ordre  que  celles  qui  ont  été  résolues  aux  articles  cités , et  qu'elles 
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exigent  aussi  des  principes  diflërens  ; or  U convient  que  nous  examinions  d'a- 
bord le  cas  où  Ton  suppose  les  courbes  décrites  ou  données  (34i)  par  certaines 
conditions.  Et  comme , jusqu'à  présent , nous  avons  constamment  fait  usage  des 
prindpes  de  la  projection  centrale  pour  établir  les  bases  de  nos  diverses  cons- 
tructions, nous  continuerons  à en  agir  de  même  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

Propriétés  générales  et  construction  de  la  sécante  de  contact  commune 
au  ^stème  de  deux  sections  coniques  doublement  tangentes  et  données 
sur  un  plan. 

4 10.  Deux  sections  coniques  au  double  contact  pouvant,  en  général,  être 
regardées  (i 3 1)  comme  la  projection  de  deux  cercles  concentriques , pour  les- 
quels la  sécante  de  contact  est  passée  tout  entière  à l'infini , tandis  que  son  pôle 
est  devenu  le  centre  commun  des  deux  courbes,  il  ne  sera  pas  diiBcile  de 
découvrir  les  propriétés  projectives xpû  peuvent  appartenir  à leur  système. 

Supposons , en  effet  (Fig.  56) , qu'au  travers  des  deux  cercles  on  mène  une 
transversale  arbitraire  AB , rencontrant  ces  cercles  aux  points  A et  B,  A'  et  B' 
respectivement  ; qu'ensuite  on  détermine  les  pôles  P et  P*  de  cette  transversale, 
par  rapport  à chaque  courbe,  il  est  visible  que  la  droite  PP*  ira  passer  par 
le  centre  commun  0 , pôle  de  la  sécante  de  contact  à Finfini  ; ce  sera  donc 
la  direction  commune  à deux  diamètres  des  cercles , dont  le  pôle  à l'infini  L 
sera  le  même , et  appartiendra  à la  sécante  de  contact  de  ces  cercles. 

Si  Ton  observe , en  outre , que  chacune  des  cordes  AB,  A'B'  est  divisée  har- 
moniquement (37)  par  le  point  I de  son  intcrsecdon  avec  la  direction  com- 
mtme  des  diamètres  dont  il  s'agit,  et  par  le  point  L qui  se  trouve  sur  la  sécante 
de  contact , on  aura , au  besoin  (374) , un  nouveau  moyen  de  construire  di- 
rectement ces  deux  points  indépendamment  de  la  connaissance  des  pôles  P 
et  P'. 

Pareillement  encore,  en  traçant  les  tangentes  aux  extrémités  des  cordes  AB 
et  A'B*,  elles  formeront,  par  leurs  intersections  mutuelles,  un  quadrilatère  com- 
plet dont  une  diagonale  PF  sera  la  direction  commune  des  diamètres  ci-dessus, 
et  dont  les  deux  autres  concourroot  évidemment , à Finfini , au  point  L. 

Mais,  d'après  le  principe  de  l’art.  i38,  toutes  ces  constructions  demeurent 
immédiatement  applicables  aux  sections  coniques  proposées , dont  les  cercles 
sont  censés  les  projections^  donc,  en  Icsrépétaut  sur  ces  courbes  pour  deux 
transversablcs  arbitraires,  on  aura , à la  fois,  et  la  sécante  de  contact  qui  leur 
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appartient,  et  le  pôle  commun  de  Cette  sécante:  le  tout  par  des  opérations 
qui  n'exigent  que  l’emploi  de  la  règle , quand  les  courbâ  sont  entièrement 
décrites. 

411.  Supposons  encore  que,  d’un  point  quelconque  P (Fig.  $7)  du  plan 
de  nos  deux  cercles,  on  leur  mène  respectivement  deux  paires  de  tangentes j 
les  cordes  de  contact  ou  polaires  correspondantes  AB,  A’D'  seront  és-idemment 
parallèles,  et  donneront  par  conséquent  un  point  L de  la  sécante  de  contact,  à 
l'inikii , commune  à ces  cercles  j de  plus , si  elles  rencontrent  à la  fois  les  cer- 
cles auxquels  elles  correspondent , c’est-à-dire  si  ce  sont  des  cordes  réelles , et 
qu’on  joigne,  deux  à deux,  leurs  extrémités  par  de  nouvelles  droites,  ces 
droites  iront  s'entrecouper  respectivemeut  aux  points  I et  K,  qui  appartien- 
dront à la  direction  commune  de  deux  diamètres  passant  par  le  point  P.  Ainsi 
l’on  aura  obtenu , à la  fois , et  un  point  de  la  sécante  de  contact  des  deux 
courbes,  et  une  droite  passant  par  le  f>ôle  O de  cette  sécante.  ‘ 

Il  ne  serait  pas  dilBcile,  an  surplus,  de  trouver  d’autres  points  ou  d’autres 
alignemens  propres  à construire  la  sécante  dont  il  s'agit  et  son  pôle  : la  ^métric 
des  figures  que  nous  venons  de  considérer  nous  dispense  d’entrer  dans  de  plus 
grands  développemens. 

Ainsi , quand  deux  sections  coniques,  au  double  contact,  sont  données  et  dé- 
crites sur  un  plan , rien  n’est  plus  aisé  que  de  déterminer,  à Paide  de  cons- 
tructions purement  Jinéaires , leur  sécante  commune  de  contact  et  le  pôle  de 
cette  sécante  ; mais  il  n’en  est  plus  de  même  du  cas  où , une  seule  de  ces 
secdoos  coniques  étant  donnée  et  décrite , Pautre  est  seulement  déterminée 
par  certaines  conditions.  En  effet , la  seule  hypothèse  que  les  courbes  aient 
entre  elles  un  double  contact  comporte  déjà  deux  conditions  distinctes,  et  il 
n’en  reste  que  trois  d’entièrement  aibitraircs , et  qu’on  puisse  se  donner  ex- 
plicitement. Il  n’est  donc  plus  possible  d’opérer  directement , sur  la  courbe  que 
déterminent  ces  conditim» , comme  on  le  ferait  (344)  ^ conditions  étaient 
au  nombre  de  cinq  et  de  la  ualure  de  celles  de  l’art.  34 1. 

Néanmoins  les  considérations  qui  suivent  peuvent  encore  conduire  au  but , 
d'une  manière  également  simple , dans  plusieurs  des  cas  principaux. 

I?es  sections  coniques  doublement  tangentes  à une  section  conique  donnée^ 
et  assu/'etties  à passer  par  deux  points  aussi  donnés. 

4 >3.  Condimons,  comme  ci -dessus,  à ne  nous  occuper  que  des  cercles 


a3o  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES, 

conccniriqucs , projections  des  deux  sections  coniques  qui,  par  hypothèse, 
doivent  avoir  entre  elles  un  double  contact  j et  remarquons  qu’il  ne  peut  ainsi 
être  question  que  des  propriétés  qui  appartiennent  individuellement  à l'un  des 
sptèmes  de  celles  qui  remplissent  les  conditions  du  problème  j nous  nous  occu- 
perons ensuite  du  nombre  des  solutions  dont  peut  être  susceptible  ce  même 
])roblcme. 

Soient  A et  B (Fig.  58)  deux  points  de  la  circonférence  extérieure,  siqtposée 
non  décrite  ; de  chacun  de  ces  points , menons  une  paire  de  tangentes  à 
la  circonférence  intérieure , pour  former  le  quadrilatère  simple  MNPQ  circons- 
crit à cette  circonférence;  traçons  les  deux  di.-igonalcs  NQ  et  MP,  ainsi  que 
la  droite  AB  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposes  du  quadri- 
latère. n est  évident,  d’après  la  symétrie  de  la  figure,  que  l’une,  NQ,  des  dia- 
gonales passera  par  le  centre  commun  O,  et  divisera  la  distance  AB  en  deux 
parties  égales  en  I ; qu’en  outre  Tautre  diagonale  MP  sera  parallèle  à cette  même 
distance , et  ira  çoncoiuir  avec  elle  en  un  point  L de  b sécante  de  contact , 
à finfini,  commune  aux  deux  cercles. 

Ainsi , au  moyen  des  deux  points  donnés  A et  B , on  aura , à b fois , et 
un  jvoint  de  b sécante  dont  il  s’agit , et  une  droite  renfermant  le  pôle  O de  cette 
sécante.  Si  donc  on  se  donnait  un  troisième  point  de  b courbe  extérieure , 
on  obtiendrait  directement , au  moyen  de  ce  qui  précède , b sécante  de  con- 
tact et  le  pôle  qui  lui  correspond;  le  tout  par  des  constructions  purement 
linéaires.  ^ 

4i3.  Supposons  maintenant  que  Ton  trace  le  quadrilatère  inscrit  mnpq,  qui 
a pour  sommets  les  points  de  contact  des  côtés  du  premier,  Q aura  évidem- 
ment (i86)  I et  L pour  points  de  concours  de  scs  côtés  opposés,  et  le  point 
K sera  rinterscclion  commune  de  scs  diagonales  et  de  celles  du  quadrilatère 
MNPQ;  en  sorte  que  les  points  I,  K,  L seront  teb  (19a)  que  « chacun  d’eux 
» sera , par  rapport  .à  b courbe  dorméc , le  pôle  de  la  droite  qui  contient  les 
» deux  autres.  » Donc  on  pourra  se  dispenser  de  constniire  les  tangentes  qui 
répondent  aux  points  A et  B,  et  se  contenter  simplement  de  tracer  les  polaires 
ou  cordes  de  contact  nq  et  mp  qui  appartiennent  à ces  points. 

Toutes  les  constructions  qui  précèdent  demeurant  immédiatement  appli- 
cables an  cas  oit  les  deux  courbes  sont  des  sections  coniques  ayant  un  double 
contact,  on  en  déduit,  sur-le-champ , b proposition  suivante  : 

Si  r on  fait  varier  une  conique , assujettie  à passer  par  dcujc  points 
connus  A,  B (Fig,  59),  cl  à loucher,,  en  deux  points  T, P,  une  autre  section 
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conique  mnp  donnée  déposition^  la  sécante  de  contact  TT',  qui  peut  tV ail- 
leurs être  idéale , changera  de  situation  en  pivotant  constamment  sur  un 
point  fixe  L,  placé  sur  la  droite  qui  renferme  les  points  A et  D. 

4i4-  Dans  le  cas  particulier  où  la  scctiou  conique  donnée  mnp  dégénère  en 
deux  lignes  droites,  la  proposition  subsiste  toujoins,  et  revient  h celle  qu'a 
démontrée  M.  Brianchon , à la  pag.  âo  de  son  Mémoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre  ^ et  dont  nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  à l'art.  4oa  du 
précédent  chapitre.  On  peut,  au  suqdus,  les  établir  directement,  l’une  et 
l'autre  , sans  recourir  aux  considérations  particulières  ci-dessus,  et  en  leur  don- 
nant toute  la  généralité  dont  elles  sont  susceptibles. 

En  eflet , toute  les  sections  coniques  qui  passent  par  A et  B ayant  une  sé- 
cante commune,  réelle  quand  ces  pomts  le  sont  eux-mêmes,  et  idéale  quand 
ils  sont  imaginaires,  on  pourra,  en  général  (laa),  considérer  la  ligure  comme 
la  projection  d'une  autre,  pour  laquelle  toutes  les  sections  com'ques  seront 
devenues  des  drconférenccs  de  cercle , dont  la  sécante  commune  sera  passée 
tout  entière  à riuilni.  Or,  par  hypothèse , ces  ceiolcs  doivent  toucher,  eu  deux 
points , la  section  conique  projection  de  celle  qui  est  donnée  ; donc  toutes  les 
cordes  ou  sécantes  de  contact  seront  parallèles  entre  elles  et  à l'un  des  axes 
principaux  de  4a  courbe  ; c'est-à-dire  cpi’elles  iront  concourir  en  un  point  de 
la  droite,  à Pinfini , projection  de  celle  où  se  trouvent  les  points  A et  B qui , 
d'ailleurs , peuvent  être  réek  ou  imaginaires , aussi  bien  cpie  la  corde  de  con- 
tact, sans  cpte  la  proposition  cesse  de  subsister. 

4 > 5.  On  remarquera  qu'il  existe  detix  systèmes  de  cercles  tangens  à la  section 
conique  de  projection , auxqueb  correspondent  deux  ^sternes  de  cordes  ou  de 
sécantes  de  contact  parallèles , mais  dont  l'inclinaison  est  dilTéreute  d’un  <ystème 
à l’autre  ^ les  unes  étant  parallèles  au  grand  axe  de  la  courbe , les  autres  à 
son  petit  axe.  Il  y a donc  aussi,  dans  le  cas  général  (4 >3),  deux  tystèmes 
distincts  de  sections  coniques  doublement  tangentes  à la  proposée , et  passant 
par  les  points  A et  B ; or  41  est  aisé  de  voir  que , tandis  que  les  cordes  ou 
sécantes  de  contact  des  unes  pivotent  sur  le  point  L , celles  des  autres  doi- 
vent pivoter,  au  contraire,  sur  le  point  I déjà  défini  ci-dessus,  et  qui  divise ^ 
avec  le  premier,  la  distance  ÂB  et  la  corde  qu’elle  intercepte  dons  la  sec- 
tion conique  donnée,  en  segmens  harmoniques. 

De  là , an  reste , on  déduir.'ut  immédiatement  tout  ce  qiû  a déjà  été  dé- 
montré d’une  autre  manière  (4 1 a et  4 1 3)  ; car  si , de  cliactm  des  points  .A  et  B , 
on  mène  luie  tangente  à la  courbe  donnée,  le  tystème  de  ces  deux  tan- 
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gentcs  irpréscntm  une  section  conique  ayant  un  double  contaa  avec  cette 
courbe , et  la  cordc  ou  sécante  de  contact  correspondante , faisant  partie  de 
Pimc  des  séries  de  cordes  en  question , devra  concourir  en  celui  des  points 
I et  L auquel  elle  correspond  en  particulier. 

Cas  pour  lesquels  tun  des  points  de  contact  est  donné  ou  se  confond 

avec  tautre. 

416.  Si  l'on  se  donnait  Fun,  T,  des  deux  points  où  la  section  conique, 
passant  par  A et  B , doit  toucher  la  proposée , on  aiuait  immédiatement  celui, 
T,  qui  lui  oorrespond,  par  l’mtersection  de  la  droite  LT  ou  IT  avec  cette  deiv 
nière  courbe.  Ainsi  le  problème,  où  l’on  se  propose  de  mener,  par  deux  points 
A e<  B , une  section  conique  t^ant  un  double  contact  avec  une  section 
conique  donnée^  et  dont  un  des  points  de  tangence  soit  assigné^  est 
susceptible  de  deux  solutions  distinctes,  qui  n'exigent  l'une  et  l’autre  que 
remploi  de  constructions  linéaires,  quand  la  courbe  donnée  se  trouve  en 
même  temps  décrite. 

C'est , au  reste , ce  qu’on  déduirait  immédiatement  des  oonndérations  ex- 
posées , art.  3a3 , puisque  le  point  de  contact  donné  peut  être  regardé  comme 
un  centre  d'bomologic.  Car , en  recherchant , sur  la  courbe  proposée,  la  corde 
qui  est  Fhomologue  de  celle  donnée  AB,  par  rapport  à ce  centre , elle  rencon- 
trera celle-ci  en  un  point  qui  devra  appartenir  à l'axe  dhomologie  conjugué  à 
ce  centre  ; or  cet  axe  n'étant  ici  autre  chose  (3aa)  que  la  tangente  commune  au 
second  point  de  contact  des  deux  courbes,  ce  point  sera  parfaitement  dé- 
terminé , et  il  en  sera  de  même  de  la  courbe  cherchée. 

417.  Si  l’on  exigeait  que  la  section  conique , passant  par  A et  B , fut  oscula~ 
trice  du  troisième  ordre  de  la  proposée , les  deux  points  de  contact  T,  P 
devraient  se  confondre  en  un  seul , et  la  sécante  qui  lui  correspond  deviendrait 
une  tangente  à cette  dernière  section  conique,  passant  par  Fun  ou  par  Fautre  des 
points  Let  le  point  d'osculation  pourrait  donc  se  déterminer  aisément,  par 
des  constructions  purement  linéaires , si  la  courbe  donnée  était  en  même  temps 
décrite  ; au  moyen  de  quoi  l’on  obtiendrait  ensuite  (3a3)  tout  ce  qui  con- 
cerne Fosculatrice , en  ne  se  servant  également  que  de  la  règle.  Enfin  on 
voit  qu'il  existe , en  générai , quatre  osculatriccs  distinctes  sadsfaisant  également 
bien  aux  conditions  du  problème. 
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Des  sections  coniques  doublement  tangentes  à une  section  conique  donnée , 
et  assujetties  à passer  par  trois  points  aussi  donnés. 

418.  St,  au  lieu  des  conditions  qui  précédent,  on  se  donnait,  b volonté, 
un  troisième  point  C,  par  lequel  dût  également  passer  la  section  conique 
ayant  un  double  contact  avec  b proposée  ; en  joignant  ce  point  avec  les  deinf 
autres  A et  B , on  obtiendrait  deux  nouvelles  droites  AC  et  BC  rpii , traitées 
comme  la  pemière  AB,  donneraient  quatre  pomts  analogues  à ceux  I , L,  ap- 
partenans  deux  à de^  à ces  droites  ; ce  qui  Ibrmerait , en  tout , six  points  ran- 
gés deux  par  deux,  comme  on  vient  de  k dire , sur  les  côtés  du  ujanglc  ABC  , 
et  divisant  harmoniquement  chacun  de  ces  côtés;  ainsi  donc.il y aurait,  entre 
ces  six  points  et  ceux  A , B , C , les  diverses  dépendances  qui  ont  déjà  été 
■gnaiées  art.  l6a. 

La  corde  ou  sécante  de  contact , relative  à l'une  des  sections  coniques  cher- 
chées, s'obtiendrait  ensuite  en  joignant  à volonté,  par  une  nouvelle  droite, 
deux  quelconques  de  ces  six  |H>ints,  qui  ne  proviennent  pas  d’une  même  com- 
binaison ou  d'un  même  côté  ; ce  qui  douucrait  évidemment,  en  tout,  quatre 
droites  distinctes , renrermant , trois  à trois,  les  six  points  en  question,  et  formant, 
par  leurs  intersections  mutuelles , im  quadrilatère  complet  dont  ces  six  points 
seraient  les  sommets , et  dont  les  droites  AD , BC , CD  seraient , en  direction , 
les  trois  diagonales. 

Quant  aux  pôles  0 des  sécantes  de  contact  TT',  ils  se  trouvent  évidemment 
(4 13  et  4i^)s  deux  k deux,  sur  chacune  des  trois  paires  de  droites  analogues 
à celles  LK , IK  qui  coirespoudcntlt  AB  et  ont , pour  point  d'hiterscction ,.  le 
pôle  K de  cette  dernière  droite  et , pour  pôles , les  points  I et  L tpii  appar- 
tiennent à sa  direction.  Enllu , chacun  des  points  0 dont  il  s’agit  s’appuyant  à 
la  fois  sur  trois  des  six  droites  LK , IK  provenant  de  combinaisons  différentes , 
ces  six  droites  doivent  former  un  quadiilatère  simple  avec  ses  deux  diagonales 
ordmaircs , aux  sommets  duquel- se  trouvent  situés  les  quatre  pôles  des  sécantes 
de  contact. 

419.  L’ensemble  de  toutes  ces  relations  est  exprimé  dans  la  Fig.  60  : A, 
B,  C sont  les  trois  points  donnés,  par  lesquels  il  s’agit  de  faire  passer  tme 
section  conique  doublement  tangente  à la  proposée  ; ANP  et  AMQ,  BN"P"  et 
BM"Q" , CN'P'  et  CM'Q’  sont  les  trois  paires  de  Uiogentcs  issues  des  points  A , B,  C 
et  formant  par  leurs  rencontres  rautiicUes,  en  les  combinant  deux  à deux, 
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trois  quadrilatères  circonscrits  MKPQ,  M"N"P''0'S  analogues  à ceux  dont 

il  a etc  question  prccc'demmeut  (4 ta  et  4 >3)^  enfin  U'L",  IP'L',  n"L  et  LL'L* 
sont  les  quatre  sécantes  de  contact  cherchées,  et  O,  O*,  O",  O"'  les  pôles  qui 
leur  correspondcui  rcs|>cctivcmcnk  L'usage  des  autres  lignes  et  des  autres  points 
de  la  figure  est  (keile  â reconnaître , d'après  ce  qui  a été  dit  sur  la  Fig.  5g , puis- 
que ou  a eu  soin  d'employer  les  mêmes  letn-es , difl'éremment  accentuées , 
])our  indiquer  les  points  qui  remplissent  des  Ibnctions  analogues  i Fégard  de 
chacune  des  trois  droites  AJ),  BC  et  CD. 

On  remarquera  que  les  trob  paires  de  tangentes  issues  des  points  A,  B,  C 
ftmnciit  en  outre,  par  leurs  rencontres  mutuelles,  quatre  hexagones  dis- 
tiucts  , tels  gue  KQ"N'Q]S"Q'K,  drconscrits  à la  courbe  donnée , dont  les  trois 
(hagouaies  NQ,  K^Q",  <]ui  joignent  les  sommets  opposés  et  appartiennent 
respectivement  aux  quadrilatères  ci -dessus. mentionnés,  vont  coocotmr  (ao8 
et  4 >9)  en  l'nn  O"*  des  quatre  pôles  des  sécantes  de  contact  .cbercliées,  et 
rencontrent  celles  des  droites  AB,  AC,  BC  qui  leur  correspondent-  respective- 
ment ou  renlerment  les  points  de  concours  des  tangentes  d’où  elles  provien- 
nent , en  trois  points  1, 1',  1"  situés,  deux  par  deux  , sur  trob  des  sécantes  dont 
il  s'agit. 

Si , au  lieu  des  trob  points  A,  B,  C et  des  paires  de  tspg entes  qui  leur  appar- 
tiennent, on  considérait  les  polaires  et  les  points  de  contact  correspondans , 
on  arriverait  à des  conséquences  analogues  et  que  nous  aurons  occasion  de  repro- 
duire (4t>4)  > lorsqu'il  s'agira  du  cas  où  l'on  sc  donne  trob  tangentes  de  la  section 
qonique  qui  doit  avoir  un  double*  contact  avec  la  proposée.  Mous  verrons , 
en  elTet,  que  les  deux  questions  ont  entre  elles  une  analogie  telle  qu'ox.  peùt 
toujours  les  ramener  l'une  à l'autre  au  moyen  de  la  théorie  des  pôles. 

Au  suqilus,  toutes  ces  considérations  deviennent,  en  quelque  sorte,  évi- 
dentes , et  peuvent  se  démontrer  à priori  en  supposant , ainsi  qu'on  l'a  lait 
art.  4 >3,  la  figure  mise  en  projection,  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  que 
la  section  conique  proposée  et  l'une  de  celles  qu’on  cherche  deviennent  à la 
fob  des  circonférences  de  cercle  concentriques. 

4ao.  Les  constructions,  par  lesquelles  nous  venons  d’obtenir  les  sécantes  de 
contact  des  sections  coniques  doublement  tangentes  à une  section  conique 
donnée , et  passant  par  trob  points  connus  de  position  sur  son  plan , cessent 
d'être  applicables  quand  ces  trob  points  sont,  en  tout  ou  en  partie,  compris 
dans  l'intérieur  de  la  courbe  donnée  ; il  en  est  encore  de  même , à plus  forte 
raison , du  cas  où  deux  de  ces  points  doivent  être  imaginaires } c'est-à-dire 
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lorsque  la  droite  correspondauie  doit  être  une  sécante  idéale  commune  (34a)  à la 
section  conique  cherchée  et  à une  autre  section  conique  quelconque  donnée. 
&Iais , excepté  le  cas  où  les  points  donnés  sc  trouvent  partie  au  dedans  ^ partie 
au  dehors  de  la  courbe  proposée , lequel  ne  peut  évidemment  être  suscep- 
tible d'aucune  solution  réelle , on  ne  doit  pas  conclure  que , la  construction 
devenant  illusoire , la  section  conique  cherchée  doive , par  là  même , cesser 
d'ètre  possible  En  cITet , dans  le  cas  où  deux  des  points  donnés  sont 

imagmaires,  on  peut  toujours  (iio)  mettre  la  figure  en  projection,  sur  im 
nouveau  plan , de  façon  que  la  section  conique  cherchée  devienne  une  cir- 
conférence de  cercle  ; le  problème  se  trouve  donc  ramené , d'une  manière 
directe  et  purement  géométrique,  à cchii  où  il  s’a^  de  mener,  par  tm  point 
donné  sur  le  plan  d’une  section  conique  une^ff^on/érence  de  cercle 
qui  soit  doublement  tangente  à cette  section  coniqùe:  problème  qui  est 
évidemment  toujours  susceptible  d’une  solution  réelle , quelle  que  soit  la  si- 
.tuation  du  point  donné  sur  le  plan  de  la  courbe. 

4a  1.  Quant  au  cas  où  les  trois  points  donnés  sont  à la  fois  intérieurs  à la 
section  conique,  on  peut,  comme  dans  l'art.  4 la^  supposer  la  courbe  donnée 
et  celle  qu'on  cherche  remplacées  par  des  circonférences  de  cercles  concen- 
triques ; or  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  qu'on  peut  encore  dans  ce  cas , de 
même  que  dans  celui  qui  précède,  déterminer  directement,  et  par  des  cons- 
tructions purement  linéaires,  la  sécante'de  contacté  l'infini  et  le  centre  commtm 
des  deux  cercles , c'est-à-dire  le  pôle  de  cette  sécante. 

Soient,  en  effet,  A et  B (Fig.  6t)  deux  points  donnés  de  la  circonférence 
intérieure  , K le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle  extérieur  ; joi- 
gnons ce  pôle  aux  deux  points  donnés  par  les  sécantes  indéfinies  K.A , KB , 
rencontrant  enDetF,  EctG  respectivement  le  cercle  extérieiu-  dont  il 
s'agit,  les  cordes  DE,  GF  seront  évidemment  parallèles  4 AB,  et  concourront 
par  conséquent  avec  elle  en  un  point  L de  la  sécante  de  contact  4 l'infini  ; 
cdlcs  DG,  EF  SC  couperont,  an  contraire,  au  point  ! milieu  de  AB,  en  sorte 
que  kl  passera  par  |e  centre  commun  0 des  deux  «erdcs.  Ainsi  on  aura 
obtenu , pour  le  système  des  points  A et  B ^ les  deux  droites  IK , KL  ana- 
logues 4 celles  qui  noua  .ont  occupés  dans  l'art.  4*3  I remarquera  que 

les  nouvelles  construedons  ont , sur  les  premières',  favantage  de  s'appliquer  in- 
distinctement aux  deux  cas. 

Il  est  sans  doute  inutile  de  dire  que  la  même  opération , répétée  sur  cha- 
cune des  trois  droites  qui  joignent  deux  4 doux  les  points  donnés , produira 

3o* 


•«  f 
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■les  trois  systèmes  de  lignes  dont  les  intersections  respectives  apportiendroiit 
(4i8)  aux  pèles  des  sécantes  de  contact  clierchc'es,  lesquelles  seront  ëvidem- 
ment  encore  au  nombre  de  quatre,  aussi  bien  que  les  courbes  qui  leur  cor-' 
respoiidcnt  respectivement  (*).  Nous  avons  done  résolu  complètement  et  d'une 
manière  assez  simple , ce  semble , le  problème  gàiéral  qui  suit  : 

Par  trois  points , donnés  à volonté  sur  le  plan  dune  section  conique 
décrite^  mener ^ arec  la  règle  seulement.,  une  autre  section  conique  qui 
ait  un  double  contact  avec  la  première  P 
4aa.  Il  est  bien  digne  de  remarque  que  nous  n’ayons  employé  que  le 
trace’  de  simples  lignes  droitès  pour  résoudre  ce  problème , quand  la  section 
conique  donnée  se  trouve  décrite , tandis  que  noos  avons  été  obligés  (3oq  et 
33q)  d’employer  le  traa^d'un  cercle  auxiliaire , pour  résoudre  la  même  ques- 
tion dans  le  cas  où  cette  section  conique  dégénère  en  deux  lignes  droites. 
La  raison  en  paraîtra  ûnple^^  évidente,  si  l'on  considère  qu'on  ne  peut 
et  qu'on  ne  doit  pouvoir  résoudre  linéairement,  sur  un  système  de  lignes 
droites  données,  -que  les  problèmes  qui  ne  sont  susceptibles  que  d'une  seule 
solution , on  dont  les  solutions  multiples  sont  entièrement  séparables  de  leur 
natnre  ; et  qu'il  faut  nécessairement  le  tracé  d'une  courbe  du  second  degré , 
donnée  et  décrite  sur  le  plan  de  la  ligure,  potu-  obtenir  les  solutions  qui  ne  peu- 
vent être  s^piiécs  autrement  que  par  la  pensée. 

* 'J 

Des  sections  coniques  doublement  tangentes  à une  autre,  et  qui  touchent, 
de  plus,  trois  droites  données. 

4a'3.  La  question  qui  vient  de  nous  ocaiper,  dans  ce  qui  précède,  se  ra- 
mène directement  à la  suivante , et  vice  versé  ; 

Drois  droites  étant  données  à volonté  sur  le  plan  d’une  section  co- 
nique décrite , mener , avec  la  règle  seulement , une  autre  section  conique 
qui  touche  ces  trois  droites,  et  ait  un  double  contact  avec  ta  première  P 
En  elTet,  il  est  faeilc  de  voir,  soit  à l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques , soit  directement  au  mcyxn  du  principe  de  Part  i3i , que 

Jax  réciproque  polaire  Qi3i)  dune  section  conique  doublement  tan- 
gente à une  autre,  prise  pour  directrice,  doit  toucher  celle-ci  aiuc  mêmes 


(*)  Il  semit  aûé  de  reconnaître , d’aprdi  ceU , le  système  de»  relations  qui  lient  toutes 
CM  droites  et  tous  cm  points , soit  antra  eux  , soit  avec  les  donndM  du  problinw. 
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points  que  la  première  j ou  ^ plus  généralement  ^ doit  avoir  même  sécante 
de  contact  et  même  pôle  retatif  à cette  sécante. 

Si  donc  trois  tangentes  quelconques  de  l'une  des  sections  coniques  au  dou- 
ble contact  étaient  données,  il  sulürait,  pour  avoir  la  sécante  de  coiuact 
correspondante , de  déterminer  les  pôles  qui  appartieuucut  aux  trois  tangentes 
par  rapport  à la  section  conique  supposée  donnée  et  décrite , puis  de  se  pro- 
poser, sur  ces  trois  points,  la  question  qui  a c'té  résolue  cbdessus. 

Réciproquement , trois  points  étant  donnés , on  recherchera feiirs  polaires  par 
rapport  à la  courbe  décrite , et  la  question  sera  rameuéc.à  celle  où  Ton  se  donne 
trois  tangentes  de  la  courbe  au  double  contact.  ''' 

Mais  on  peut  aussi  opérer  directement  dans  le  cas  de  trois  tangentes,  et 
la  solution  qu’on  obtient , quand  ces  tangentes  rencontrent  à la  fois  la  section 
conique  donnée , ofire  l'avantage  d'être  très.élégante , et  de  n'exiger , en  rptel- 
que  sorte , le  tracé  d’aucune  des  lignes  aiudliaires  qui  compliquent  l'autre. 

4a4*  Soient,  en  elTet,  nq  (Fig.  58  et  59)  deux  quclcoiujucs  dc's  tan- 
gentes dont  il  s’agit,  rencontrant  eam  ci  p^netq  respectivement  la  courbe 
qui  est  donnée , et  se  coupant  mutuellement  au  point  K ^ enjoignant,  deux  à 
deux,  leurs  extrémités  par  de  nouvelles  droites,  ces  droites  .détermineront, 
par  leurs  intersections  respectives,  deux  autres  jioints  I et  L qui , avec  le  pre- 
mier K,  seront  tels  (19a)  que  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  d'entre 
eux  aura  poiir  pôle  le  troisième , par  rapport  à la  courbe'  doimée  ^ or  il  est 
aisé  de-  prouver,  par  les  considérations  dé jà  mises  en  ns-ige,  art.  4>3  et  suiv. , 
que  les  points  I et  L,  ainsi  obtenus,  apparticudroot. à la  mutuelle  intersec- 
tion de  deux  paires  de  sécantes  de  contact , tandis  que  les  droites  correspon- 
dantes IK  et  KL  renlèrmeront , deux  à deux,  les  pôles  de  ces  sécantes. 

Donc , si  Ton  opère  de  la  même  manière  sur  chacune  des  paires  de  tan- 
gentes données,  supposées  au  nombre  de  trois , on  obtiendra  simultanément 
les  quatre  sécantes  de  contact  dont  il  s’.igit  et  les  quatre  pôles  qui  léty  coi^ 
respondent  respeedvemenu  En  se  bornant  A exécuter  les  opératûm  relatives 
à deux  paires  de  tangentes,  on  voit  que  tout  se  réduira  à tracor  douze  ligues 
droites  indéfinies)  autrement,  il  en  faudrait  dix-huit:  mais  alors  les  points  1, 
L et  leurs  analogues  seront , trflis  par  tro'is , en  ligne  droite , et  les  droites  IK , 
KL,  prises  daiw  un  certain  ordre,  concourront , trois  i trob , en  un  mêine^inty 
comme  Findique  déjà  U Fig.  Go  ) d'ailictus  les  droites  et  les  points,  ainsi  obtenus^ 
seront  les  quatre  sécantes  de  contact  clicrchéca.  et  les  quatre  p^es.  qui  Icim 
eorrespondent  respecbvemeaiÿ..  — ^ - 
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L’cnfiemble  de  ces  relations  est  exprime  par  la  Fig.  6a , dans  laquelle  mp , 
nq,  rs  sont  les  trois  tangentes  donne'es,  terminées  anx  points  de  leur  in- 
tci'sectkm  avec  la  section  conique  que  doit  toucher  celle  qu'on  cherche.  Les 
douse  droiies,  qui  joignent  deux  à deux  ces  cittrémités,  forment,  comme  on 
le  voit , quatre  hexagones  inscrits , analogues  à celui  mnrpqsm  dont  les  dia- 
gonales, joignant  les  sommets  opposés,  sont  précisément  les  trob  tangentes 
données , et  dont  la  droite  LL'L"  qui  renferme  les  points  de  concours  des 
côtés  pareillement  opposés  (aoi)  est  évidemment,  d’après  ce  qui  précède,  une 
des  sécantes  de 'contact  cherchées.  On  voit,  en  outre,  qu’au  moyen  de  l’un 
quelconque  de  ces  hexagones,  on  obtiendra  directement  les  quatre  pôles 
0,  O',  O",  O”',  de  CCS  sécantes  : en  cfiet , en  joignant  chacun  des  points  de  con- 
cours L , L',  L"  des  côtés  opposés  de  cet  hexagone  avec  celui  des  points  d’in- 
tersection K , K',  K"  des  tangentes  dont  il  provient , on  formera  un  triangle 
00*0”  dont  les  trois  sommets  feront  partie  des  pôles  dont  il  s’agit;  en  joi- 
gnant ensuite  chaque  sommet  avec  celui  des  points  K , K',  K"  qui  appartient 
au  côté  opposé , on  obtiendra  trois  droites  qui , d’après  ce  qui  précède  , vien- 
dront concourir  au  quatrième  |)ôlc  O"*,  lequel  appiartient  précisément  à la 
droite  LL'L"  que  l’on  considère  en  particulier. 

Au  surplus ,'  fanalogic  qui  règne  entre  la  figure  qui  nous  occupe  et  la  fi- 
gure 6o  est  facile  k saisir  ; et,  en  les  rapprochant  entre  elles,  on  aura , comme 
on  voit , Tensemblc  des  propriétés  qui  peuvent  appartenir  à trois  points  A,  B, 
C , donnés  k volonté  sur  le  plan  d’une  section  conique , et  aux  polaires  mp, 
nq , rs  de  ces  trois  points. 

Cas  où , les  droites  données  étant  au  nombre  de  deux  seulement , l'un  des 
points  de  contact  des  deux  courbes  est  assigné,  se  confond  avec  Vautre, 
ou  est  variable  avec  lui  sur  Vune  de  ces  courbes, 

. « 

4a5.  Les  considérations  qui.  viennent  de  nous  occuper,  relativement  au  cas 
général  où  l’on  se  donne  trois  tangentes  de  la  section  conique  au  double 
contact,  s’appliquent  paiement  bien  aux  questions  analogues  k celles  qu’oo 
t’est  proposées  art.  4i6  et  4>7  ’ supposons,  pH  exemple,  qu’on  ne  se  donne 
que  deux  tangentes  mpetnq  (Fig.  5g)  de  la  section  conique  cherchée,  et  qu’on 
demande  que  cette  section  conique  soit  osculatrice  du  troisième  ordre  avec 
la  proposée  ; tout  consistera  évidemment  (4a4) , pour  avoir  les  points  d’os- 
culation et,  par  suite,  les  dilTérentes  courbes  qui  résolvent  le  problème,  à 
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mener,  dea  point!  1 et  L obtenus  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  denx  paires 
de  tangentes  à la  courbe  donnée , lesquelles  auront  pour  points  de  contact 
les  points  demandés , qui  seront  par  conséquent , en  général , au  nombre  de 
quatre , aussi  bien  que  les  osculalrircs  qui  leur  correspondent  respectivement  ^ 
et,  comme  les  droites  LK,  IK  sont  les  polaires  des  points  I,  L dont  il  s’agit, 
les  quatre  points  d’osculation  sc  trouveront  précisément  à l'intersection  de  ces 
deux  droites  et  de  la  courbe  donnée.  ^ 

On  voit  d'ailleurs,'  d’après  ce  qui  a été  dit  d-dessus  (4^3)^  ce  qu'il  y aurait 
i faire  dans  ^ cas  où  les  tangentes  mp  et  nq  ne  rencontreraient  plus  cette 
courbe.  Ainsi , excepté  le  cas  où  les  tangentes  données  ne  sont  qu’en  partie 
extérieures  à la  section  copique  proposée , on  pourra  toujours  résoudre  gra- 
phiquement ce  problème , qui  est , en  quelque  sorte , le  rédproqiic  de  celui 
qui  nous  a déjà  occupés,  art.  4 ■ 7 • 

Mener  une  section  conique  osculatrice  du  troisième  ordre  à une  autre 
section  conique  décrite , et  qui  touche , de  plus , deux  droites  données 
de  position  sur  son  plan , le  tout  en  n' employant  que  la  règle. 

4 36.  On  déduit  encore,  des  considéradons  qui  précèdent,  ce  théorème 
analogue  à celui  de  fart.  4>3  : 

Si  [on  fait  varier  une  conique , assujettie  à toucher  deux  droites  don- 
nées mp,  nq  {Fig.  5g)  et  à aroir  un  double  contact  avec  une  autre  section 
conique  quelconque  mnp  donnée  de  position  sur  le  plan  de  ces  droites , 
la  sécante  de  contact  TT,  réelle  ou  idéale^  pivotera  sans  cesse  sur  un 
point  fixe  L,  placé  sur  la  polaire  du  point  d’intei^seetion  K des  tan- 
gentes mp  et  nq de  plus,  le  point  L sera  aussi  celui  autour  duquel  pivote 
la  corde  de  contact  relative  à ces  tangentes. 

Comme  il  y a deux  séries  distinctes  de  sections  cooiqties  an  double  contact , 
il  existe  aussi  deux  points  I et  L , placés  sur  la  pob'ire  de  K qui  renferme  les 
pdlcs  A et  B des  tangentes  données , autour  desquels  pivotent  respeedvement 
les  deux  séries  de  sécantes  de  contact  d'espèces  différentes^  or  il  est  aisé  de 
reconnaître  (4 ta  et  suiv.)  que  ces  points  divisent  à la  fois  en  segmens  harmo-  , 
niques , smt  la  distance  AB  comprise  entre  les  deux  pôles  dont  il  s’agit , soit 
celle  comprise  entre  les  tangentes  mp  et  «q  qui  leur  correspondent,  soit  enOn 
la  corde  interceptée  par  la  sccdon  conique  proposée  sur  la  droite  AB,  lors- 
que cette  corde  est  possible. 

Ou  voit , ce  qu’il  y aurait  à faire  pour  résondie  cet  autre  problème  : 

Inscrire  dans  un  angle  donné,  une  conique  doublement  tangente  à une 
conique  décrite , et  dont  F un  des  points  de  contact  soit  assigné. 
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Des  sections  coniques  doublement  tangentes  au  sy  stème  de  deux  sections 
données  sur  un  plan. 

4ay.  Les  Üiëorèmcs  qui  précèdent  sont  susceptiLlcs  d'une  extension  beau- 
coup plus  grande , eu  remplaçant  les  deux  tangentes  données  par  luie  section 
conique  quelconque. 

Soient  M , N , P , Q (Fig.  63)  les  quatre  points  où  se  coupent , en  ge'néral , 
les  deux  sections  coniques  proposées  que  doit  envelopper  ou  toucher  dou- 
Ijlemunc  celles  qui  sont  variables  ^ soient  K , L , I les  trois  points  où  se  coupent , 
deux  à deux  (36o),  les  sécantes  conjuguées  communes  passant  par  les  points 
M , N , P,  Q 1 considérons  d'abord  l'une  quelconque  TtT  des  sections  coniques 
enveloppes,  touchant  en  T et  T,  l et  é respeedvenent  les  proposées  t et 
soient  R et  r les  pôles  des  cordes  de  contact  TT',  tè.  Si  l'on  met  la  figure 
eu  projection,  sur  un  nouveau  plan,  de  ihçon  (i  to)  que  la  section  conique 
cut  eloppe  devienne  un  cercle  et  que  la  droite  Rr,  qui  renferme  les  deux 
pôles  en  question,  passe  à l'infuii,  les  cordes  de  contact  TT,  lé  devien- 
dront des  diamètres  de  ce  cercle , contmuns  .aux  sections  conirjues  proposées, 
et  jjar  conséquent  le  point  d'intersection  de  ces  diamètres  sera  à la  fois  le 
Centre  de  ce  cercle  et  de  ces  sections  coniques  ; ce  sera  donc  aussi  (363)  l'un 
des  trois  points  de  concours  K des  sécantes  conjuguées  communes  qui  appar- 
tieuntmtà  ces  dernières,  ct’parUintla  droite  Rr,  qui  est  la  polaire  de  ce  point, 
renfermera  les  deux  autres  points  de  concours  I et  L (36o).  Or  de  là  résulte 
immédiatement  ce  théorème  : 

Si  une  section  conique  quelconque  a un  double  contact  avec  deux  autres 
sections  coniques  données,  les  sécantes  de  contact  iront  concourir  en 
r un  des  trois  points  dé  concours  des  sécantes  conjuguées  communes  à 
ces  sections  coniques , et  par  çonséquent  leurs  pôles  respectifs  seront  placés 
sur  la  droite  qui  renferme  les  deux  autres  de  ces  trois  points. 

4a8.  Cette  proposition  a été  démontrée,  d'une  autre  manière,  par  M.  Chasles, 
à la  pag.  338  du  tom.  III  de  la  Correspondance  Polytechnique  : il  s’en  est 
servi , avec  succès , pour  établir  un  théorème  de  Monge  sur  les  surfaces  du 
second  degré  qui  en  enveloppent  une  troisième  (*).  Au  reste,  si  l'on  joint 
à cette  proposition  tout  ce  qui  a etc  dit  (i86)  sur  les  quadrilatères  inscrits  et 

(*)  Voyes  le  Supplément,  à le  fin  de  l’ouvrage,  art.  6oi. 
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circoiMcrits  aux  coniques  et  sur  le  pôle  cl  la  polaire;  si  l'on  y ajoute  aussi  les 
propiictés  (les  articles  3Go  et  3Ca , ou  aura  à peu  près  le  S)'sième  de  celles 
(|ui  appartiennent  à une  ou  pluscurs  sections  coniques  qui  en  enveloppent 
à la  foiLdeux  autres,  ou  ont  un  double  contact  avec  clianitic  d'elles. 

Toutes  ces  propiiétés  se  deduiscnit  d'ailleurs  directcnumi  du  la  projection 
de  la  figure  dont  il  a e'té  fait  mention  ci-dessus,  puisque  tout est  S3 métrique 
par  rapport  au  po'int  K,  devenu  centre  cotninuu  des  trois  courbes. 

Comme  il  y a trois  points  de  concours  I , K , L des  sécantes  conjuguées 
communes  aux  deux  sections  coniques  proposées , il  existe  aussi  üxiis  SQ'stènies 
distincts  de  sections  couitpics  doublement  tangentes , dont  les  points  de  contact 
ap|>artieimcnt  à des  combinaisons  d'arcs  dilTcrcinmcntsitués,  et  qui  sont  faciles 
à reconnaître , pour  chacun  des  points  I , K , L , puisipie  les  cordes  de  contact 
appartenantes  à ces  arcs  doivent  concourir  au  ])oint  dont  il  s'agit.  Maintenant , 
si  l'on  suppose  que  l'on  fasse  vaiicr  les  sections  coni(pies  d'un  même  système, 
il  en  résultera  cet  énoncé  général  «juc  nous  avions  eu  vue  dans  ce  <pii  précède  ; 

Les  trois  ^stèmes  distincts  de  sections  coniques^  à la  fois  doublement 
tangentes  à deux  sections  coniques  données  de  position  sur  un  plan^ 
sont  tels  que ^ pour  chacun  d'eux,  les  cordes  de  contact  correspondantes 
pivotent  sur  un  point  fixe , placé  à t intersection  de  F un  des  trois  systèmes 
de  sécantes  conjuguées  communes  des  sections  coniques  proposées. 

Quand  on  suppose  tpi' une  ou  deux  des  cnnicpies  proposées  dégéuérciil  en 
lignes  droites , on  retombe  évidemment  sur  les  propriétés  des  art.  403  et  436. 

439.  Les  considérations  de  la  projection  centrale  conduisent  également  à 
la  proposition  suivante , qui  est  une  extension  du  théorème  de  l'art.  4 13  : 

c Supposons  (]ue,  deux  sections  conitpies,  <pie  je  nommerai  (0)  et  (0') , ayant 
> une  sécante  commune , on  en  trace  une  infinité  d'autres  ejui , passant  par  deux 
» memes  points  quelcon<pies  A,  B de  la  direction  de  celle  sécante,  aient  un 
» double  contatn  de  même  espèce , soit  avec  (0),  soit  avec  (O*)  ; je  dis  (pie 
» les  cordes  de  contact,  relatives  è l'un  et  à l’autre  de  ces  systèmes,  pivoteront 
» touUis  sur  les  mêmes  points  de  la  direction  de  AB.  » 

Pour  le  démoptrer , il  suO'it  de  supposer  la  ligure  en  projection,  sur  im  nou- 
veau plan,  de  façon  (133)  que  les  sections  conitpies  des  deux  systèmes  dont 
il  s'agit  deviennent  des  cercles,  pour  lesqueb  la  sécante  commune  AB  passe 
à rinfini;  car,  celles  (0)et((y),  qui  sont  données  de  position  et  ont  aussi  AB 
pour  sécante  commune,  devenant  en  même  temps  (laS)  s.  cl  s.  p. , les  cordes 
de  contact  des  deux  séries  de  celles  tangens  à l’une  et  à l’autre  de  ces  sections 
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coniques  seront  respectivement  parallèles  à leurs  axes  principaux^  on  con- 
courront aux  mêmes  points  de  la  droite , è riniini , qui  représente  AB  dans  la 
première  figure. 

Cette  proposition , qui  s'applique  évidemment , comme  les  précédentes , au 
cas  où  l'on  remplacerait  une  ou  plusieurs  sections  coniques  par  des  systèmes 
de  lignes  droites  indcllnies , aurait  pu  s'établir  directement , sans  recourir  aux 
principes  de  la  projection  centrale , en  remarquant  que  les  points , autour  des- 
quels pivotent  les  sécantes  de  contact  de  l’un  et  l’autre  i^stèmes , doivent  diviser 
à la  fois  harmoniquement  (4  >5)  la  corde  AB  commune  à ces  systèmes  et  celle 
qui , sur  la  direction  de  A£,  est  également  commune  aux  deux  sections  coni- 
ques proposées. 

Considérations  relatives  au.  cas  où  F on  connaît , soit  un  point  et  deux 
tangentes,  soit  une  tangente  et  deux  points,  de  la  section  conique 
doublement  tangente  à une  autre. 

43o.  Je  reviens  maintenant  au  problème  ou  il  s’agit  de  déterminer  une 
section  conique  doublement  tangente  à une  section  conique  donnée , et  assu- 
jettie à remplir,  en  outre , certaines  conditions. 

D’après  ce  qui  en  a déjà  été  dit  dans  ce  qui  précède , il  ne  reste  plus  évi- 
demment qu’à  s’occuper  des  cas  où  l’on  se  donnerait , soit  deux  points  et  ime 
tangente , soit  deux  tangentes  et  un  point  de  la  section  conique  cherchée  : 
or  ces  cas  ne  peuvent  se  traiter  directement  comme  ceux  des  art.  4^  i et  4^3, 
ou,  au  moins,  exigent  des  principes  essentiellement  différens. 

A la  vérité , au  moyen  du  ^stème  des  deux  tangentes  ou  des  deux  points 
doimés,  on  trouve  encore  (4i3,  43i,  etc.)  deux  points  I et  L (Fig.  5q),  par 
lesqueb  doivent  passer  les  sécantes  de  contact , et  deux  droites  IK  et  KL  renfer- 
mant les  pôles  correspondans  de  ces  sécantes  ; mais  il  est  impossible  d’obtenir, 
de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  considérations,  soit  d’autres  droites , soit 
d’autres  points  appartenans  à ces  pôles  ou  à ces  sécantes. 

Toutefois,  s'il  est  impossible  de  déterminer,  à priori , ces  sécantes  et  leurs 
pôles , on  peut  au  moins  trouver,  soit  un  second  point  de  chacime  des  courbes 
qui  résolvent  le  problème , quand  un  seul  est  donné , soit  une  seconde  tan- 
gente de  cette  courbe , quan^  une  scnle  tangente  est  donnée. 

En  elTct , ayant  obtenu  les  deux  points  I et  L ainsi  que  les  droites  KL  et 
IK  qui  leur  correspondent,  on  remarquera  que,  le  point  L étant,  en  par- 
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tirulicr,  celui  autour  duquel  pivotent  les  sécantes  de  contact  de  l'imc  des  séries 
de  coniques  doublement  tangentes  à la  proposée  mn/>,  qui  remplissent  les  deux 
premières  conditions  du  problème , celle  de  toucher  deux  droites  ou  de  passer 
par  deux  points,  donnés^  on  remarquera,  dis-je,  que  IK  est  à la  fois  (4 13  et 
4a4)  la  polaire  du  point  L,  soit  par  rapport  à la  courbe  proposée,  soit  par 
rapport  à l’une  quelconque  de  celles  qui  font  partie  de  la  série  dont  il  vient 
d’être  parlé  j de  sorte  que  toute  transversale  passant  par  ce  point  rencontrera , 
soit  chacune  des  deux  courbes,  soit  deux  tangentes  quelconques  de  Time  d'elles, 
qui  auraient  leurs  points  d'intersection  sur  IK,  en  deux  points  dont  la  distance 
devra  être  dhisée  harmoniquement  (194)  au.  point  L et  au  point  de  sa  ren- 
contre avec  IK. 

Supposant  donc  qu'on  ait  soit  un  point , soit  une  tangente  quelconque  de 
l'une  des  deux  courbes , il  ne  sera  pas  diflicile  d'obtenir  linéairement  ua  second 
p>oiut  ou  une  seconde  tangente  de  cette  courbe,  au  moyen  du  point  L et  de  sa 
polaire  IK  : toutes  ces  remarques  et  ces  constructions  deviennent  d’ailleurs 
évidentes,  à priori,  quand  on  considère  la  projection  des  deux  courbes  sui- 
vant deux  cercles  concentriques  (Fig.  58). 

Ainsi , par  ce  qui  précède , on  aura  à la  fois  deux  pomts  et  deux  tangentes 
de  celles  des  courbes  cherchées  dont  les  sécantes  de  contact  passent  par  le 
point  L,  et  l’on  en  obdeudrait  tout  autant  pour  celles  dont  les  sécantes  de 
contact  passent , au  contraire , par  le  point  I j mais  on  remarquera , sans 
doute , que , pour  avoir  trouvé  un  nouveau  point  ou  une  nouvelle  ningcutc 
de  chacun  dei  ^stèmes  distincts  des  sections  coniques  cherchées , on  n'a  pas 
pour  cela  avancé  de  beaucoup  la  solution  du  problème  ^ car  il  est  visible  qu'on 
n'aura  encore  aucun  moyen  d'obtenir  d’autres  points  des  sécantes  de  contact 
que  ceux  1 et  L. 

n n’en  serait  plus  de  même  si , au  lieu  de  deux  tangentes  et  un  point  ou 
de  deux  points  et  une  tangente , on  s'était  donné  , à la  fois , soit  trois  tan- 
gentes , soit  trois  points  ; car  chaque  paire  de  ces  tangentes  ou  de  ces  points 
fournissant , au  moyen  des  points  I et  L qui  lui  correspondent , deux  nouvelles 
tangentes  ou  deux  nouveaux  points,  on  aurait,  en  tout,  neuf' tangentes  ou 
neuf  points  qui , prû  six  è six  dans  un  certain  ordre , appartiendraient  aux 
quatre  sections  coniques  distinctes  qui  résolvent  le  problème.  On  aurait  doitc 
ainsi  une  nouvelle  solution  des  problèmes  déjà  résolus  aux  art.  4t^  4^i 

laquelle  donnerait  lieu  à des  remarques  non  moins  intéressantes  que  celles  que 
nous  avons  eu  occasion  de  Ctirc  alors.  Comme  il  est  facile  d^  arriver  au 
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moyen  de  tout  ce  qui  précède , nous  les  supprimerons , dans  la  crainte  d’alonger 
par  trop  ce  chapitre , ou  U nous  reste  beaucoup  de  choses  essentieQcs  à dire. 

Nouvelles  propriétés  de  la  section  conique  doublement  tangente  à une 

autre  ^ et  description  de  cette  courbe  par  t intersection  continuelle  de 

ses  tangentes. 

43 1.  Les  considérations  qtii  viennent  de  nous  occuper  ne  pouvant  suffire 
pour  résoudre  les  questions  où  l’on  se  donne  deux  tangentes  et  un  point  ou 
deux  points  et  une  tangente  de  la  section  conique  au  double  contact , nous 
sommes  nanircllement  amenés  à exposer  quelques  nouveaux  principes  touchant 
les  lignes  du  second  ordre  qui  ont  ime  sécante  de  contact  commune  ; nous 
venons,  dans  la  suite,  comment  ces  mêmes  principes  peuvent  conduire  sim- 
plement aux  propriétés  des  foyers  des  sections  coniques  et  à celles  des  poly- 
gones variables  qui  leur  sont  inscrits  et  drconscrits. 

Soit  0 (Fig.  64)  le  centre  commim  des  deux  cercles  concentriques , pro- 
jections des  deux  sections  coniques  au  double  contact  que  l'on  considère  ; soit 
AB  une  corde  quelconque  inscrite  k celui  qui  est  extérieur,  et  touchant  l'autre 
au  |)oIut  t,  milieu  de  AD;  soit  enfin  ACB  un  angle  inscrit  à la  circonférence 
extérieure , et  dont  les  côtés  s’appuient  aux  extrémités  A et  B de  la  corde  dont 
il  s'agit  ; il  est  évident  que , si  l’on  fait  mouvoir  cet  'angle  de  façon  qu’il  de- 
meure toujours  inscrit , et  que  scs  côtés  restent  cohstamment  paraüèlcs  à eux- 
mêmes  , ou  pivotent  sur  des  points  fixes  P , F placés  sur  la  sécante  de  con- 
tact , à l’infini , commune  aux  deux  cercles , U est  évident , dis-je , que  la  corde 
AB  roulera , de  son  côté  , sur  la  circonférence  du  cercle  qtii  lui  correspond. 

Ces  conséquences  pouvant  s’étendre,  d’une  manière  analogue,  au  cas  de 
deint  sections  coniques  doublement  tangentes  (»  38),  il  en  résidte  un  moj  cii 
irès-rimplc  de  construire  l’une  des  courbes  par  Tautre  et  par  rintcrscction 
continuelle  de  ses  tangentes.  Car  AB  (Fig. 65)  étant  Tune  de  ces  tangentes, 
terminée  à la  courbe  extérieure,  TT'  la  sécante  commune  de  contact , réelle 
ou  idéale , si , d’un  point  quelconque  C de  cette  courbe , on  mène  les  droites 
CA  et  CB  aux  extrémités  de  la  corde  AB,  elles  couperont  la  direction  de  TT' 
aux  points  P etP',  qni  seront  tels  qu’en  faisant  mouvoir  l’angle  inscrit  ACB  de  façon 
que  ses  côtés  pivotent  respectivement  sur  chacun  de  ces  po'mls , la  corde  AB , 
qui  le  sotis-tend , demeurera , dans  toutes  scs  positions , tangente  à la  section 
conique  intérieure.  Ce  théorème,  quj  nous  sera  utile,  peut  s’énoncer  ainsi  : 
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Un  trimigle  ABC  étant  inscrit  à une  section  conique  quelconque,  si  on 
vient  à le  faire  varier  de  façon  qu’étant  toujours  inscrit , deux  de  ses 
côtés  C.\ , CB  pivotent  constamment  sur  les  points  fixes  P et  l",  pris  ar- 
bitrairement sur  leurs  directions  respectives  f le  côté  libre  AB  envelop- 
pera , dans  toutes  scs  positions , une  autre  section  conique , ayant  avec 
la  première  un  double  contact,  téel  ou  idéal,  suivant  la  droite  PI"  qui 
renferme  les  deux  points  fixes  dont  il  s’agit. 

43a.  Il  résulte  de  ce  tliéorèmc,  qii’ajant  une  fois  ronstniit,  au  moyen  des 
deux  |>oIuis  donnes  P,  I",  un  triangle  qucleonque  ABC , on  trouvera  autant 
d'autres  st  stèæs  de  points  lixes  que  l'ou  voudra , qui  donneront  tous  lien  à la 
même  courbe;  car,  en  formant,  A volonté,  un  nouveau  triangle  inscrit 
.ABC'  qui  ait  le  côté  AB  en  commun  avec  le  premier,  scs  deux  autres  côtés 
AC',  BC'  iront  rencontrer  la  droite  indétinic  PI"  aux  points  p et  />',  qui  pour- 
ront être  pris  pour  les  nouveaux  pôles  ou  points  fixes , sans  que  la  courbe , 
ainsi  constniitc , varie  ; puisqu’on  touchant  AB  comme  la  première , elle  aura 
encore  les  ])oiuts  de  contact  T et  T'  en  commim  avec  elle  (191).  La  même 
cijose  résulte  d'ailleurs  de  la  projection  ct-dessus  de  la  figure. 

Il  est  dair  que  l’un  des  points  p,  pi  peut  être  choisi , à volonté , sur  la  droite 
PF,  et  que  Pautre  s’ensuit  nécessairement  au  moyeu  de  la  construction  qui 
précède.  Or  cette  remarque  conduit  immédiatement  au  théorème,  sur  les 
quadrilatères  inscrits,  déjà  démontré,  de  plusicuis  manières  diirérentes,  dans 
la  section  H (180,  37601287),  et  sur  lequel  il  devient  ainsi  inutile  d'insister 
davantage  ]>our  le  moment. 

433.  Si  l'on  voulait,  dans  le  cas  ci-dessus,  déterminer,  pour  chaque  posi- 
tion de  la  tingente  mobile  AB,  le  point  t où  elle  toiiche  la  courbe  d'enveloppe , 
on  y parviendrait  aisément  au  moyen  des  points  fixes  P,  1"  qui  dirigait  le 
mouvement  de  l'angle  ABC;  car,  dans  La  projection  (Fig.  fif)  de  cette  courbe 
et  de  la  proposée  suivant  des  cercles  concentriques,  le  po'mt  t occupant  le 
milieu  de  la  conle  AB,  si  l’on  mène , par  les  extrémités  de  celte  corde , les 
droites  BP,  AF  parallèles  aux  côtés  AC  et  BC  de  l’angle  correspondant  C , et 
concourant  par  conséquent  avec  eux  sur  la  sécante  de  contact  à r'infini , 
elles  donneront  lien  au  parallélogramme  ACBB,  dont  la  diagonale  CR  passera 
par  le  point  t dont  il  s’agit.  Tirant  donc , dans  la  Fig.  65 , les  droites  AF  et 
BP,  dics  se  croiseront  en  un  point  R de  la  droite  Ct  qui  renicrme  le  point 
de  contact  de  .AB  avec  l’enveloppe. 

434.  Li  proposition  de  Part.  43 1 donne  évidemment  lieu  à la  réciproque 
suivante , qui  poiurait  d'ailleurs  se  démontrer  de  la  même  manière  : 
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Un  iriangUf^C  étant  inscrit  à une  conique^  si  on  vkfU  à le  faire 
varier  de  telle  sorte  demeurant  toujours  inscrit  à la  mime  courbe^ 
l'ua^  AB,  de  ses  côtés  enveloppe  continuellement  une  autre  conique^  cgrant 
un  double  contact  avec  la  prenüère  suivant  la  direction  de  TT,  tan/üs 
qu’un  autre  côté  quelconque  kC  pivote  sans  cesse  sur  un  point  fixe  V 
placé  sur  cette  direction;  le  dernier  »6té  BC  du  triangle  pivotera,  aussi 
constamment  sur  un  troisième  point  fixe  P'  placé , de  même  que  le  premier, 
' sur  la  direction  TT'  dont  il  s'agit. 

(l  * 

Description  de  la  section  conique  doublement  tangente  à une  autre  par 
le  mouvement  continu  d'un  point. 

435.  Supposons  maintenant  qu'on  drconacrive  à la  courbe  proposée  un 
triangle  abc,  dont  les  côtés  touchent  cette  courbe  aux  sommets  du  triangle 
inscrit  ABC  -,  il  est  visble  que , dans  le  mouvement  de  ce  dernier  triangle , les 
sommets  a et  b,  qui  sont  les  pôles  respectifs  des  cordes  de  contact  AC  et  BC , 
décriront  des  droites  OM  et  OM',  polaires  (tgS)  des  points  fixes  P et  1“ , et  se 
rencontrant  au  point  0 ^ pôle  de  la  sécante  de  contact  TT'  des  deux  sections 
coniques  d-dessusj  quant  au  dernier  sommet  c,  il  décrira  évidemment  une 
troisième  section  conique , polaire  réciproque  (a3i)  de  celle  qu’enveloppe  AB 
dans  son  mouvement,  et  ayant  même  sécante  de  contact  TT  avec  la  pro- 
posée. 

On  s’en  rendra  raison  à priori,  en  se  reportant  à la  Fig.  64,  projection 
de  celle  qu’on  conridère  ; car , tandis  que  la  corde  mobile  AB  roule  sur  un 
cercle  concentrique  au  proposé , les  sommets  a et  ô du  triangle  circonscrit 
abc  décrivent  des  diamètres  OM  , OM',  et  le  dernier  sommet  c parcourt , en 
vertu  du  même  mouvement,  un  troisième  cercle  concentrique  aux  deux 
autres. 

Comme  les  points  fixes  P,  T (Fig.  65),  qui  dirigent  le  mouvement  des  côtés 
de  l'angle  inscrit  ACB , sont  arbitraires , les  directrices  OM  et  OM',  polaires 
de  ces  points  par  rapport  à la  courbe  donnée , le  sont  également  \ on  peut 
donc  déduire,  de  ce  qui  précède,  ce  nouveau  théorème  : 

Si  un  triangle  abc , perpétuellement  circonscrit  à une  section  conique 
quelconque,  est  assujetti  à avoir  constamment  deux  de  ses  sommets  a 
et  b sur  deux  directrices  droites  OM  et  OM',  dailleurs  arbitraires,  le  troi- 
sième sommet  c parcourra , dans  toutes  ses  positions , une  autre  section 
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conique^  ayant  un  double  contact  avec  la  première^  suivant  la  droite 
qui  est  la  polaire  du  point  tf intersection  0 des  deux  directrices. 

Cette  propoaition  est  éTidemmcnt  susceptible  d’une  réciproque  analogue  à 
ccUc  de  l’art.  43-{  » dont  elle  pourrait  d'ailleurs  se  déduire  directement  au 
moyen  de  la  théorie  des  pôles. 

436.  De  même  qu’il  y a une  inllbité  de  systèmes  de  points  directeurs  P et 
V^p  ex  pl^  etc. , à l’aide  desqueb  on  peut  tracer  la  courbe  enveloppe  de  AB , 
de  même  aussi  il  y a une  infinité  de  systèmes  de  directrices  correspondantes 
OM  et  OM',  propres  à construire  une  même  courbe  par  le  mouvement  du  som- 
met c J mais  tous  ces  ^stèmes  ont  évidemment  le  pomt  0 commun.  On  voit , 
au  itirplus , ce  ' qu’il  y aurait  à faire  si , une  directrice  quelconque  étant  don- 
née , on  soûlait  trouver  celle  qui  lui  est  conjuguée  j et  l’on  remarquera , 4 ce 
sujet , qu’à  une  même  directrice  OM,  ou  4 un  taême  pôle  P,  il  en  correspond 
toujours  deux  autres  qui  hii  sont  respectivement  conjugués,  selon  la  façon 
dont  on  construit  les  triangles  ABC,  abc  au  moyen  de  ce  premier  pôle  et 
de  cette  première  directrice. 

' Cas  où  la  courbe  décrite  se  réduit  à un  point  ou  dégénère  en  des  droites. 

437.  La  section  conique  qu'enveloppe  le  côté  AB  du  triangle  inscrit  ABC 
se  réduira  évidemment  (19a)  au  pomt  O,  pôle  de  PP,  quand  les  deux  points 
P et  P seront  tels  que  « la  polaire  de  l’un  quelconque  d’entre  eux  p.-issera 
» par  Pautre.  » Pareillement , quand  les  deux  directrices  OM,  OAi'  auront  été 
choisies  de  façon  que  chacune  d'elles  passe  réciproquement  par  le  {)ôle  de 
Pautre , la  section  conique , parcourue  par  le  sommet  c du  triangle  mobile  et 
droonscrit  oôc,  dégénérera  en  une  simple  ligne  droite  (>9a),  qui  sera  la  sé- 
cante de  contact  elle-même , ou  la  polaire  du  pomt  d’intersection  O de  ces 
directrices. 

Il  résulte  de  là  des  paradoxes  assez  étranges;  car,  puisque  l’une  et  Pautre 
des  deux  courbes 'engendrées,  soit  par  la  droite  AB,  soit  par  le  point  c,  doi- 
vent avoir  un  double  contact,  suivant  kt  ligne  PP,  avec  la  section  conique 
proposée,  on  est  conduit  à admettre  qu’une  droite  et  un  point  peuvent  avoir 
tm  double  contact  avec  une  section  conique ,'  ce  qui  parait  tout-à-fait  absurde. 

Mais,  en  premier  lieu  , on  peut  très-bien  concevoir  qu’une  section  conique, 
dotiblement  tangente  en  T et  T'  à une  autre , se  induise  4 une  portion  finie 
Ou  infinie  de  ligne  droite,  quand  c’est  une  ellipse  on  ime  parabole,  et  à deux 
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|K>rtJons  infinie*,, et  non  ooniigues  d'une  pareille  droite , qu.md  c'est  une  Ly- 
pcrbole  : il  suQit,  pour  cela,  de  supposer  que,  l’un  des  axes  de  la  courbe 
dcineuraut  le  même , l'autre  devienne  inliuinicut  petit , de  façon  que  la  courbe 
s'applatisse  le  loug  du  premier. 

En  second  lieu,  im  point  se  trouvant  dans  l’intcncur  d'une  section  conique, 
peut  très-bien  être  censé  avoir  im  doubla  contact  idéal  avec  elle , suivant  la 
(lolairc  qui  lui  coiicspond,  pouivu  qu'on  le  considère  lui-même  comme  ime 
section  couique  inliniment  petite  j au  conü-aire , s'il  est  extérieur  à cette  courbe , 
lâ-sccantc  de  contact  ou  polaire  coircspoudante  donmiut  deux  points  d'inter- 
sectiou  réels,  il  iàudra  nécessaircmcui  le  regarder  comme  le  sommet  d’ime 
hyperbole  qui  s'est  confondue  avec  les  deux  tangentes  issues  de  ce  point,  ou 
avec  scs  asymptotes  ^ et  en  cllèt , dans  ce  cas , toutes  les  tangentes  à l'faj'pcrbole 
liassent  (184, note)  par  le  sommet  de  l'angle  de  ces  asymptotes,  qui  re- 
préseute  ainsi  les  deux  sommets  réels  de  la  courbe,  réunis  en  un  seul. 

Quand  le  système  des  tangentes  qui  enveloppent  une  section  conique  vient 
à passer  par  un  même  point , on  ne  doit  donc  pas  toujours  regarder  la  courbe 
comme  une  section  conique  qui  s'est  elle-même  réduite  à ce  point  ÿ car  ce 
qui  précède  prouve  qu’elle  peut,  dons  certains  cas,  se  réduire  aussi  au  ^s- 
tème  de  deux  droites  passant  par  ce  point,  et  qu’il  n'y  a de  dilTércnce  entre 
les  deux  cas,  qu’en  ce  que,  dans  le  premier,  ces  droites  sont  imaginaires 
et  qu'elles  sont  réelles  dans  le  second  : les  conditions  particulières  du  système 
primitif  et  la  loi  de  continuité  sufllront  d'ailleurs  pour  lever  les  doutes  dans 
chaque  cas. 

Remarques  relatives  aux  théorèmes  qui  précèdent^  et  extension  de  ces 
. , mêmes  théorèmes. 

438.  Puisque,  dans  le  tliéorèmc  ci-dessus  (43 1),  la  courbe  qu’enveloppe 
le  côté  variable  et  mobile  AB  (Fig.  65)  a un  double  contact  avec  la  section 
conique  proposée  à laquelle  est  inscrit  ce  côté,  elle  doit  jouir,  & l’égard  de 
celle-ci , de  toutes  les  propriétés  exposées  dans  les  précedens  articles  sur  les  , 

sections  coniques  au  double  contact  : ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considère 
un  second  côté  A'D'  tangent  à la  courbe  d’euveloppe , les  droites  AB',  BA', 
qui  joignent  les  extrémités , d'espèces  différentes , de  ces  côtés , devront  con- 
courir constamment  en  un  point  L de  la  sécante  de  contact  TF  (434)* 

J'ai  dit  <T espèces  differentes ^ car  tl  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  à 
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la  Fig.  64  prtqectioa  de  celle  que  l'oa  considère , qu'cn  effet , il  n'y  a que 
les  droites  qui  appartiennent  à des  extrémités  différentes,  quant  au  mode  parti.» 
ailier  de  génl^g6>ti  de  la  courbe  enveloppe , qui  puissent  jouir  de  la  propriété 
dont  il  s'agité Içf  deux  autres  droites  AA',  liB',  qui  joignent  des  positions  horao- 
logocs  des  sommets  A et  B,  concourent  évidemment  en  un  [loint  I , qui , 
conjointement  avec  le  point  K d'intersection  des  deux  côtés  générateurs  AB, 
A'B',  appartient  à la  polaire  de  L passant  par  le  pôle  commun  O du  la  sécante 
de  contact  des  deux  courbes. 

Des  remarques  analogues  sont  évidemment  applicables  au  théorème  de 

Pan.  435. 

439.  Les  considérations  qui  viennent  d’étre  présentées , en  dernier  lieu , sur 
les  sections  coniques  à double  contact , conduisent  immédiatement  aux  tliéo- 
rèmes  suivans , qui  sont  des  extensions  de  ceux  des  art.  43 1 , 434  et  435  : 

Si  un  triangle^  variable  de  forme,  est  assujetti  à demeurer  inscrit 
à une  même  section  conique,  tandis  que  l'un  de  ses  côtés  pivote  cons- 
tamment autour  d'un  point  fixe  quelconque,  et  qu’un  autre  de  ces  côtes 
roule  en  enveloppant  une  seconde  section  conique  doublement  tangente 
à la  première,  le  dernier  côté  du  triangle  enveloppera  lui-méme,  dans 
son  mouvement , une  troisième  section  conique  t^ant  un  double  contact 
avec  la  première. 

Pareillement , 

Si  un  triangle , variable  de forme , demeure  perpétuellement  circonscrit 
à une  section  conique , et  qu'en  même  temps , l’un  de  ses  sommets  soit 
asstqetti  à parcourir  une  droite  quelconque  donnib , tandis  qu'un  autre 
sommet  parcourt  une  seconde  section  conique  doublement  tangente  à la 
première , le  troisième  sommet  décrira  également  une  troisième  section 
conique  e^ant  un  double  contact  avec  la  première. 

La  démonstration  de  Tune  de  ces  propriété  se  ramenant  immédiatement 
à celle  de  l’autre , au  moyen  de  la  théorie  des  pôles  (435),  il  suOira  sim- 
plement de  s’occuper  de  celle  de  la  première. 

Soit  abc  (Fig.  6/6)  le  triangle , variahie  de  forme , assujetti  à demeurer  ins- 
crit dans  l'une  des  deux  sections  coniques  dont  il  s’agit;  soit  p le  point  sur 
lequel  doit  pivoter  le  côté  ah,  tandis  que  le  côté  bc  roule  siu*  l'autre  section 
conique , ayant  un  double  contact  avec  la  première  suivant  ML  ; il  s'agit  de 
prouver  que , dans  le  même  mouvement , le  dernier  côté  ac  du  triangle 
m<d>ile  enveloppera  une  troisième  section  conique  doublement  tangente  à celle 
abc  dans  laquelle  il  est  inscrit.  3a 
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Traçons  la  droûe  indéfmie  O/7,  qui  passe  par  le  point  fixe  p et  par  le  pôle 
0 de  la  sécante  de  contact  ML,  commune  aux  deux  courbes  directrices ^ pnr 
le  sommet  b du  triangle  mobile , opposé  au  côté  ac , menons  bb'  passant 
p^le  point  L,  pôle  commun  (Jaa)  de  0^  par  rapport  aux  deux  courbes,  et 
rocontrant,  de  nouveau,  celle  à laquelle  est  inscrit  le  triangle  abc  en  V j le 
troisième  côté  ab)  du  triangle  abb'  sera  constamment  dirigé  (437)  vers  un 
troisième  point  fixe  P,  pôle  de  la  droite  1^,  et  qui  se  trouve  placé  sur  la 
direction  de  0/>,  polaire  du  point  L.  » 

' Maintenant , si  l'on  achève  le  triangle  inscrit  ab'c , il  sera  (àdle  de  prouver 
que,  dans  le  mouvement  auquel  il  est  assujetti,  le  côté  b'c  devra  se  diriger 
constamment  vers  un  dernier  point  fixe  P*  situé  sur  la  sécante  de  contact  SlL 
commune  aux  deux  courbes  proposées.  Eu  effet,  le  triangle  bcb'j  inscrit  à 
Pline  de  ces  courbes , a déjà  un  de  ses  côtés  bb'  assujetti  à pivoter  sur  un  point 
fixe  L placé  sur  cette  sécante,  et  son  second  côté  bc  demeure,  for  hy- 
pothèse, tangent  à l'autre  de  ces  mêmes  courbes;  donc  (434)  li  troisième 
côté  l/c  de  ce  triangle  doit  aussi  pivoter'sur  un  point  F de  la  sécantè  de  con- 
tact ML.  Or  il  suit  de  là  que  le  triangle  oô'c,  en  demeurant  inscrit  à la  courbe 
extérieure,  aura  constamment  deux  de  ses  côtés  oô',  l/c  dirigés  vers  deux  points 
fixes  P et  F ; donc  enfin  (43 1)  le  troisième  côté  oc  de  ce  triangle  roulera  en 
enveloppant  une  section  conique  doublement  tangente  à cette  courbe  suivant 
la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes  P et  F , comme  il  s'agissait  de  le  dé- 
montrer. 

440.  Supposons  que,  du  point  fixe  l’on  mène  deux  tangentes  ^D,  pT) 
à la  section  conique  qu’enveloppe  bc  dans  son  mouvement,  elles  rencon- 
treront la  section  conique  extérieure  aux  points  respectifs  B et  A , C et  D : or, 
en  suivant  attendvemeut  le  mouvement  de  l'angle  b du  triangle  mobile  oôc, 
on  verra  qu'il  existe  deux  positions , C et  B , de  son  sommet , pour  lesquelles 
cet  angle  devient  nul  ainsi  que  lu  côté  ac  qui  lui  est  opposé;  donc  alors 
ce  côté  est  tangent  en  D et  en  A à la  section  conique  abc , et  par  conséquent 
la  droite  AD  est  la  sécante  de  contact  de  cette  section  conique  et  de  celle 
qu’enveloppe  ac;  bquelle,  d’après  ce  qui  précède,  doit  renfermer  aussi  les 
points  P et  F. 

D’après  la  remarque  déjà  faite  art.  4^8  > on  obtiendrait  d’ailleurs  immé-^ 
diatemment  autant  de  points  qu'on  voudrait  delà  sécante  de  contact  AD  dont 
il  s’agit , en  considérant  le  côté  ac  dans  deux  de  scs  positions  quelconques  ; car, 
en  joignant , par  des  droites , les  extrémités  de  ces  côtés  qui  sont  d’espèces  dif- 
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fcrentes,  ou  qui  ne  proviennent  pas  de»  même»  côtés  afr,  bc  du  triangle  mo- 
bile aie,  CCS  droites  iraient  concourir  constamment  en  des  points  appartenans 
à cette  sécante  de  contact. 

Comme  & une  même  position  du  sommet  fc,  sur  la  courbe  extérieure , corres- 
pondent tonjours  deux  tangentes  bc,bcf  k l’atitre,  il  existe  nécessairement  aussi 
deux  sections  coniques  distinctes  relativement  à ce  sommet , rime  enveloj^ée 
par  la  droite  ac , l’auü-c  par  la  droite  ad  ; la  première  touchant  la  section  coni- 
que extérieure  aux  points»A  et  D , la  seconde  la  touchant  aux  points  B et  C op- 
posés à ceux-ci  sur  les  Ungentes  AB  et  CD  5 on  voit , en  effet , que,  dans  aucimc 
de  ses  positions,  le  triangle  mobile  abc  ne  pourra  se  confondre  avec  celui,  oAc', 
qui  répond  à la  seconde  tangente  bd,  de  sorte  qu’il  appartient  nécessurement 
à un  autre  mode  de  génération  et  à une  autre  courbe  5 c’est  ce  qu’on  pour- 
rait, au  reste,  démontrer  directement  en  répéunt,siu-  ce  triangle, le  raison- 
nement qui  a déjà  été  lait  sur  le  premier.  Ainsi  donc  il  est  très-essentiel , lors- 
qu’il s’agit  de  décrire  le»  avions  conique»  enveloppes , de  ne  jKÛnt  confondre 
entre  eux  ces  deux  modes  de  génération,  et  de  bien  suivre  attentivement 
le  mouvement  de  fangle  abc.  *■ 

44 1 . Supposons  que , d.ins  le  premier  des  théorèmes  de  l’art.  43g,  le  point 
/> , au  lieu  d’être  quelconque , se  trouve  placé  (Fîg.  67)  sur  la  section  coni- 
que qne  touche  ab  dans  le  mouvement  du  triangle  abc  ; alors  les  points  A 
et  D (Fîg.  66)  SC  confondront  en  un  seul  A (Fig.  67) , et  la  sécante  de  con- 
tact PP'  deviendra  une  tangente  commune  .aux  deux  courbes  qui  lui  corres- 
pondent 5 donc  la  section  conique,  enveloppe  du  côté  ac,  sera  osculatrice  du 
troisième  ordre  de  celle  acb  au  point  A où  elle  est  coupée  parla  tangente  en  p 
à l’autre  section  conique  donnée  j et,  comme  il  y aura  encore  deux  séries 
distinctes  de  triangles  variables  abc,  il  y aura  aussi  deux  sections  coniques  os- 
culatrices , l’une  au  pmnt  A dont  il  s’agit , l’autre  au  second  point  B d’inter- 
.g,tection  de  la  tangente  en  p avec  la  courbe  qui  contient  déjà  A. 

croM  aMez  inutile  d’entrer  dans  de  notiveaux  détaib  relativement  au 
second  des  âiéofèmes  de  Part.  43g,  loqod  donne  lieu  à de»  remarque»  en- 
tièrement analogues , et  qui  peuvent  so  déduire  immédiatement  des  premières 
à l’aide  de  la  théorie  de»  pâles  et  polaire»  rédproqties.  Si  l’on  suppose  .par 
exemple,  d»"»  le  théorème'  dlé,  que  la  droite  qui  dirige  le  mouvement  de 
Pun  de»  »oinineU  du  triangle  mobile , au  lieu  d’être  eodercmeiK  ’arbiimii’^  1 
soit  tangente  il  la  courbe  qiM'décrit  le  deiuiâme  »oni*»e»sl»*e«don  eonique 
■parcourue  par  le  aoisiènie,  on  pnêeeamiiet  ^lihM'^sera  également  oscula- 
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tricc  du  troisième  ordre  de  celle  sur  laquelle  s'appuient  les  eûtes  do  triangle , 

en  un  point  qu'il  est  très-facile  de  reconnaître , etc. 

Construction  de  la  section  conique  doublement  tangente  à une  autre , 
quand  on  se  donne , soit  im  point  et  deux  tangentes , soit  une  tangente 
et  deux  points  appartenons  à son  périmètre. 

44  a.  corollaires  qui  pre'cèdent  nous  roumissent  un  moyen  très-simple  de 
résoudre  les  questions  dont  U a été  parlé  art.  43o. 

Par  exemple  ; qu'il  s’agisse  de  mener  une  section  conique  doublement 
tangente  à une  section  conique  décrite^  tpiiy  touchant  deux  droites 
données^  passe  en  outre  par  un  point  donné.  En  admettant  que  abc  (Fig. 
&f)  soit  la  section  conique  décrite , et  le  point  donné , tout  consistera  évi- 
demment (4^4)  à trouver  la  tangente  AB  qui  correspond  à ce  point  \ or  c'est 
à quoi  l’on  parviendra  aisément,  au  moyen  de  ce  qui  précède. 

En  effet , par  hypothèse , on  a deux  tangentes  ab , téb'  de  la  section  co- 
nique qui  doit  avoir  un  double  contact  avec  la  proposée  et  passer  par  le 
point  et,  par  suite,  on  a deux  positions  oAc,  a'A'c'  d’un  triangle  mo- 
bile, dont  le  côté  ac  ou  o'c'  enveloppe  (44*)  me  section  conique  osculatrice 
de  la  proposée  au  point  k qui  appartient  i la  tangente  cherchée  j donc  cn6n 
tout  se  réduit  à trouver  le  point  d'osculation  A au  moyen  de  ac,  aV;  ce 
qui  est  facile , puisque  les  droites  ad , cal,  qui  joignent  leurs  extrémités  d’es- 
pèces différentes,  doivent  concourir  (438)  en  un  point  / de  la  tangente  ou 
sécante  de  contact  relative  à-  ce  ^ point. 

Au  point  /,  ainsi  obtenu,  correspondent  en  général  deux  tangentes  de  la 
section  conique  proposée  abc;  donc  il  existe  aussi',  en  général,  deux  tan- 
gentes AB  pour  le  point  donné , et  par  conséquent  deux  sections  coniques 
distinctes  remplissant  les  conditions  du  problème  ci-dessus  proposé , lesquelles 
correspondent  aux  deux  triangles  abc,  db'd  qu’on  vient  d’examiner  en  par- 
dculier , et  qm  sont  formés  au  moyen  des  tangentes  ab , eéb'  et  du  point 
donné  p. 

Cela  posé , puisqu'il  y a deux  triangles  analogues  à abc , pour  chaque  tan- 
gente (lonnée , selon  qu’on  joint  le  point  p avec  l’une  ou  l'autre  de  ses  ex- 
trémités , on  aiu-a  quatre  triangles  pareUs  à considérer,  et , en  combinant , deux 
par  deux,  ceux  de  ces  triangles  qui  ne  correspondent  pas  à une  même  Lingente , 
il  en  résultera  rpiatre  paires  de  triangles  et  par  conséquent  quatre  paires  de 
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eûtes  flc,  a'd  ; d’où  U semblerait  naturel  de  croire  qu’il  existe  aussi  quatre  paires 
de  sections  coniques  touchant  doublement  la  proposée  ÿ mais  il  est  évident 
que,  tandis  qti’tœe  paire  de  triangles,  tels  que  ceux  aie,  a'ù'c',  donne  l’extrcmité 
A de  la  tangente  en/?,  la  paire  des  deux  triangles  restans  doit  donner  aussi  l’autre 
extrémité  B de  cette  tangente  (440?  T*®  nombre  total  des  so- 

lutitms  distinctes  du  problème  se  réduit , en  dernière  analyse , à quatre  seu- 
lement, puisqu'on  sent  bien  d’ailleurs  qu’à  une  même  tangente  en  /?,  il  ne 
peut  correspondre  qu’une  Sfeulc  section  conique  ayant  un  double  contact  avec 
la  proposée , et  qui  touche  en  même  temps  les  droites  ab , a'ù'. 

Pour  déterminer  entièrement  la  section  conique  dont  il  s’agit , il  faudra  ap- 
pliquer, aux  trois  tangentes  aù,  o'ù',  AB  et  à la  section  conique  donnée 
nùc,  les  constructions  rdadves  au  problème  de  Part.  4^4*  Mais,  comme  les 
sections  coniques  qui  en  résultent,  en  général,  sont  au  nombre  de  quatre, 
et  qu’il  n’y  en  a qu’une  seule  d’entre  elles  qui  touche  réellement  la  tangente 
AB  au  point  p , il  sera  nécessaire  de  dbtinguer  : à cet  effet , on  remarquera 
que  Ton  connaît  déjà  un  point  L de  la  sécante  de  contact  ML  qui  lui  corres- 
pond ^ car,  d'après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  (4^9),  le  point  L (Fig.  66  et 
67)  est,  par  rapport  à la  section  conique  donnée,  le  pûle  de  la  droite  PM 
qui.  passe  par  le  point  donné  p et  par  le  point  P devenu , pour  le  ras  actuel , 
le  pûle  de  la  tangente  AB.  Ainsi  on  ne  dexxa  admettre , parmi  les  quatre 
sécantes  de  contact  que  donnent  (4a4)  les  tangentes  ab , o'ù'  et  AB , que  celle 
qui  passe  par  le  point  L dont  il  s’agit. 

On  obtiendra  d'aillenrs , de  suite , un  second  point  L'  (Fig.  67)  de  ccue 
sécante  de  contact , en  réunissant  ^o) , par  de  nouvelles  droites  b' a , ùn',  cha- 
cune des  extrémités  èé,  b des  tangentes  données  avec  les  extrémités  n , a'  qui 
leur  sont  opposées  ; mais  il  faudra  avoir  soin  de  prendre , pour  les  piemièrcs 
extrémités,  celles  û,  ù'  qui  ont  servi  à tracer  les  droites  û/?c,  b'pd  de  la 
com&kiaison  dont  on  s'occupe  (*)  : Fintersection  des  droites  ù'a,  ùo',  obtenues 
de  ceitli.  mnière , donnera  le  P<%  L'  demandé , lequel  évidenunent  ap- 
partiendra à la  fijis  aux  deux  sécantes  de  contact  des  sections  coniques  dou- 
blement tangentes  à k proposée,  et  qui  sont  relatives  p cette  meme  combi- 
naison. ■■■  •{  . -■  — ~Àx  i'\  * 

(*)  En  effet,  tout  lee  raùonnemetu  qui  précèdent  et  «ont  rolntiiii  k cette  combinaiwn 
nipposent  que  lee  poinU  a et  a',  d'une  part,  i et  ^ de  l’eutro,  aont  de  n/ne  apèc€  (430), 
ou  appartiennent  au  même  modo  de  mouvement  continu  de  la  tangente  ah  autour  de  la 
courbe  qu’on  cherche. 


j54  propriétés  projectives. 

Enfin ^ en  traçant  les  nouvelles  droites  on',  bb'  qui  joignent,  dans  un  autre 
ordre , les  cxtrémite's  qui  appartiennent  aux  deux  tangentes  proposées , elles 
donneront,  par  leur  intersection  en  L”,  un  pobt  appartenant  à la  fois  aux 
sécantes  de  contact  des  deux  sections  coniques  qui  répondent  aux  triangles  de 
la  seconde  combinaison. 

443.  Si,  au  lieu  de  deux  tangentes  et  d'un  point,  on  se  donnait  deux 
points  et  une  tangente  de  la  section  conique  au  double  contact , on  pourrait 
rechercher  d'abord  une  seconde  tangente  de  la  courbe  (43o)  5 au  moyen  de 
quoi  le  problème  serait  ramené  directement  à celui  qui  précède , poiu^  qu'on 
ait  soin  ensuite  de  n'admettre  que  les  ^stèmes  de  solutions  qui  répondent 
exactement  aux  données  primitives , ce  qui  est  assez  facile  pour  que  nous  puis- 
sions nous  dispenser  d'entrer  dans  de  plus  longs  développemens  à ce  sujet. 

On  pourrait  également,  dans  le  cas  où  l'on  se  donne  un  point  et  deux 
tangentes , se  procurer  de  nouvelles  tangentes  au  moyen  de  celles  AB  déjà 
trouvées  comme  il  a été  expUqué  d-dessus , car  on  aurait  tout  ce  qu'il  faut 
pour  construire  immédiatement,  par  la  règle  seule  (ai 3),  les  quatre  sections 
coniques  disdnetes  qui  résolvent  le  problème. 

Réjlexions  sur  les  diverses  constructions  qui  précèdent. 

444-  Toutes  les  solutions  qui  viennent  de  nous  occuper  en  dernier  lieu, 
ne  sont  applicables  qu'au  cas  où  les  tangentes  et  les  points  donnés  sont  inté- 
rieurs à la  courbe  proposée  ^ s'ils  lui  étaient  à la  (bis  extérieurs , il  faudrait  avoir 
recours  à d'autres  procédés , faciles  à décou^ir  au  moyen  de  ce  qui  précède 
et  de  la  théorie  des  pôles  (433).  Le  problème  ne  cesse,  suivant  la  remarque 
déjà  faite  plus  haut  (4ao),  d'avoir  des  solutions  réelles,  qu'autant  que  certaines 
tangentes  ou  certains  points  donnés  sont  entièrement  extérieurs  à la  section 
conique  proposée,  tandis  que  le  contraire  a lieu  pour  d'autres ^ et,  comme 
nous  n'avons  constamment  employé  que  des  constructions  pmement  linéaires 
pour  le  cas  où  la  section  donnée  est  supposée  en  meme  temps  décrite , il  en 
résulte  que  nous  avons  complètement  résolu  ce  problème  général  : 

Une  section  conique  étant  donnée  et  décrite  sur  un  plan , mener  y avec 
la  règle  seulement , une  autre  section  conique  qui  ait  un  double  contact 
avec  c//e,  c/ , de  plus,  touche  des  droites,  ou  passe  par  des  points,  les 
uns  et  les  autres  donnés  déposition  sur  le  plan  de  la  figure,  et  au  nombre 
de  trois  seulement. 
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445*  Enfin , les  observations  déjà  plusieurs  fois  faites  clans  le  cours  de  ces 
rechcitbcs,  et  notamment  celles  de  l’art.  4<>7j  étant  directement  applicables 
aux  diverses  propositions  epti  font  le  sujet  de  ce  chapitre,  les  constructions 
auxcpiellcs  nous  sommes  parvenus  embrassent , dans  leur  généralité , la  so- 
lution de  toutes  les  questions  particulières , analogues  à celles  cpii  précèdent , 
qu’on  pourrait  avoir  à se  proposer  sur  les  sections  conicpies  epû  ont  un  double 
contact  on  cpii  sont  osculatrices  du  troinème  ordre  : ainsi  elles  con\'ienneni 
parfaitement  au  cas  où  les  seefions  conitpies  cherchées  doivent  être  des  hy- 
perboles ou  des  paraboles , dont  on  se  donne  soit  des  a^mptotes , soit  des 
parallèles  aux  diamètres , concourant  avec  eux  en  un  point  de  la  courbe  situé 
à l’infini , etc.  * 

Cependant  ces  mêmes  constructions  cessent  d’être  applicables  aux  cas  par- 
ticuliers de  la  cpiestion  générale  d-dessus , pocu*  lesqueb  deux  des  tangentes 
ou  des  points  donnés  doivent  être  à la  fois  imaginaires;  et  il' resterait  éga- 
lement à résoudre  celui  où,  la  courbe  cherchée  devant  être  osculatrice  du 
troisième  ordre  de  la  proposée , on  se  donne  seulement  un  point  et  une  tan- 
gente pour  la  déterminer.  Mais  ces  (liiTérens  cas  exigeraient  de  nouvelles  re- 
cherches et  des  principes  tout  autres  que  ceux  mis  en  usage  jusqu’ici  pour 
résoudre  la  question  générale  ; ce  qui  alongerail  singulièrement  ce  chapitre , 
et  ne  présenterait  pas  d’ailleurs  un  assez  grand  intérêt.  . 


SECTION  IV. 

DES  ANGLES  ET  DES  POLYGONES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  angles  constans  ou  variables  suivant  certaines  lois,  dont 
le  sommet  s’appuie  au  foyer,  au  périmètre  des  sections  co- 
niques, ou  en  un  point  quelconque  de  leur  plan. 

446-  (^coiQi’E  les  propriétés  des  foyers,  et  celles  des  angles  d'ime  ouverture 
donnée  ou  constante,  semblent  ne  pas  faire  partie  de  celles  que  nous  avons 
appelées  projectives , et  qu’elles  soient , en  quelque  sorte , étrangères  au  but 
réel  de  cet  ouvrage , elles  découlent  néanmoins  d'tme  manière  si  simple  des 
principes  qui  en  fout  la  base , et  particulièrement  de  ceux  qui  ont  été  ex- 
posés dans  le  précédent  chapitre,  qtie  je  ne  crois  pas  qu'aucune  autre  tliéorie 
géométrique  puisse  y conduire  d'une  manière  à la  fois  plus  directe  et  plus 
facile. 

On  n’en  sera  nullement  étonné , si  l’on  considère  que  les  propriétés  pro- 
jectives des  figures  sont  nécessairement  les  plus  générales  de  celles  qui  peuvent 
leur  appartenir  ; en  sorte  qu’elles  doivent  comprendre , comme  simples  co- 
rollaires , toutes  les  autres  propriétés  ou  relations  particulières  de  l’étendue  : 
déjà  on  en  a rencontré  un  grand  nombre  d'exemples  dans  le  cours  de  cet 
ouvrage , et  notamment  à la  fm  du  premier  chapitre  de  la  troisième  section. 
En  nous  occupant  spécialement,  dans  celui-ci,  des  relations  d'angles  qui 
peuvent  appartenir  aux  figures , relations  non  moins  importantes  et  non  moins 
nombreuses  que  celles  qui  concernent  la  simple  disposition  des  points  et  des 
lignes , nous  en  déduirons  des  méthodes , souvènt  utiles  dans  les  arts , pour 
la  description  des  sections  coniques , et  nous  serons  ainsi  amenés  à exposer 
quclques-ims  des  beaux  résultats  auxquels  sont  parvenus  d'auciens  géomèti-cs  ; 
résultats  presqu 'oubliés  de  nos  jours,  par  suite  de  l'entra'mcment général  des 
esprits  vers  les  applications  de  l'Analyse  algébrique. 
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Propriétés  principaies  des Joyers  des  sections  coniques. 

447*  Nous  éublirons,  en  premier  lien,  un  théorème  fort  beau  et  fort 
général,  énoncé  d'abord  par  Mao-Laurin  (•),  et  qui  a été  reproduit  der- 
nièrement par  M.  de  Prony  (**) , dans  un  article  d' Analyse  qui  a pour  objet 
le  tracé  en  grand  des  voûtes  elliptiques paraboliques etc. 

Sur  le  grand  axe  TT  (Rg.  68)  d’une  section  conique , comme  diamètre , 
soit  décrite  une  circonférence  de  cercle  qui,  par  conséquent,  touchera  la  courbe 
aux  extrémités  T et  T de  cet  axe  \ AB  étant  une  tangente  quelconque  de  la 
section  conique,  terminée  i la  circonférence  du  cercle,  soit  inscrit  à ce  cercle  le 
triangle  ABC,  dont  le  côté  AC  passe  par  le  centre  0 commun  aux  deux  courbes, 
Pautre  côté  BC  rencontrera  le  diamètre  de  contact  TT  en  im  point  F,  qui  de- 
meurera invariable  (434)  quelle  que  soit  la  tangente  AB  ; d'ailleurs  l'angle  en  B , 
opposé  au  diamètre  AC  du  cercle , est  droit  ^ donc 

Ayant  déterminé , une  fois  pour  toutes , le  point  F,  comme  il  vient  détre 
dit , si  ton  fait  mouvoir  t équerre  ou  angle  droit  ABC,  de  façon  que  l'un., 
BC,  de  ses  côtés  passe  constamment  par  ce  point.,  tandis  que  le  sommet  B 
parcourt  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  la  courbe , comme 
diamètre^  C autre  côté  AB  de  t équerre  demeurera  perpétuellement  tan- 
gent à la  section  conique. 

448-  Cette  description  des  sections  coniques  par  l’enveloppe  de  leurs  tan- 
gentes n’est,  comme  on  voit,  qu'une  conséquence  très-simple  de  celle  ex- 
posée art.  43i  , et  on  pourrait  aisément  l’étendre  au  cas  où  Ton  remplacerait 
féquerre  par  tm  angle  constant  quelconque,  au  moyen  du  principe  beaucoup 
plus  général  de  fart.  489;  tout  consiste,  en  effet,  à substituer  au  point  O 
un  cerde  .quelconque  concentrique  au  premier , poiu-  faire  rouler  sur  lui  le 
côté  AC  qui  sous-tend  fangle  B.  On  voit  même  que,  dans  ce  cas , le  point 
F et  le  cercle  auquel  est  inscrit  le  triangle  ABC  pourraient  être  arbitraires, 
pourvu  cependant  que  ce  dernier  eût  im  double  contact,  réel  ou  idéal,  avec 
la  courbe  k décrire.  Mais  revenons  à notre  première  descripdan^ 

449’  Comme , avec  la  même  tangente  AB  de  la  courbe , on  peut  former 


(*)  Oeometria  ergmUca,  tire  deteriptio  Uaaanm  eamrum  anitenalit,  tect.  m, 
pag.  los. 

(**)  DixiiiM  cthier  du  Journal  da  tEcolo  Pofytfobuqau. 
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deux  triangles  ABC,  ABC'  qui  remplissent  les  conditions  çi-dessus  prescrites, 
il  y a aussi  deux  points  F , F',  placés  ^'inétriquement , de  part  et  d’autre  du 
centre  O,  sur  le  diamètre  principal  TT',  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  j 
or  il  n’est  pas  difficile  de  reconnaître  que  ce  sont  les  foyers  mêmes  de  la 
section  conique. 

En  effet,  pour  obtenir  le  point  de  contact  t de  la  tangente  AB,  il  faudra 
(433)  tracer  les  droites  AF,  BQ,  puis  joindre  le  sommet  C du  triangle  cor- 
respondant ABC  au  point  R,  intersection  de  ces  droites,  par  une  nouvelle 
droite  CR  qui  ira  concourir  au  point  demandé.  Si  donc  on  tire  le  rqyon  vec- 
teur F/ , il  sera  parallèle  à la  base  AC  du  triangle  ABC , car  la  droite  BO, 
qui  part  du  sommet  opposé  B,  divise,  par  hypothèse,  cette  base  en  deux 
parties  ^ales  au  point  O.  Mais , on  prouverait  de  même  que  le  rayon  vecteur 
F'/,  correspondant  à l’autre  point  fixe  P et  à /,  est  parallèle  au  diamètre  BC' 
qui  appartient  à la  seconde  extrémité  B de  ta  corde  AB  du  cercle  j donc  les 
deux  rayons  vecteurs  dont  il  s'agit  sont  également  inclinés  sur  cette 
corde , et  par  conséquent  sur  la  tangente  de  la  courbe.  Propriété  connue 
des  foyers , et  d’où  l^n  déduit , sans  peine , celle  par  laquelle  on  a coutume 
de  les  définir  dans  les  Traités  des  sections  coniques. 

Que  Ton  prolonge , en  effet , la  distance  FB  d’ime  qtiantité  BK  égale  à elle- 
même  ; d’après  ce  qui  précè-de , la  direction  du  rayon  vecteur  Pt  ira  passer 
par  le  point  K 5 donc  Ft  sera  égal  à tK , et  par  conséquent  la  somme  des 
rayons  vecteurs  Ft,  Pt  sera  égal  à FT(,  pour  le  cas  actuel  où  la  courbe  est 
une  ellipse  \ mais  PK  = BC'  = TT,  puisque  (e  quadrilatère  BC'PK  est  visi- 
blement un  parallélogramme  ; donc  enfin 

Dans  r ellipse.,  la  somme  des  rayons  vecteurs^  correspondons  à un 
point  quelconque  de  la  courbe , est  constante  et  égale  au  grand  axe  de 
cette  courbe, 

11  est  visible  que , dans  le  cas  où  F et  P seraient  extérieurs  à TT,  c’est- 
à-dire  pour  riiypcrbolc , ce  ne  serait  plus  la  somme , mais  la  différence  des 
rayons  vecteurs,  qui  serait  constante  et  égale  an  grand  axe,  ou  à Taxe  réel 
de  la  combe. 

Quelle  que  soit  d’ailleurs  l’espèce  partÎCTilièrc  de  la  courbe , on  conclut  sans 
peine , de  ce  qui  précède , que  les  deux  rayons  vecteurs , la  tangente  et  la 
normale,  relatifs  à im  point  quelconque  de  cette  courbe,  forment  (199)  un 
faisceau  barmonique  ^ ainsi  donc,  trois  de  ces  droites  étant  domiées,  la  qua- 
trième s’ensuit  nécessairement  par  une  construction  purement  linéaire  (i55). 
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450.  Le  point  F ci-dessus  étant  donc  un  foyer  de  la  section  conique , on 
conclut,  du  Üiéorème  de  f^t.  44? i cette  réciproqtte  qui  a été  counue  des 
anciens  : 

Si,  de  üim  des  foyers  dune  section  conique,  on  abaisse  des  perpen- 
dioulaires  sur  toutes  les  tangentes,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
appartiendront  à la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  la  courbe 
comme  diamètre. 

Au  moyen  de  la  remarque  de  l'art.  44^  t ^ serait  facile  d'éicndre  ce  théo- 
rème au  cas  où  les  droites  abaissées  du  foyer,  au  lieu  d'être  pcrpcndiculaÎTes 
sm-  les  tangentes,  formeraient  avec  elles  im  même  angle  d'ailleurs  quelconque  ; 
mais  alors  la  circonférence , lieu  des  pieds  de  ces  droites^,  toucherait  la  courbe 
en  deux  points  autres  que  les  extrémités  de  Taxe  principal  de  cette  courbe. 

D’ailleurs  ces  propriétés  du  loyer  des  sections  coniques  se  modilicut,  pour 
le  cas  de  la  parabole,  d’une  manière  qu'il  est  aisé  de  .reconnaître  à l’aide 
de  la  loi  de  continuité  ; en  effet , alors  l'une  des  extrémités  T ou  T'  du  grand 
axe  passe  à l’infini , aussi  bien  que  la  tangente  qui  lui  correspond  et  le  centre 
0 de  la  courbe  ; une  portion  tout  entière  du  cercle  décrit  sur  TT',  comme 
diamètre , dégénère  en  une  ligne  droite , à finlini , qui  se  confond  (gS)  avec  la 
tangente  dont  il  s’agit,  taudis  que  l’autre  portion  de  ce  cercle  se  confond, 
au  contraire , avec  la  tangente  qui  appartient  au  sommet  opposé  du  grand 
axe,  et  continue  ainsi  à jouir  des  mêmes  propriétés  qu’auparavaut.  Quant 
aux  foyers  de  la  coitrbe , on  voit  qu’un  seul  d’entre  eux  subsiste  à distance 
donnée,  et  que  fautre  s’éloigne  à l’infini  sur  le  grand  axe;  en  sorte  qu’il 
peut  être  censé  confondu  soit  avec  le  centre , soit  avec  le  sommet  à l’infini  de 
la  courbe. 

45 1.  Supposons  que,  dans  le  cas  général  de  la  Fig.  68,  Ton  prolonge  la 
droite  AF  jusqu’à  sa  nouveDe  intersection  en  B*  avec  le  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  de  la  courbe  comme  diamètre;  l’angle  AffC,  inscrit  à la  demi- 
circonférencc,  étant  droit , IfC  sera  (44?)  tn>e  seconde  tangente  à cette  courbe , 
en  un  point  i pour  lequel  le  rayon  vecteur  Ff  sera  encore  parallèle  au  dia- 
mètre AG  du  cercle , de  même  que  l’est  déjà  (44&)  t j T“‘  correspond  à 
la  première  tangente  ^ ; donc  ces  deux  rayons  vecteurs  se  confondront , quant 
à la  direction , en  une  même  droite  ti,  corde  de  contact  ou  poLiire  du  point  P 
où  se  coupent  les  tangentes  AB  et  B'C.  Mais , dans  le  üiangle  APC , les  droites 
CB , AB'  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  C et  A siu*  les  cotes 
opposés  ; donc  la  droite  PF  est  aussi  perpendiculaire  sur  le  troisième  côté  AC 
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du  triangle  (*) , et  par  conséquent  sur  sa  parallèle  </.  Or  de  là  suit  cette 
autre  propriété  des  foyers  des  sections  coniques,  qui  est  due,  je  crois,  à 
De  Lahire  (**)  : 

Dans  toute  section  conique.,  la  ligne  droite  qui  feint  le  foyer  au  pôle 
d'une  sécante  quelconque  passant  par  ce  foyer.,  est  pÊP/ù&iJiculaire  À cette 
sécante.  . 

45a.  n est  aisé  de  s'assurer  que , pour  le  cas  de  la  parabole , Pan^e  APC  des 
deux  tangentes  aux  extrémités  de  la  corde  ttl  est  également  droit  ^ en  effet , 
alors  le  point  A passe  à l'infini  (45o) , en  même  temps  que  P et  0 , c'est- 
à-dire  que  BT  devient  parallèle  à la  tangente  AB  ^ donc  cm  peut  conclure  ce 
corollaire  également  dû  à De  Lahire  (***)  : 

Daru  la  parabole,  les  sommets' de  tous  les  angles  droits,  circonscrits  à la 
courbe,  sont  sur  une  même  droite  (igS)  polaire  du  foyer  de  cette  courbe. 

Cette  droite  est  ce  qu'on  appelle  la  directrice  de  la  parabole , et  il  n'est  pas 
diflkile  d'en  découvrir  les  diverses  propriétés , au  moyen  de  ce  qui  précède. 
Dans  le  cas  général  d'une  section  conique  quelconque , la  polaire  de  l'un  des 
foyers  se  nomme  également  la  directrice  de  la  courbe  relative  à ce  foyer  j il 
parait  plus  conven^le  de  la  désigner  en  général  par  l'expression  de  polaire 
focale,  qui  en  rappelle  la  nature  d'une  manière  plus  complète  et  (dus  absolue 
que  le  mot  commun  et  générique  de  directrice,  et  c'est  ainsi  que  nous  en  userons 
dans  ce  qui  va  suivre. 

Du  foyer  commun  des  sections  coniques , considéré  comme  centre  de  pro- 
jection ou  d’homologie. 

453.  Le  tbéorèmc,  démontré  ci-dessus  (45i),  va  nous  conduire  à luie  pro- 
priété bien  caractéristique  des  foyers  des  sections  coniques,  et  qtii  en  ratta- 
che immédiatement  la  théorie  à celle  des  centres  d homologie  ou  points 
de  concours  des  tangentes  communes. 

(*)  Ced  nippow,  d'tpr^  ua  üuiotdnia  conau,  que  le*  trois  hauteurs  d’un  triangle 
quelconque  sa  coupent  en  un  mène  point  : or  1a  diose  est  iscile  à prouver  directement  { 
car,  si  sur  chaque  cdtd  du  triangle,  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle,  il  raniérrners 
les  pieds  des  perpendiculaires  ebsissées  sur  les  deux  autres  cètés{  en  sorts  que  les  trois 
perpendiculaires  seront  les  cordes  deux  ii  doux  communes  eux  trois  cercles  ainsi  construits, 
lesquelles  sa  couperont  nécesssirement  en  un  même  point  (71}. 

(**)  Stetiona  conica,  etc. , in.l**. , lib.  8.  Prop.  XXIII. 

(•**)  Ibid.  Prop.  XXVL 
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Supposons,  en  effet,  que  deux  sections  coniques  tracées  sur  un  même  plan, 
mais  d'ailleurs  quelconques , aient  un  foyer  commiui  ; d'après  le  théorème  cité , 
toute  transversale , menée  par  ce  foyer  dans  le  plan  des  deux  courbes , sera 
telle  que  les  pôles  correspondans  seront  situés  siu-  une  autre  droite  perpen- 
diculaire k la  première  et  passant  par  le  foyer  dont  il  s'agit.  Or  cette  propriété 
ne  convient  qu'aux  scub  points  de  concours  des  tangentes  communes  aux 
, sections  coniques  (a58  et  367)  ; donc  en  effet 

Le  foyer, commun  au  ystème  de  deux  sections  coniques^  tracées  sur 
un  même  plan^  est  pour  elles  un  centre  d homologie  ou  de  projection; 
c'estràdire  un  point  de  concours  {ici  nécessairement  idéal)  des  tangentes 
communes  aux  deux  courbes. 

D’après  fart.  ag3 , on  peut  encore , si  l'on  veut , considérer  les  deux  courbes 
comme  la  projection,  sur  un  plan  unique,  de  deux  sections  planes  faites  dans 
une  même  surface  conique  du  second  ordre,  qui  aurait  pour  sommet  un 
point  représente , en  projection , par  le  foyer  commun  des  deux  courbes  dont 
il  s'agit.  C'est-è-dire , en  im  mot,  qtie  ce  foyer  jouit,  k fégard  de  ces  courbes, 
de  toutes  les  propriétés  qui  font  le  sujet  du  chap.  I*'.  de  la  111*.  section  : or  cette 
remarque  conduit  à un  grand  nombre  d’applications  utiles  et  cnricuses. 

454.  U en  résulte,  en  premier  lieu,  que,  quand  deux  sections  coniques 
situées  sur  un  même  plan  ont  un  foyer  commun , on  peut  déterminer  direc- 
tement (39a,  3o5,  etc.)  tout  ce  qui  concerne  leur  intersection  mutuelle  et  leurs 
tangentes  communes , sans  cmploj’er  autre  chose  que  la  simple  ligne  droite 
dans  le  cas  où,  les  sections  coniques  n’étant  pas  décrites,  mais  seulement  données 
par  certaines  conditions , on  connaît  un  seul  cercle  (353)  tracé  sur  le  plan  de  la 
figure  et  le  centre  de  ce  cercle. 

455.  Lorsque  trois  cercles  quelconques  sont  donnés  sur  un  plan , le  centre 
de  l’un  de  ceux  qui  sont  tangens  k la  fois  à ces  trob  cercles  doit,  comme 
Ton  sait,  se  trouver  à l'intersection  commune  de  trois  sections  coniques,  dont 
les  foyers  sont  précisément  les  centres  des  cercles  donnés  ^ on  pourra  donc , 
d’après  ce  qui  précède,  obtenir  directement,  au  moyeu  de  la  tliéorie  des 
figures  homologiqnes , le  centre  de  chacun  des  cercles  tangens  aux  proposés. 

Cela  donnerait  lieu , au  besoin , k une  nouveUe  solution  du  problème  du 
cercle  tangent  k trois  autres , qni  ne  le  céderait  en  rien , du  côté  de  l'élégance , 
k celles  qui  ont  e'té  exposées  au  chap.  UI  de  la  H*,  section , et  cela  peut  en 
même  temps  servir  à expliquer  clairement  pourquoi  la  sedution  du  problème 
se  réduit  finalement  au  premier  degré,  et  peuL4l|H(écuter  k l'aide  de  la  simple 
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ligne  di'oite , quoiqu'il  y ait  huit  cercles  distincts  tangent  aux  proposés.  Du 
reste,  les  conslntctioi»  qu'on. obtiendrait  ainsi  demcui étaient  également  appli- 
cables aux  cas  parlicidieis  où  les  cercles  proposés  se  réduiraient , en  tout  ou  en 
partie , à des  points , à des  droites , etc. 

456.  Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que , si  le  centre  d'homologie  de 
deux  sections  conùpies  tracées  sur  un  plan  est  le  foyer  de  l’tme,  il  sera  eu 
même  temps  le  foyer  de  l'autre 5 car,  jouissant  de  la  propriété  ci-dessus  (45 1) 
par  rapport  à la  première  des  ces  courbes , il  en  jouira  de  meme  (SGy)  par 
rapport  à la  seconde.  Pareillement,  si  un  nombre  quelconque  de  sections 
coniques  out  un  foyer  commun  sur  un  plan,  ce  foyer  peut  être  considéré 
comme  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à la  fois  communes  à tout 
leur  système,  et,  sous  ce  lapport,  elles  jouissent  de  propriétés  aussi  mtéres- 
saiitcs  que  multipliées  (4oo  et 

Enbn,  si  deux  ou  plusieurs  sections  coniques,  ayant  déjà  un  foyer  commun, 
ont  en  outre  même  polaire  focale  (ou  même  directrice)  elles  auront  un  dou- 
ble contact  (3a 3),  réel  ou  idéal,  suivant  cette  polaire , qui  ainsi  sera  une  sé- 
cante commune  de  contact  pour  toutes  les  courbes.  Ce  foyer , cette  polaire 
et  ces  deux  courbes  jouiront  donc  alors  de  toutes  les  propriétés  qui  font  le 
sujet  du  dernier  cliapitre  de  la  111'.  section  ; propriétés  sur  lesquelles  je  crois 
d'ailleurs  inutile  de  revenir. 

Cas  où.  l’une  des  courbes  est  un  cercle  j conséquences  qui  en  résultent 

pour  la  description  des  sections  coniques  dont  le  Joyer  est  donné ^ etc. 

457.  Pour  la  circonférence  du  cercle,  le  foyer  n’est  évidemment  autre 
chose  que  le  centre  même  de  la  courbe , et  ou  peut  le  regarder  comme  la 
réum'on , eu  un  seul , des  deux  foyers  qui  appartiennent  en  général  aux  sec- 
tions coniques.  Si  donc  Ton  suppose  qu'autour  de  l'un  des  foyers  d'une  sec- 
tion conique  donnée , comme  centre , avec  un  rayon  arbitrabe , on  décrive 
une  circonférence  de  cercle,  elle  aura  ce  foyef.  jwur  centre  d’homologie  ou 
de  projection  avec  la  section  conique  ^ en  d'autres  termes , elle  pourra  être 
considérée  comme  la  projection , sur  le  plan  de  la  figure , d’une  section  plane 

, faite  dans  un  cône  du  second  degré , qui  aurait  la  section  conique  proposée 
pour  hase , et  pour  sommet  un  |>olut  de  Peq»ce  représenté , en  projection , 
par  le  lbyer  que  Ton  considêre'^(*). 

(*)  Ccu*  temarque  peut  trrvflft  simplifier  U construction  ci-ilesnu  (455)  du  probliime 
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Tel  est  donc  le  caractère  du  foyer  des  sections  coniques  5 cl  ce  caractère 
SC  conserve  ^ comme  on  voit , en  vertu  du  principe  de  continuité , même 
quand  on  suppose  le  cercle  infiniment  petit  5 auquel  cas  l’une  des  sécantes, 
qui  lui  est  commune  avec  la  section  conique , se  confond  éWdemment  avec 
la  polaire  focale  de  celle  section  coniqtie. 

458.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  qu’ayant  seulement  soit  trois  jioints,  soit 
trois  tangentes , soit  deux  points  et  une  tangente , soit  enfm  deux  tangentes 
et  im  point  avec  l’iin  des  foyers  d'une  section  conique  quelconque , on  pourra 
(3o3  et  saiv.)  déterminer  immédiatement  tout  ce  qui  la  concerne , et  résoudre 
linéairement  tous  les  problèmes  du  second  degré  qu'on  peut  avoir  à se  pro- 
poser sur  elle , pourvu  qu’on  suppose  décrit  le  cercle , de  rayon  arbitraire  , 
qui  a ce  foyer  pour  centre  : ainsi  l’on  obdendra  directement  (344)  aou  centre , 
scs  axes,  scs  asymptotes,  son  autre  foyer,  ses  intersections  avec  des  droites 
données,  etc. , etc. 

Dans  le  cas  de  la  parabole , deux  conditions  sulHi'ont  évidemment , attendu 
que  la  Ungente  à l'infini  est  nattirellement  donnée  (33 1). 

459.  Pour  montrer  avec  quelle  iàcilité  ces  notions  conduisent  è la  plupart  des 
théorèmes  connus  sur  les  foyers  des  sections  coniques,  et  k beaucoup  d’au- 
tres qui  ne  le  sont  pas  encore,  supposons  d’abord  que , poiu"  le  foyer  F (Fig.  69) 
d’une  section  conique  (O),  on  ait  tracé , comme  ou  vient  de  le  dire,  une  cir- 
conférence de  cercle  arbitraire , ayant  ce  point  pour  centre , lequel  est  ainsi 
un  rentre  d'homologie  commim  à la  fois  k ce  cercle  et  à La  section  conique. 
Soient  T,  T deux  points  quelconques , homologues  directs , appartenans  au 
rayon  d’homologie  FT’T  ‘,  les  tangentes  en  res  points  iront  se  rencontrer  en 
un  nouveau  point  F appartenant  à l’une,  M'N',  des  sécantes  communes  aux 
deux  courbes , sécante  qui  est  évidemment  per(>eudiculaire  au  grand  axe  AB 
de  la  section  conique,  puisque  tout  est  symétrique  de  chaque  côté  de  cet 
axe.  D'un  autre  côté , si  l'on  prolonge  la  tangente  TF  à la  section  conique 
jusqu’à  sa  rencontre  en  P avec  la  polaire  focale  MN,  qui  est  évidemment  jiarallcle 

du  cercle  tajigcnPà  trois  autres  sur  un  plan.  Il  serait  £acile,  an  reste,  dVtendro  ces  direrses 
considëratioru  au  cas  où  l’on  remplacerait  les  cercles  par  des  sphères  quelconques  1 alors 
les  secdous  coniques,  lieux  des  rentres,  se  clsangcrsiot  a"  ées  surfaces  du  second  ordre 
de  rèroludon,  ayant  deux  i deux  un  foyer  commun,  et  se  coupant  (58y),  comme  telles , 
suivant  deux  secdons  planes  dont  l’une  nécessairement  idéale  1 on  voit  ce  qu’il  y aurait  h 
faire,  si  le  rsyon  du  cercle  ou  de  la  sphère  tangente  était  donné , ou  si , en  général , on 
connaissait  une  ligne  ou  une  surCice  rpii  dAt  reufermer  son  centre. 
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à la  s«cante  commune  MTI',  la  droite  PF  sera  (45 1)  perpendiculaire  au  rayon 
d'iiomologic  FT  et , par  suite , parallèle  k la  tangente  TF  du  cerde. 

Maintenant , si,  do  point  T de  la  section  conique,  on  mène  la  parallèle  TM  k 
Taxe  AB , elle  rencontrera , à angles  drmts , la  sécante  M'N'  et  la  polaire  focale 
MN  aux  points  respcctifi  M',  M ; donc  on  conclura , à cause  des  diflerentes 
parallèles , que  le  rapport  de  FT*  à FT,  qui  est  le  même  que  celui  de  PP  k 
TP,  est  constamment  égal  au  rapport  de  MM'  à MT  j mais  FT  est  constant , 
aussi  bien  que  MM'  qui  mesure  la  distance  des  parallèles  MN,  M'N'  ; donc  le 
rapport  de  FT  i MT  est  invariable  pour  tous  les  points  de  la  section  conique  : 
c’est-à-dire,  en  d'autres  termes,  que 

Le  rapport  des  distances  d’un  point  quelconque  d’une  section  coni- 
que au  foyer  et  à la  polaire  focale  correspondante,  demeure  tou- 
jours le  même,  quel  que  soit  ce  point. 

Cette  propriété  du  foyer  et  de  la  directrice  des  sections  coniques  est  très- 
anciennement  connue , et  le  rapport  qu'elle  indique  devient  évidemment  celui 
de  fégalité,  pour  le  cas  particulier  de  la  parabole  (45o). 

460.  Supposons  encore  (Fig.  70)  que  l'on  inscrive  à une  section  conique 
quelconque  un  quadrilatère  ABCD , dont  les  diagonales  AC  et  BD  se  croisent 
en  fun , F , de  ses  foyers,  et  qu'on  lui  en  circonscrive  un  autre  A'B'C'iy,  dont 
les  côtés  aient  pour  points  de  contact  les  sommets  du  premier;  il  existera 
entre  ces  deux  quadrilatères  les  diverses  relations  rignalées  art.  186.  Cela  posé , 
si  l'on  considère  le  cercle , de  rayon  arbitraire , qui  a F pour  centre , et  que 
l’on  construise,  pour  ce  cercle,  les  deux  quadrilatères,  inscrit  et  circonscrit,  qui 
sont  homologiques  ou  projections  des  premiers  par  rapport  à F,  et  dont  l’un 
est  nécessairement  un  rectangle  et  fautre  un  parallélogramme , on  conclura 
sans  discussion  que 

€ Les  droites  FP,  FQ,  qui  joignent  le  foyer  aux  points  de  concours  P et  Q des 
» côtés  respectivement  opposés  du  quadrilatère  inscrit  ABCD , et  se  confondent , 
» pour  la  direction , avec  les  diagonales  du  r|uadrilatère  circonscrit  A'B'C'D', 
» se  coupent  à angle  droit  et  divisent  en  deux  parties  égales,  t”.  l'angle  et 
» le  suppli'ment  de  l’angle  formé  par  les  diagonales  AC , BD  du  quadrilatère 
* inscrit,  c'est-à-dire  les  cordes  de  contact  des  côtés  opposés  du  quadrilatère 
» drconscrii  ; a*.  Paugle  et  le  supplément  de  fangle  formé  par  les  droites  FP', 
» FQ'  qui  partent  du  foyer  et  vont  au  point  de  concours  P et  Q'  des  côtés 

> opposés  du  quadrilatère  circonscrit  A'B'C'D'.  Enfin  tous  les  points  de  oonconrs 

> P,  Q,  P,  Q'  sont  rangés  sur  la  polaire  focale  MN , laquelle  a pour  homolc^ue, 
a ou  prtqection  dans  le  cercle,  la  droite  à l’infini  du  plan  ». 
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De  là  aû  immédiatement  ce  corollaire  déjà  connu  (*)  : 

Z7jte  corw  quelconque  AB  étant  inscrite  à une  section  conique , si , de 
Fun  F des  jlïyerr , on  mène  des  rqjrons  ■vecteurs , tant  aux  extrémités  de 
cette  corde , qu’au  point  P,  où  M direction  rencontre  la  polaire  focale 
correspondante^  et  au  pôle  A",  sommet  de  t angle  circonscrit  qid  lui  ap- 
partient y t".  ces  deux  derniers  rayons  vecteurs  se  couperont  sans  cesse 
à angle  droit}  a*,  ils  diviseront  respectivement  en  parties  égales  F angle 
et  le  supplément  de  Fangle  AFB  formé  par  les  deux  autres. 

■Des  angles  dont  le  sommet  appuie  au  foyer  des  sections  coniques. 

461.  On  voit,  par  cette  application  du  principe  de  Part.  457)  que  toutes  les 
relations,  qui  concernent  les  angles  au  centre  dans  le  cercle,  s'étendent,  d'une 
manière  analogue,  aux  angles  dont  le  sommet  s'appuie  aux  foyers  des  sections 
coniques  ^ et  il  n'est  pas  besoin  pour  cela  d'examiner , à chaque  fois , les  re- 
lations projectives  qui  lient  le  cercle,  dont  ce  foyer  est  le  centre,  avec  la 
section  conique  ; il  suiTit  de  se  rappeler , en  général , que  l'une  des  deux 
courbes  peut  être  envisagée  comme  la  projection  de  l'autre  par  rapport  au 
point  dont  il  s'agit  : ainsi , par  exemple , on  aperçoit  de  suite , sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  passer  par  tous  les  raisonnemens  qui  précèdent , que , 

Si  un  angle  quelconque  est  circonscrit  à une  section  conique , la  droite 
qui  joint  le  sommet  de  cet  angle  au  foyer  de  la  courbe , divise  en  deux 
parties  égales  Fangle  formé  par  les  deux  répons  vecteurs  qui  abou- 
tissent au  point  de  contact  des  côtés  du  premier. 

D'après  cela , on  pressentira , sans  peine , Pétendue  des  conséquences  qui 
peuvent  découler  du  principe  de  Part.  4^7)  car  chaque  théorème  connu, 
sur  les  angles  au  centre  du  cercle , fournira  un  théorème  analogue  pour  les 
angles  au  foyer  des  sections  coniques. 

46a.  Soit  TCT  (Fig.  71)  un  angle  quelconque  circonscrit  au  cercle  qui  a 
F pour  centre  ^ soit  AB  une  troisième  tangente  de  ce  cercle , terminée  en  A 
et  B aux  deux  premières  j supposons  d'abord  que  les  points  A et  B soient  sur 
les  tangentes  mêmes  CT  et  CT',  comprises  entre  le  sommet  C de  l'angle  que 
Ton  considère  et  les  pomts  de  contact  T,  T des  côtés  de  cet  angle.  Cela  posé , 


(*)  D*  Lakin  et  le  marjuh  de  VHdpital  oat  donné , chacun  à la  manière , cet  propriétés 
dans  leurs  Traitée  dee  Sectiotu  eoniyucs. 


34 


sGG  PROPRIÉTÉS  PROJECIRTS. 

joignons , par  «les  droites , ie  cenüc  F aux  extrcinibis  A et  B «le  la  tangente 
AB  ; il  est  clair  «pic , dans  le  triangle  ABF  foimé  par  ces  droites  et  cette  tan- 
gente , l’angle  en  F est  supplémtmt  de  la  somme  des  angles  en  A et  B 5 donc 
le  double  de  cette  somme  est  suppli'mcnt,  pour  «puitre  droits,  de  la  somme  des 
angles  TAB , TBA  extiirieurs  au  tiiangle  ABC , et  par  conséquent  égal  à la 
somme  des  angles  intérieurs  A et  B de  ce  triangle  ÿ mais  la  somme  d«s  angles 
A et  B,  dont  il  s’agit,  est  supplément  de  l’angle  en  C du  meme  triangle  ; 
donc  enfin  le  double  de  l’angle  au  centre  AFB,  qui  embrasse  la  tangente  AD 
par  ses  extrémitt's,  «st  «'gai  au  supplément  de  l'angle  C compris  «mtre  les  deux 
autres  tangentes,  et  par  conséquent  F angle  au  centre  dont  il  s'agit  doit  de- 
meurer constant  pour  toutes  les  positions  de  la  tangente  AB  autour  du 
cercle  proposé. 

Cette  consé«picnrc  nécessaire  de  la  loi  de  continuité  oiTre  cependant  une 
diinciilté  pour  le  cas  où  la  tangente  AB  se  trouve  eu  \'Hf , an-dclà  des  points 
de  contact  T,  T par  rapport  au  sommet  C de  l'angle  fixe  ^ car , en  répétant 
les  raisonncmcDs  ci-dessus  pour  cette  nouvelle  hypothèse , ou  trouve  «pie  ce 
n’est  plus  le  double  de  l’angle  même  A'FB'  «pii  est  égal  au  supplément  de 
Kangle  C,  mais  bien  le  double  du  supplément  de  cet  angle.  * 

Mais  si , en  partant  du  premier  cas , ou  fait  varier  successivement , toujours 
«lans  le  même  Kiis  et  par  degrés  itiseiisiblcs , la  position  de  la  tangente  AD 
autour  du  cercle  qui  appartient  aux  deux  autres  tangentes  supposées  fixes; 
«pi’oii  ait  soin,  en  même  Icmjis,  d'obstSTcr  attentivement  les  variations  de  sens 
et  de  grandeur  des  cotés  FA  et  FB,  «pii  comprciiu«mt  l'angle  au  centre  AFB,  on 
reconnaîtra,  sans  peine,  «pic  le  théorème,  tel  qu'il  a d'abord  été  énoncé, 
s’applique  à la  fois  ù toutes  les  posiuons  possibles  de  la  tangente  AB.  Il  «»t  évi- 
dent , eu  effet , que  chaipte  Ibis  «]tie  l'un  des  côtés  dont  il  s'agit  devient  infini , 
c’cst-ànlire  diange  de  sens  h fégard  du  sommet  F,  l'angle  corrCpomLint  se 
change  aussi  eu  celui  «pii  est  adjacent  à fanglc  même  formé  ]>ar  la  «lircction 
des  iioiivcanx  côtés  : c'«st  au  moins  abisi  «pi'on  doit  entendre  la  loi  de  conti- 
nuité , «pii  veut  «pi'on  ne  perde  pas  de  vue  mi  même  objet  dans  les  «liverses 
transformations  dû  système  primitif.  Or,  si  Ton  place  des  lettres  G, Il  sur  la 
direction  des  côtés  de  fanglc  AFB,  hors  du  diam[)  de  la  figure,  il  sera  làdle 
de  voir  «pe , passé  finstant  où  le  côté  FB,  par  exemple , est  devenu  parallèle  ' 
à CP,  et  où  AB  se  cliangc  par  consétpicut  en  AP,  ce  n'est  plus  l’angle  même 
des  côtés  FA',  FB'  que  foira  à considérer,  ma»  bien  celui  A'-FG'^gui  est  Je 
supplément  de  cet  angle.  ' ''  ' 


Digitized  by  Google 


SECTION  IV.  CHAPITRE  I".  167 

463.  Eli  partant  de  ces  principes  et  de  la  propriété  établie  ci-dcssm  pour 
le  cas  du  triangle  circonscrit  au  cercle,  il  nous  serait  facile  de  nous  élever 
successivement  aux  relations  d'angles  qui  concernent  les  polygones  circonscrits 
d’un  nombre  de  côtes  quelconque.  Par  exemple , nous  pourrions  démontrer 
ce  théorème  général,  qui  s’étend  également  aux  polygones  de  rang  impair, 
à l’aide  du  principe  de  continuité  (160)  : 

Dans  tout  polygone , d'un  nombre  de  côtés  pair^  circonscrit  à un  cercle , 
la  somme  des  angles  au  centre^  sous  lesquels  on  voit  les  côtés , soit  de 
rang  pair^  soit  de  rang  impair^  équivaut  toujours  à deux  droits,  et  par 
conséquent  ces  deux  sommes  sont  égales  entre  elles,  pour  les  différentes 
positions  du  système. 

Mais  quoique,  d'après  Part.  457,  ces  diverses  relations  s'appliquent  immé- 
diatement aux  polygones  circonscrits  à une  section  conique  quelconque,  en 
sidistituant  l'un  des  foyers  de  la  courbe  au  centre  du  cercle  ci-dessus,  nous 
croyons  devoir  laisser  au  lecteur  le  soin  de  faire  lui-meme  ces  développcmeiis , 
qui  nous  entraîneraient  nécessairement  dans  des  longueurs , et  nous  feraient 
perdre  de  vue  le  cas  simple  du  triangle , dont  nous  voiüons  spécialement  nous 
occuper,  à cause  des  conséquences  qui  en  dérivent. 

Quant  à la  remarque  qui  a été  faite  relativement  à la  manière  de  géné- 
raliser l’énoncé  du  théorème  ci-dessus  (462) , elle  jiourra  paraître , pour  le 
moins,  peu  Importante,  eu  égard  à l'objet  qui  nous  occupe;  mais  elle  est 
indisjieusablc  pour  répandre  de  la  clarté  sur  ce  qui  suit , et  elle  est  bien  placée 
dans  un  ouiTagc  destiné , en  grande  partie , i faire  connaître  les  applications 
dont  est  susceptible  le  principe  de  continuité. 

464.  Quoi  qu’il  en  soit,  il  résulte  de  cette  remarque  qu'en  supposant  que 
Fun  quelconque  AB  (Fig.  71)  des  côtés  d’un  triangle  ABC  dreonscrit  au  cercle 
(F)  devienne  mobile,  en  demeurant  constamment  langent  à ce  cercle,  les 
deux  autres  côtes  AC  et  BC  restant  fixes , l’angle  au  centre  AFB,  correspondant 
à ce  côté , pourra  être  regardé  comme  invariable  de  grandeur  dans  toutes  les 
posiüons  qu'il  est  susceptible  de  prendre  autour  du  point  F.  Ainsi  on  aura 
ce  théorème  irès-heau  et  très-général,  en  se  reportant  (46i)  à la  section  co- 
nique quelconque  qui  a pour  foyer  le  centre  F du  cercle  : 

V angle  sous  lequel  on  voif',  de  fun  des  Joyers  dune  section  conique , 
la  partie  dune  tangente  mobile , interceptée  entre  deux  tangentes  ftxes , 
est  toujours  constant  pour  toutes  les  positions  de  cette  première  tangente. 

* 34'* 
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Cas  particulier  de  la  parabole, 

• 

465.  Dans  le  cas  particulier  de  la  parabole,  la  tangente  mobile  peut  passer 
tout  entière  l'infini , et , pour  cette  position , les  côtés  de  l'angle  mobile  de- 
viennent parallèles  à ceux  de  Fongle  fixe  j donc  le  premier  de  ces  angles  est 
égal  à l’autre  ou  au  supplément  de  cet  autre , selon  le  sens  dans  lequel  a pu 
s'opérer  le  mouvement  de  la  première  à la  seconde  position.  Or  il  sera  facile 
de  voir,  en  suivant  avec  attention  ce  mouvement,  que  fangle  au  foyer, 
correspondant  à une  position  quelconque  de  la  tangente  mobile , est  cfTecti- 
vement  égal  au  supplément  de  l'angle  formé  par  les  deux  tangentes  fixes  du 
côté  de  la  courbe. 

Désormais  nous  appellerons  angle  vecteur  d'une  droite , terminée  par  deux 
pomts  quelconques,  l’angle  sous  lequel  on  voit  cette  droite  du  foyer  de  la 
section  conique  ; nous  pourrons  donc  énoncer  ainsi  le  théorème  relatif  i la 
parabole  ; 

Dam  la  parabole , V angle  vecteur,  correspondant  à une  tangente  mobile 
terminée  à deux  tangentes  fixes  quelconques,  est  toujours  comtant  et 
supplément  de  l’angle  formé,  par  ces  dernières  tangentes,  du  côté  de  la 
courbe. 

466.  On  peut  déduire  de  là  plusieurs  corollaires  remarquables , dont  la  plu- 
part ont  été  donnés  par  Lambert,  dans  un  ouvrage  qui  a pour  tiu-e  ; Insigniores 
orbitx  cometarum  proprietates , Sect.  I. 

Soient  GJ  et  CN  (Fig.  7a)  deux  tangentes  fixes  quelconques  d’une  parabole 
aj  ant  F pour  foyer,  AB  une  troisième  tangente , mobile  autour  de  cette  courbe , 
et  terminée  en  A et  B aux  points  de  sa  rencontre  avec  les  premières  ; d’après 
le  théorème  qui  précède , l’angle  vecteur  AFB  est  supplément  de  l’angle  MCN 
des  tangentes  fixes , qui  embrasse  la  courbe  par  ses  côtés  ; c'est-à-dire  qu’il  est 
égal  à l’angle  ACB  qui  lui  est  adjacent  dans  |e  triangle  foimé  par  les  trois 
tangentes;  donc,  si  l’on  trace  la  nouvelle  droite  FC,  le  quadrilatère  ABCF 
sera  inscriptible  au  cercle  j d’où  suit  ce  théorème  : 

Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à une  parabole,  si  on  lui 
circonscrit , à son  tour,  une  circonférence  de  cerçle , cette  circonférence 
passera  nécessairement  par  le  fojer  même  de  la  courbe. 

Il  suit  de  là  réciproquement  que 

Toutes  les  .paraboles , tangentes  aux  côtés  d'un  même  triangle  qucl- 
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coTiquc^  ont  leurs  fojets  sur  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  à 
ce  triangle.  ' , 

Si  dooeJob  fe  donnait , à volonté , une  quatrième  tangente  A'B'  à la  pa- 
rabole,'on  obliéndrait  de  suite  le  foyer  de  la  courbe,  en  circonscrivant  des 
circonfiimiCM  de  cerde  à deux  quelconques  des  quatre  triangles  formés  par 
la  rencontre  mutuelle  de  cette  nouvelle  tangente  et  des  trois  autres.  Le  point 
ainsi  obtenu  serait  évidemment  unique , et  appartiendrait  à le  dois  aux  quatre 
circonférences  de  cercle  décrites  comme  celles  qui  précèdent  : ce  serait , sur 
le  plan  de  quatre  droites  arbitraires,  le  point  duquel  on  verrait  la  partie 
interceptée  par  deux  quelconque*  Centre  elles  sur  la  troisième , sous  un 
angle  égal  au  supplément  de  celw  que  forment  cej  deux  mêmes  droites 
du  côté  du  point  dont  il  s'agit  : 

467.  Puisque  le  quadrilatère  ABCF  est  toujours  inscriptible  au  cercle , quelle 
que  soit  la  tangente  mobile  AB,  l'angle  FCA  sera  toujours  égal  à l'angle  FBA 
qui  s'appuie  sur  la  m£me  corde  AF  ^ mais  l'angle  FCA  est  invariable , puis- 
que, par  Lj'pothèse,  CM  et  CN  sont  fixes j donc, 

Si  P un  des  côtés  d’un  angle  quelconque  y de  grandeur  invariable., 
passe  constamment  par  le foyer  tT une  parabole , et  que  son  sommet  par- 
coure une  tangentéjquelconque  à la  courbe , Vautre  côté  de  l’angle  mobile 
sera  ausU  constamment  tangent  à la  courbe  (*). 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  ainsi  qu’il  suit 

■ »Si,  du  foyer  d’une  parabole^  on  abaisse^  sous  un  même  angle  donnée 
ettot^ours  dans  le  même  sens,  des  obliques  sur  toutes  les  tangentes} 
les  pieds  de  ces  diverses  obliques  se  trouveront  appartenir  à une  même 
droite , tangente  elle-même  à la  courbe. 

Ces  deux  tliéorèmes  sont  évidemment  des  cas  particuliers  de  ceux  dont  la 
démonstration  a été  indiquée  aux  art.  44^ 


(*)  Ces  coroUaires  üicUesde  notre  théoriose  trouTcnt  consignés , ainsi  que  quelquos^ins 
dti  ceux  qui  précèdent  etde  ceux  qui  suivent , dans  un  article  inséré  à la  pag.  i'*.  du  tom.  VIII 
Annales  de  Mathématiques  i publiant,  noua  ignorions  que  ceux  relatifs  à la 

parabole  eussent  été  le  sujet  des  recherches  de  Lambert!  ^'r‘t  h l'érudit  bibliothécaire 
du  Musée  central  d’ Artillerie , M.  TcTqunm,  que  nous  devons  cette  remarque,  dont  nous 
nous  empressons,  comme  on  voit,  de  profiter,  en  lui  témoignant  ici  toute  notre  rocoonaia- 
sanco.  Au  reste,  on  a pu  s'apercevoir  que,  par>tout  dans  cet  ouvrage,  nous  n'avons  rien 
négligé  pour  rendre  aux  anciens  comme  aux  nouveaux  auteurs  do  Traités  de  Géométrie^ 
tout  ce  qui  peut  leur  appartenir. 
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468.  En  r#pprocli.int  cnltc  eux  le  dernier  de  ce»  tlicorcmcs  et  celui  qui  a été 
établi  un  peu  plus  haut  (46^,  on  est  conduit  à ce  corollaire  remarquable  : 

Si\  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de  cercle  circonscrite 
à tin  triangle  donné ^ on  abaisse,  sous  un  même  angle  d ailleurs  arbi- 
traire, des  obliques  sur  les  directions  des  trois  côtés  de  ce  triangle, 
leurs  pieds  seront  situes  sur  une  seule  et  même  ligne  droite. 

Cest  Pexten-sion  du  diéorème  connu  relatif  au  cas  particulier  où  Ton  rem- 
place les  obliques  par  des  pcr|>endiculaires , théorème  que  M.  Servois  attri- 
bue à /?.  Simson  (*). 

Conséquences  relatives  au  cas  général  dune  section  conique  quelconque  f 

description  organique  des  sections  coniques  par  le  moucement  des 

angles  douverlurc  donnée. 

469.  Revenons  au  cas  général  d’une  section  conique  quelconque^  et  soit 
F (Fig.  73)  son  foyer,  CM,  CN  deux  tangentes  fixes  et  AB  une  tangente  mobile 
de  la  courbe , terminée  eu  A cl  D aux  deux  autres  ; d’après  le  théorème  (464) , 
l'angle Tecteur  AFB,  mobile  en  même  temps  que  la  tangente  AB,  conservera 
toujours  la  même  grandeur^  si  donc  on  admet  que,  dans  une  de  ses  posi- 
tions , AD  vienne  s’appliquer  stu*  Tune  des  deux  tangentes  fixes , sur  C.M , par 
exemple , scs  extrémités  A et  B se  confondront  alors,  la  première  avec  le  point 
de  contact  T de  cette  tangente , la  seconde  avec  le  sommet  C de  l'angle  fixe. 
Pareille  chose  ayant  lieu  quand  la  tangente  mobile  se  confond  avec  Tautre  CM 
des  tangentes  fixes , on  en  conclut  de  suite  ce  corollaire , dont  la  première 
partie  a déjà  été  établie  directement  art.  461  : 

Lorsque  deux  tangentes  dune  section  conique  se  terminent , dune  part 
à la  courbe,  de  t autre  au  point  de  leur  intersection  mutuelle,  les  an- 
gles vecteurs,  qui  leur  correspondent  par  rapport  à P un  des  foyers,  sont 
égaux  entre  eux  et  à fangle  vecteur  qui  correspondrait  à une  troi- 
sième tangente  quelconque  terminée  à celles-là. 

470.  Le  théorème  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  position  des  parties 

* (*}  M.  ServoU  t'ut  servi  du  théorème  de  Simson  pour  résoudre  cK  iotérestent  pro- 

blème de  Geonétrie  pratique  1 Protongsr  une  droite  accessible  au-delà  rf  un  obstacle  qui 
borne  ta  vue,  en  n’employant  que  P équerre  d’arpenteur,  et  eans  faire  aucun  ebsdnage 
(tome.  IV  des  Annaltt  de  MaAématiques,  psg.  35o)j  ce  qui  précède  Isit  voir  qu’on 
pourrait  se  servir  également  de  la  fausse  équerre 
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de  kl  figure,  il  sera  vrai  encore  dans  le  cas  où  certains  points  et  certaine 
droite  qu'on  y considère  se  trouveront  situés  à l'infinL  Supposons,  par  exem- 
ple (Fig.  74),  que  les  deux  tangentes  en  question  soient  précisément  celles 
aux  extrémités  T et  T'  du  grand  axe  do  la  courbe  ; dans  ce  cas,  le  point  C 
est  à ruifiui , et  les  angles  TEC , TEC  sont  droits  5 donc  l'angle  vecteur  AEI! , 
qui  corres|>oud  à une  troisième  tangente  quelconque  AU  terminée  aux  deux 
premières , est  aussi  droit.  Cette  circonsUncc  ilevant  avoir  lieu  également  pour 
l'angle  vecteur  AE''B  de  cette  même  tangente , relativement  à l’autre  foyer  P 
de  la  combe , il  en  résulte  un  moyen  très-simple  d'obtenir  simultanément  ces 
foyers  par  le  cercle  décrit  sur  la  potliou  AB  de  b tangente,  comme  dûmètre. 

Si  l’on  exécutait  les  mêmes  constructions  relativement  à l’autre  axe  de  la 
courbe,  lorsqu’il  existe,  et  il  n’y  a pas  de  raison  pour  ne  point  le  faire,  la 
circonférence  cesserait  de  rencontrer  cet  axe  j mais  il  est  évident  qu’un  sim- 
ple alongemcnt  ou  rétrécissement  de  la  coorbe  pouvant  rendre  les  points 
d'intersection  tour  à tour  possibles  et  impossibles  pour  un  même  axe , U n^ 
a pas  de  distinction  nécessaire  à établir  entre  les  deux  cas,  si  ce  n'est  sous 
le  point  de  vue  purement  physique  ^ eu  sorte  <pte  l’on  peut  dire , d'une  ma- 
nière figurée  et  en  admettant,  comme  nous  favons  fait  jusqu'ici,  la  considé- 
ration des  points  ünaginaircs,  que 

« sections  cOni(|ues  ontj  généralement  parlant,  quatre  foyers  situés  deux 
» à deux  sur  chaque  axe  de  la  courbe , et  appartenaus  respecbv  ciiicnt  à deux 
> séries  de  cercles  ayant  ces  axes  pour  sécantes  communes  réelles  ou  idéales  ; 
» de  pins , il  est  aisé  de  prouver  que  ces  deux  séries  sont  orthogoi^es  récipro- 
* qnes  l’une  de  l’autre  -(73).  » 

471.  Le  iliéurèine  et  La  construction  d’où  nous  croyons  pouvoir  déduire 
cette  consiiquence  ont  été  comius  des  anciens,  cl  font  partie  des  Coniques 
d'/ippollonius  : noue^  aurons  occasion  d’en  faire  usage  par  b suite.  Ce  meme 
théorème  n'est,  au  surjiliis,  qu’un  cas  particulier  de  celui  où  la  corde  de 
contact  TT  (Fig.  73)  de  l’angle  des  deux  ^igcnics  CM , CN  que  Ton  con- 
sidéré, pascie  par  le  foyer  correspondant  F 5 car,  d'après  ce  qui  a été  prouvé 
art.  45i,  les  angles  vecteurs  TEC,  TEC  étant  eucore  droits,  il  eu  doit  être 
de  même  (469)  de  tous  ceux  AFB  qui  s'appuicut  sur  nue  troisième  tangente 
quelconque  AB  terminée  aux  deux  autres  (*). 


(*)  Celte  extension  le  trouve  cuns^gaAc  dans  PoUYixge  de  Guiâo  Omndus  t ^ui  n pour 
titre  I Sectionun  coaitorum  tynopsà,  imprimé  à Niples,  en  4737. 
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47a.  Si  l'on  se  donnait  le  fbjer  F (Fig.  73)  d'une  section  conique  et  trois 
tangentes  quelconques  AB,  AC,  BC  formant,  par  leurs  intersections  mutuelles, 
le  triangle  circonscrit  ABC , l'angle  vecteur  AFB  du  côté  AB  serait  donné  de 
grandeur  \ et  par  conséquent , en  le  faisant  mouvoir  autour  du  foyer  F , ta 
droite  AB,  qui  le  sous-tend  ainsi  que  l'angle  fixe  ACB  formé  par  les  deux  autres 
eûtes  du  triangle , deviendrait  mobile  et  roulerait  (464)  la  secdon  conique 
elle-même,  dont  on  aurait  ainsi  une  infinité  de  tangentes.  Le  théorème  de 
l'art.  469  donnerait  ensuite,  pour  chacune  des  tangentes  mohâles  et  des 
tangentes  fixes , le  point  où  cette  tangente  vient  toucher  la  courbe.  '' 

Au  lieu  de  se  donner  une  position  de  k tangente  mobile , on  peut  ne  se 
donner  que  la  grandeur  de  l'angle  vecteur  AFB  ; et  alors , en  faisant  mouvoir 
cet  anglë  autour  de  sou  sommet  F,  sans  en  changer  la  grandeur , les  consé- 
quences seront  encore  les  mêmes  ^ donc 

Si  ^ sur  le  plan  diux  angle  donné  de  position , on  fait  mouvoir , autour 
d'un  point  arbitraire  et  fixe  pris  pour  sommet^  un  angle  quelconque^ 
de  grandeur  invariable}  qu’on  trace  ensuite,  pour  chacune  de  ses  posi- 
tions , les  deux  droites  qui  sous-tendent  à la  fois  l’angle  fixe  et  Pangle 
mobile}  chacune  de  ces  deux  séries  de  droites  erweloppera,  en  particulier, 
une  seule  et  même  section  conique,  ayant  précisément  pour  foyer  le 
sommet  fixe  de  l’angle  mobile,  et  les  deux  côtés  de  Pangle  fixe  pour 
tangentes. 

473.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  abaisse,  du  sommet  fixe  ou  foyer,  des  per-* 
pendiculaires , tant  sur  les  côtés  de  fangle  donné  que  sur  les  droites  mobiles 
appartenantes  à une  même  série , les  pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  (45o) 
sur  un  même  cercle,  ayant,  pour  diamètre,  le  premier  axe  de  la  section  conique 
qu’enveloppent  ces  droites,  etc. 

11  est  ésident  encore  que , dans  le  cas  particulier  où  fangle  mobile  est 
égal  à l’angle  fixe  ou  en  est  le  supplément , l'une  des  deux  combes  devient 
une  parabole  (465);  en  sorte  que  le  cercle  qui  lui  correspond  dégénère  en 
une  tangente  au  sommet  de  cette  pai-abole. 

4“4‘  Revenons  au  cas  où  le  côté  AB  (Fig.  73)  du  triangle  mobile  AFB, 
roule  sur  luie  section  conique  quelconque , ayant  le  point  F pour  foyer  ; il 
est  clair  que , si  l’on  assujettit  l’angle  vecteur  AFB  à demeurer  constant , comme 
ci-dessus , et  le  sommet  A à parcourir  les  divers  points  d'une  tangente  quel- 
conque MC  de  la  courbe , le  dernier  sommet  B du  triangle  décrira  lui-même 
ime  seconde  tangente  NC  de  cette  courbe  ; or,  en  menant,  à chaque  mstant. 
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de  Pauii’e  foyer  P de  la  courbe , des  droites  AP,  BP  vers  A et  B , elles  formciout 
un  angi)  APB  qui  demeurera  invariable  de  grandeur,  aussi  bien  que  le  pre- 
mier AFB  (464);  donc  ^ la  grandciu- de  ce  nouvel  angle  étant  une  fois  déter- 
minée, le  mouvement  de  la  tangente  AB  autour  de  la  courbe,  pourra  être 
rempbeé  par  lé  mouvement  simultané  des  angles  vecteurs  en  F et  P,  dont 
deux  côtés  se  couperaient,  à chaque  instant,  en  des-points  A de  la  tangente 
donnée  MC  ; de  plus,  selon  ce  qui  précède,  Pautre  extrémité  B de  celte  tangente, 
oonimmic  à la  fois  aux  seconds  côtés  FB,  PB  des  angles  mobiles , parcourra 
k tangente  CN  dans  ses  diverses  positions. 

On  \ok  que , pour  déterminer  U rebdon  de  grandeur  des  angles  en  F et  P 
pour  bquefle  ce  théorème  aura  heu , il  làudra  avoir  l’une  des  positions  de  b 
tangente  mobile  AB,  autour  de  b coorbe  ; car , en  se  donnant  arbitrairement 
l'angle  en  F,  b position  du  point  correspondant  B en  résultera  au  moyen 
de  b tangente  fixe  MC , et , par  suite , b grandeur  même  de  Pangle  en  F'. 
Mais  on  arrivera  é>idemmcnt  au  même  but,  sans  recourir  directement  à 
b tangente  AB,  en  remarquant  qu'il  doit  exister  une  position  de  cette  tan- 
gente, pour  bquelle  le  point  B soit  en  N sur  b direcjion  de  PF;  en  cflet, 
il  en  résulte  que , les  côtés  FB,  PB  des  angles  mobiles  en  F et  P étant  appli- 
qués à b fois  sur  cette  droite , les  deux  autres  côtés  de  ces  mêmes  angles 

devront  concourir  en  un  point  de  b tangente  donnée  MC.  Donc  enfin  nous 

pouvons  conclure  ce  théorème  dû  à Mac-Laurin  (*)  : 

Si  deux  angles^  de  grandeur  invariable^  tournent  sur  deux  point  fixes 
ou  pôles  quelconques^  pris  pour  sommets,  tandis  que  deux  de  leurs  côtés  se 
coupent  continuellement  sur  une  droite  de  position  donnée  f le  point  d'in- 
tersection des  deux  autres  côtés  se  mouvra  constamment  sur  une  autre 
ligne  droite,  quand  les  angles  générateurs  seront  tels  que,  dans  une 
certaine  position , leurs  côtés  puissent  s'appliquer,  à la  fois,  sur  celle  qui 
renferme  les  deux  points  fixes  ou  pôles. 

Il  résulte,  en  outre,  de  ce  qui  précède  que  b droite,  qui  joint,  à chaque 
instant,  les  points  d'intersection  des  côtés  des  angles,  enveloppe  alors  dans 
toutes  ses  positions  une  même  section  conique , ayant  b directrice  ainsi  que 
b droite  parcourue  pour  tangentes , et  les  deux  points  fixes  pour  foyers. 

475.  Dans  le  cas  général  où  les  deux  angles  sont  entièrement  arbiuaires,  b 
ligne  des  pomta  B cesse  d'ètrc  une  droite,  et  devient  alors  une  section  conique. 


(*)  Voyta  U Geomitria  organique  de  cet  tuteur,  1".  partie,  pag.  7,  Prop.  111. 
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Soient , en  effet , F et  F (Fig.  yS)  deux  angles  constans  quelconques  dont  les 
côtés  FA,  F'A  se  coupent  sans  cesse  sur  la  droite  MC,  tandis  que  les  deux 
autres  FX,F'X  se  coupent  en  des  points  X de  la  courbe  qu'il  s'agit  d’examiner. 
En  concevant,  comme  ci-dessus,  la  section  roniqtie  qui  a F et  F pour  foyers 
et  MC  pour  tangente , il  résultera  de  ce  qui  précède  que , si  l'on  mène , de 
chaque  jioiut  A , une  tangente  AR  à la  combe , elle  ira  rencontrer  les  côtés 
FX , FX  en  des  jx)ints  B,  B',  qui  demeureront  invariablement  sur  deux  autres 
Uugeuies  CN,  C'^'  de  la  courbe  ; ainsi  le  mouvemeut  du  point  X sera  remplacé 
par  celui  de  l'un  des  sommets  du  triangle  BB'X,  dont  les  deux  autres  som- 
mets B,  If  parcourent  les  tangentes  en  question,  tandis  que  les  côtés  BX,  B'X, 
adjacens  à X,  passent  constamment  par  les  points  fixes  F et  F',  et  que  le  troi- 
sième côté  BB'  roule  sur  la  section  conique  proposée. 

Or  si , pour  savoir  le  degré  de  la  courbe  que  parcourt  le  sommet  X , on  trace , 
à volonté,  une  droite  KL  sur  le  plan  de  la  figure,  ce  degré  sera  évidemment 
marqué  par  le  nombre  des  positions  distinctes  du  point  X sur  cette  droite.  Mais, 
si  l'on  oblige  le  sommet  X du  triangle  BB'X  à parcourir  la  droite  KL  dont 
il  s'agit,  en  rendant  libre  le  côté  BB',  et  assujettissant,  du  reste,  le  mou- 
vement du  Iriazigle  aux  mêmes  condidons  qu'auparavaut  ; ce  côté  libre  enve- 
lojipera  évidemment  (ato)  une  nouvelle  secdon  conique,  tangente  aussi 
aux  directrices  CN , C'N',  et  qui  n'aura  plus  ainsi  que  deux  autres  tangentes 
communes  avec  la  proposée,  lesquelles  étant  prises  successivement  pour  la 
direi  don  du  côté  BB',  ne  donneront , en  tout , que  deux  triangles  BB'X  et , 
par  suite , deux  sommets  distincts  X remplissant  les  condidons  du  problème  ^ 
donc  aussi  la  droite  arbitraire  KL  ne  peut  rencontrer  qu’en  deux  points  seule- 
ment la  courbe  que  décrit  en  général  le  point  X ^ doue , enfin , cette  courbe 
est  du  second  degré , et  l'on  peut  énoncer  par  conséquent  ce  théorème  : 

Si  f 0/1  /ait  mouvoir^  sur  un  plan,  deux  angles,  de  grandeur  invariable 
mais  quelconque,  autour  de  deux  points  fixes  comme  sommets,  de  telle 
sorte  que  deux  de  leurs  côtés  se  coupent  sans  cesse  sur  une  droite  donnée 
de  position , Fintersection  de  deux  autres  côtés  de  ces  angles  décrira  une 
section  conique  passant  évidemment  par  les  points fixes  dont  il  s'agit  (*). 

476.  Telle  est  la  descripdon  organiqtic  des  lignes  du  second  ordre,  donnée 


(*)  Nous  donneront  y dant  U lU*.  cHapître  de  cette  section  (55o),  une  déraonitration 
betuconp  plut  directe  de  ce  tKéorèinei  et  qui  t*étend  au  cat  généra)  où  l*ûn  ctmiidère  un 
nombre  quelconque  d'anglet  et  de  directiice». 
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par  Newton  dans  ses  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle; 
description  qui  sert  de  base  à la  Géométrie  organique  de  Mac-Laurin,  n 
ne  serait  pas  difficile  de  (aire  voir,  d'après  ces  illustres  géomètres,  comment 
on  peut  s’en  servir,  de  même  qu’on  a fait  depuis  de  thejcagrammc  mystique 
de  Pascal^  soit  pour  mener  des  tangentes  aux  sections  coniques,  soit  pour 
faire  passer  une  telle  courbe  par  cinq  points  donnés  sur  un  pUm , etc.  Notre 
but  n’étant  ici  que  de  montrer  avec  quelle  simplicité  nos  prindpes  ]>euvent  con- 
duire directement  aux  principaux  théorèmes  conmu  sur  les  angles , nous  n'en- 
Irerons  pas  dans  de  plus  grands  développemens  à ce  sujet  ; et  nous  terminerons 
tout  ce  que  nous  avions  à dire  sur  la  description  organique  des  lignes  du  se- 
cond ordre , en  faisant  remarquer,  avec  Mac-Laurin , que , dans  les  raison- 
nemens  ci-dessus  (475) , le  mouvement  de  la  tangente  ou  du  côté  peut 
être  remplacé  (454)  par  celui  de  l’angle  BFB',  invariable  de  grandeur,  qui  a 
son  sommet  appuyé  au  foyer  F;  ce  qui  donne  lieu  à ce  corollaire  : 

c Si  fim,  F,  des  angles  d’un  triangle  B'FX  est  constant  de  grandeur,  en  tour- 
» nant  sur  un  point  fixe  F,  comme  sommet , tandis  que  le  côté  BOC  opposé 
» à cet  angle  pivote,  dans  toutes  ses  positions , sur  un  autre  point  fixe  P,  et  que 
» l’un.,  6',  des  sommets  adjacens  à ce  même  côté  est  assujetti  à parcourir  une 
» droite  donnée  C'N',  le  troisième  sommet  X du  triangle  décrira , par  le  même 
» mouvement , une  section  conique  passant  par  les  points  fixes  F et  F'.  » 

Relations  d'angles  qui  appartiennetu  simultanément  au  jystème  des  deux 
foyers  dune  section  conique;  des  angles  constans  et  des  polygones 
équiangles  circonscrits  à une  telle  courbe. 

477.  Considérons  maintenant  les  relations  d’angles  qui  peuvent  appartenir 
simultanément  au  système  des  deux  foyers  F et  P (Fig.  78)  d'une  section  co- 
nique ; joignons , par  des  droites , chacun  de  ces  foyers  avec  les  points  de  con- 
tact T , P et  le  point  d’intersection  C de  deux  tangentes  quelconques  CM  et 
CN  de  la  courbe , que  nous  supposerons  id  êü«  une  ellipse.  D’après  la  pro- 
priété connue  des  foyers  (449)  1 le*  angles  PTC,  PTC  sont  supplémens  l’im 
de  l’autre , et  leur  somme  vaut  deux  droits  ; par  la  même  raison  , la  somme  des 
angles  PTC , FT'C  vaut  aussi  deux  droits  5 donc  la  somme  de  tous  ces  angles 
réunis , qu’on  peut  appeler  angles  de  contact , vaut  quatre  angles  droits. 

D’après  ce  corollaire , on  peut  déjà  prévoir  que  le  système  des  loyers  F 
et  P doit  jouir , par  rapport  aux  angles , de  propriétés  exactement  semblables 
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à celles  qui  ont  lieu  pour  le  centre  du  cercle , supposé  double  ; et , en  eflet , 

si  nous  considérons  les  deux  quadrilatères  CTFT',  CTFr*  formes  par  les  deux 

tangentes  d-dessus  et  par  les  rayons  vecteurs  qui  partent  de  chaque  foyer  et 

vont  aux  points  de  contact  de  ces  tangentes,  la  somme  de  tous  leurs  angles 

réunis  vaudra  huit  droits  ; retranchant  donc  les  angles  en  T et  T',  qui  sont 

ceux  du  contact  et  valent  ensemble  qtiatre  droits , d’après  ce  qui  précède , il 

restera  quatre  angles  droits  pour  la  somme  des  angles  en  F et  F joints  au 

double  de  l'angle  en  C des  deux  tangentes  ; en  sorte  que 

La  demi-somme  des  angles  ‘vecteurs  TFT',  TFT',  gui  répondent  aux 
deux  J'ojrcrs  et  à la  corde  de  contact  de  deux  tangentes  quelconques., 
est  toujours  supplément  de  P angle  même  formé  par  ces  tangences,  du 
o6lé  de  la  courbe. 

Autre  propriété  tout-à-fait  analogue  à celle  qui  a lieu  pour  le  cas  particuUer 
du  cercle. 

Pour  fhypcrbolc , ce  n’est  plus  la  demi-somme , mais  ta  demi-dilTérence 
des  angles  vecteurs  qui  est  supplément  de  l’angle  formé  par  les  tangentes , 
du  côté  de  la  courbe  (*)  : quel  que  soit , au  reste , celai  de  ces  cas  que  l'on 
considère,  il  iàut  avoir  égard  (46a)  à la  diversité  de  position  des  ligues  et 
des  angles  pour  appliquer  le  théorème,  c’est-à-dire  à b variation  de  signe 
des  angles  auxquels  il  est  relatif. 

àlaiutenant,  si  l’on  remarque  que  l'angle  TFT'  est  double  (46 1)  de  l’angle 
TFC  ou  FFC,  et  qu’il  en  est  de  même  de  l'angle  TFP  à l'égard  de  TFC 
ou  de  T'F'C,  on  conchua,  de  ce  qui  précède,  que  la  somme  des  onghsTFC, 

TFC , pour  l'ellipse , et  leiu-  dilTérencc , pour  fhj'perbole , est  exactement  le 
supplément  de  l'angle  MCN  des  tangentes  que  l’on  considère  ; mais  les  angles 
dont  il  s’agit  sont  respeedvemeut  égaux  (469)  aux  angles  AF'B,  AFB,  sous 
Icsqucb  on  voit,  des  iby cts  F et  F,  la  parue  AB  d'une  troisième  tangente 
terminée  aux  deux  autres  •,  donc  nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  général , 
dont  l’analogie  avec  celui  qui  a lieu  (449)  entre  les  rayons  vecteurs  partant 
d'un  même  point  de  la  courbe  est  digne  de  remarque: 

Lorsqu'une  tangente  d une  section  conique  se  termine  à deux  autres 
tangentes  de  la  même  courbe , la  somme  des  angles  vecteurs  de  cette  tan- 
gente, dans  r ellipse,  et  leur  différence,  dans  Vhjperbole , est  Constante 


(*)  Gnido  Gnndus  a donné,  pour  l*hyperboIe,  un  théorèmo  qui  revient  à celui-d  i 
^oyoz  TouTrage  déjà  cité  plus  haut  (470* 
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et  égale  au  supplément  de  F angle  formé  par  les  deux  tangentes  fixes  ^ 
du  côté  de  la  courbe. 

Daiu  le  cas  de  la  parabole , l'un  des  an(>les  vecteurs  est  nul , et  dans  relui 
du  cercle  U se  confond  avec  Fautre;  en  sorte  qu’on  retombe  directement  stir 
les  propositions  déjà  établies  plus  haut  (46a  et  465).  Le  cas  où  les  deux  tan- 
gentes 6xes  sont  parallèles  ou  perpendiculaires,  oITrc  aussi  des  circonstances 
remarquables,  sur  lesquelles  il  est  assez  inutile  d’insister. 

478.  Pour  compléter  ce  ]>arallèle  entre  Ica  propriétés  des  sections  coniques 
et  celles  du  cercle,  relatives  aux  angles  et  aux  foyers,  notis  remarquerons  que, 
dans  les  triangles  CFF,  CFT,  les  sommes  d’angles  adjarens  aux  bases  CF’et  CF' 
sont  respectivement  égales  aux  angles  de  contact  MTF,  NTF*  jextériem»  à ces 
triangles  ; or  ces  angles  sont  supplémens  l’un  de  l’autre  \ donc  ces  deux  sommes, 
prises  ensemble,  valent  deux  droits;  donc  aussi  la  somme  des  angles  vec- 
teurs TFC , TPC,  est  supplément  de  celle  des  .angles  TCF,  TCP.  On  prouve- 
rait de  la  même  manière , pour  la  tangente  CF,  que  la  somme  des  angles  vec- 
teurs T'FC,  T'PC  est  supplément  de  celle  des  angles  T'CF,  FCP  ; d’ailleurs 
ces  deux  sommes  d'angles  vecteurs  sont  égales  entre  elles  (46i)  ; donc  enlin 
l’angle  FCF-f  FCF'  = TCF -J- TCP,  et  par  conséquent , en  étant  de  part  et 
d’autre  la  partie  FCP  commune  k ces  sommes,  il  restera  Fanglê  a.FCF 
= a.F'CT;  théorème  qu’on  peut  énoncer  de  la  manière  suh’ante  : 

Si  l'on  l'oint.,  par  des  droites,  le  sommet  d'un  angle  quelcompic  cir- 
conscrit à ane  section  conique  avec  ks  deux  foyers  de  la  courbe,  ces 
deux  droites  formeront  respectivement  des  angles  égaux  avet  les  tan- 
gentes, et  par  conséquent  avec  la  droite  qui  divise,  soit  F angle,  soit  le 
supplément  de  F angle  de  ces  tangentes,  en  deux  parties  égales. 

Ce  tliéorèmc  est  évidemment  analogue  à celui  qui  a lieu  dans  le  cercle , 
seulement  alors  les  droites  CF,  CP  se  confondent.  Dans  le  cas  de  la  para- 
bole , Fun  des  foyers  passe  à Finfini , et  la  droite  qui  le  joint  au  sommet  de 
Fanglc  des  deux  tangentes  devient  parallèle  A Faxe  de  la  courbe;  ce  qui  oITre 
quchpics  conséquences  qu'il  est  inutile  d’examiner,  attendu  la  Ibdlité  avec 
laquelle  on  peut  les  déduire  de  ce  qui  précède. 

4"9'  tliéorèmes  qui  viennent  d’être  exposés,  on  passerait,  de  suite, 
aux  relations  d’angles  qtü  peuvent  appartenir  aux  polygones  inscrits  et  dr- 
conscrits  aux  sections  coniques:  ainsi,  par  exemple,  il  en  résulte  que, 

• « Si  loti  considéré  un  polygone  circonscrit  A une  section  conique,  dont 
tous  les  angles  soient  égaux , et  qu’on  htscrive  A la  courbe  un  autre  polygone 
qui  ait  pour  sommets  les  points  de  tangence  des  côtés  du  pretnicr, 
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i".  c Les  sommes  oa  dififérences  d'ongles  vecteurs  (selon  que  la.  courbe  est 
une  ellipse  ou  une  hyperbole) , qui  répondent  aux  deux  foyers  et  aux  dif- 
fërens  côtes  du  polygone  circonscrit,  sont  toutes  égales  entre  elles  et  au  double 
de  l'angle  extérieur  du  polygone.  * 

a".  « La  même  chose  a lieu  à l'égard  des  côtés  du  polygone  inscrit,  pour 
lequel  d'ailleurs  les  sommes  ou  différences  d'angles  vecteurs  sont  exactement 
égales  à celles  qui  répondent  au  polygone  drconscrit.  * 

3°.  c Les  sommes  ou  différences  d'angles  vecteurs  appartenans  aux  différens 
segmens  formés  sur  chaque  côté  du  polygone  circonscrit , i partir  du  point 
de  contact , sont  aussi  égales  entre  elles  et  moitié  des  premières  ; de  sorte 
qu'elles  ont  pour  mesure  l'angle  extérieur  du  polygone  circonscrit.  » 

4“.  « Etc.  * 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  l'un  des  foyers  passe  à l’infini,  et  les  angles 
vecteurs  qui  lui  correspondent  sont  tous  nuis  ; en  sorte  que  si , de  l'autre 
foyer , l'on  mène  des  rayons  vecteurs  tant  aux  sommets  qu’aux  points  de  con- 
tact des  côtés  du  polygone  circonscrit , tous  les  angles  formés  par  deux  rayons 
consécutifs  seront  égaux  entre  eux  : propriété  parfaitement  analogue  i celle 
qui  a lieu  pour  les  polygones  équiangles  circonscrits  au  cercle. 

Nouvelles  propriétés  des  angles  constam  dont  le  sommet  s'appuie  au 
foyer  des  sections  coniques , ou  qui  sont  circonscrits  à ces  courbes, 

480.  Gc  rapprochement  entre  les  propriétés  des  foyers  des  sections  coni- 
ques et  celles  du  centre  de  la  circonférence  du  cercle , peut  se  pousser  beau- 
coup plus  lom  encore,  à l'aide  des  considérations  de  l’art.  4^7. 

Supposons,  en  effet,  qu’ayant  décrit  un  cercle,  du  foyer  F (Fig.  76) d’une 
section  conique  quelconque , comme  centre , avec  un  rayon  arbitraire , on 
fasse  mouvoir , autour  du  point  F comme  sommet , un  angle  TFT,  de  gran- 
deur quelconque  mais  constante , et  qu'on  trace , à chaque  instant , la  corde 
té  qui  sous-tend  cet  angle  dans  le  cercle , et  celle  TT'  qui  le  sous-tend  dans 
la  courbe  ; supposons  enfin  qu'on  circonscrive , à ce  cercle  et  à la  courbe , les 
angles  Mf,  TAT'  qui  ont  leurs  points  de  contact  aux  extrémités  respectives 
des  deux  cordes,  on  conclura  immédiatement,  du  principe  de  l’art.  457  et 
de  la  doctrine  des  figures  homologiqncs,  que 

i”.  « Le  sommet  A de  l'angle  circonscrit  à la  section  conique  parcourra  iiue 
autre  section  conique,  jouissant  absolument  des  mêmes  propriétés  projectives 
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que  la  première,  par'rapport  au  (bj'er  F,  et  ayant  par  conséquent  (456)  ce 
foyer  et  la  polaire  focale  correspondante  MN  en  commun  avec  clic,  puis- 
que (Tailleurs  cette  polaire  est  une  sécante  de  rontact  commune  aux  deux 
courbes.  > 

a**,  c La  corde  TP,  <pii  sous-tend  Tangle  de  grandeur  invariable  F,  roule, 
de  sou  côté , sur  une  troisième  section  conicpie , ayant  avec  (diacune  des  deux 
autres  absolument  les  mêmes  relations  (pie  celles-ci  ont  entre  elles  ; de  plus, 
le  point  de  contact  de  la  corde  mobile , avec  la  section  conique  qu'elle  en- 
veloppe , se  trouve  précisément  sur  la  droite  FA  (pii  joint  le  foyer  au  som- 
met A de  l'angle  (ârronstait  correspondant , et  divise  par  conséquent  l'angle 
vecteur  TFT'  en  deux  parties  égales,  etc.  » 

481.  Dans  le  cas  particulier  de  la  parabole,  les  angles  vecteurs  égaux  TFT' 
correspondent  aussi  (465)  à des  angles  circonscrits  TAP  égaux  entre  eux,  et 
récqiroquemeiit  ^ donc  ou  a ce  théorème  fort  remanpiable  ; 

Si  Pon  fait  mouvoir^  autour  d’une  parabole^  un  angle  circonscrit  quel- 
conque, de  grandeur  invariable,  le  sommet  de  cet  angle  parcourra,  dans 
toutes  ses  positions,  une  section  conique  t^ant  même  foyer  et  même  polaire 
focale  que  la  parabole.  Par  suite  du  mime  mouvement , la  corde  de 
contact  de  V angle  roulera  sur  une  troisième  section  conique , ayant  en- 
core ce  foyer  et  cette  polaire  en  commun  avec  la  parabole. 

De  Lahire  a , le  premier,  démontré , par  le  calcul  (*) , que  les  sommets 
des  angles  (-gaux  circonscrits  à la  parabole  s(mt  sur  une  autre  section  coni- 
(pie , et  il  ne  paraît  pas  (pie  personne  ait  encore  établi  ce  théorème  d'nne 
manière  purement  géométrique , comme  on  vient  de  le  faire.  Au  surplus , 
(piand  l'angle  circonscrit  est  droit , on  retombe  directement  sur  la  propriété 
de  la  polaire  focale  de  la  parabole  (45a)  ^ car  alors  la  section  (xmique,  dé- 
crite par  le  sommet  de  cet  angle,  devient  une  ligne  droite. 

Des  angles  constans , ou  variables  suivant  certaines  lois,  dont  le  sommet 
s'appuie  en  un  point  quelconque  du  périmètre  d'une  section  conique. 

48a.  Les  propriétés  qui  viennent  de  nous  (xxriiper  en  dernier  lieu,  relati- 
vement aux  angles  constans  (pii  sc  meuvent  autour  du  foyer  d'une  section 
conique,  subsistent,  d'une  manière  analogue,  pour  le  cas  oii  le  sommet  de 


(*)  Voyei  la  Traité  ia-fol'’.,  de«  Sectioiu  coiûjues  par  cet  auteur;  Ut.  VIII , Prop.  39. 
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l'angle  est  en  un  point  quelconque  du  périmètre  de  la  courbe  5 9 Ton  dé- 
crit, en  cITet,  un  cercle , de  rayon  arbitraire , touchant  cette  courbe  au  point 
dont  il  s'agit,  il  aura  avec  elle  (3 19)  ce  même  |K>inl  pour  centre  d'homo- 
logie ou  de  projection;  donc  il  sera,  à son  égard,  dans  une  situation  ana- 
logue à celle  où  se  trouve , par  rapport  à la  courbe , le  cercle  de  rayon  quel- 
conque , décrit  du  foyer  de  cette  courbe , comme  centre. 

Or,  en  faisant  mouvoir  autour  du  ]X>int  de  contact  .du  cercle  et  de  la  co- 
nique, comme  sommet,  un  angle  de  grandeur  invariable,  la  corde  qui 
sous-tend  cet  angle  dans  le  cercle  roulera  encore,  dans  toutes  ses  positions, 
sur  un  nout  eau  cercle  concentrique  au  premier,  et  il  en  sera  de  même  du 
sommet  de  l'angle  circonscrit,  ou  du  pôle  qui  correspond  à la  corde  géné- 
raüice.  De  plus,  quand  l’angle  invariable  est  droit,  le  cercle  qu’enveloppe 
cette  même  corde  sc  réduit  à un  point , placé  sur  la  normale  de  la  secdon 
conique  qui  répond  au  sommet  commun  des  angles;  donc  on  peut  énoncer 
ces  théorèmes  analogues  à ceux  de  l’art.  48®  '• 

« Si , autour  d'un  point  quelconque  du  périmètre  d'une  secdon  conique , pris 
poiu-  sommet,  on  fait  mouvoir  un  angle  constant,  de  grandeur  arbitraire, 
et  qu'on  détermine  successivement  les  cordes  qui  sous-tendent  cet  angle , et 
les  pôles  qui  leur  appartiennent, 

< 1°.  Le  ^tème  de  ces  cordes  enveloppera  une  seule  et  même  secdon 
conique  qtti,  dans  le  cas  où  l'angle  générateur  sera  droit,  se  réduira  à un 
point,  placé  sur  la  normale  reladve  à la  courbe  proposée  et  au  sommet 
commun  des  angles;  et  qui,  dans  le  cas  général  où  l'angle  générateur  sera 
quelconque , aura  avec  cette  proposée  un  double  contact  suivant  la  polaire  du 
point  dont  il  s’agit.  > 

4 a".  Le  ^stème  des  pôles,  appartenans  à ces  memes  cordes,  sera  situé 
sur  une  troisième  section  conique , ayant  un  double  contact  avec  la  proposée 
suivant  la  polaire  qui  sert  déjà  de  sécante  de  contact  commune  aux  premières, 
et  qui  se  rédiûra  à cette  polaire  elle-même,  quand  l’angle  générateur  sera  un 
angle  droit,  y , 

433.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  d.>ns  le  cas  actuel,  chacune  des 
courbes  engendrées  par  suite  du  mouvement  de  fangle  constant,  appardent 
à la  fo’is  à cet  angle  lui-même  et  à celui  qui  en  est  le  supplément  ; ce  qui 
n’a  pas  lieu  ]>our  le  cas  où  le  sommet  fixe  des  angles  est  placé  au  foyer  même 
de  la  courbe  ; car  alors  rtui  de  ces  angles  donne  lieu  à des  courbes  tout- 
à-fait  dill'érentes  de  celles  qui  répondent  à l'auü-c. 
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D'ailleurs , puisque  les  cordes  passent  toutes  par  un  même  point  placé  sur 
la  normale  qui  répond  au  sommet  commun  des  angles,  quand  ces  angles 
sont  droits  et  que  leur  sommet  est  sur  la  courbe,  il  en  résulte  un  moyen 
fort  élégant , proposé  par  M.  Frégicr,  à la  pag.  a3 1 du  tome  VI  des  Annales  de 
Mathématiques , pour  mener,  arec  I équerre  seule , une  tangente  et  une 
normale  en  un  point  donné  quelconque  d'une  section  conique  déjà  dé- 
crite sur  un  plan  (*). 

D'après  ce  qui  précède , on  voit  qu'on  arriverait  au  même  but , quoique 
d'une  manière  un  peu  plus  pénible,  en  se  servant  de  la  fausse  équerre  ou 
d'tm  angle  quelconque 5 car  ayant  tracé,  à volonté,  trois  cordes  au  moyen 
de  cet  angle,  et  de  la  manière  dont  il  a été  expliqué  ci-dessus,  on  déter- 
minera, sans  peine  (4a4)?  ^ sécante  de  contact  commune  à la 

section  conique  proposée  et  k celle  qu'enveloppent  ces  cordes  dans  tontes 
leurs  positions  j joignant  ensuite  ce  pôle , par  une  droite , avec  le  sommet 
commun  à tous  les  angles , ce  sera , d'après  ce  qui  précède , la  normale  qui 
correspond  à ce  point. 

484.  Quand,  au  lieu  d'clre  constant,  l'angle  générateur  est  s'ariable  suivant 
certaines  lois , la  corde  mobile , qui  sous-tend  cet  angk  dans  la  section  coni- 
que donnée,  peut  encore  tourner  autour  de  points  fixes  dans  plusieurs  cir- 
constances remarquables,  dont  quelques-unes  ont  été  également  signalées , par 
M.  Frégier,  dans  le  volume  déjà  cité  des  Annales  de  Mathématiques. 

Supposons , par  exemple , qu’on  remplace  l’angle  générateur  par  un  angle 
variable , de  façon  qu'une  droite  fixe  quelconque , menée  par  son  sommet , 
le  disise  toujours  en  deux  parties  égales  j il  est  visible  que , pour  le  cercle 
auxiliaire  tangfaat*  en  ce  sommet  à la  section  conique , les  cordes  qui  soiis- 
tendent  cet  angle  demeureront  toutes  parallèles  à elles-mêmes  et  à la  tan- 
gente au  point  où  h droite  fixe  rencontre  de  nouveau  le  cercle',  c'est-à-dire 
que  toutes  ces  drefites  concourront  en  un  même  point  à l’infini  ; donc  « W 

l_a_ 

> -, 

(^)  M«  ^éÿèr  4 lait  Toiff  à IVndittlt  dté)  que  la  coiutroction  i'éteadait|  dSine  ma- 
nière analogue } aux  itur6ico«  du  second  ordre  » en  remplaçant  l^anglc  droit  par  un  angle 
trièdre  tri-rectangle;  la  même  remarque  peut  s'appliquer  aux  théorèmes  qui  précèdent  et 
à ceux  qui  suivent.  Voici,  au  sujet  de  cette  construction,  une  propriété  qui  peut  être  utile  : 
Si  Von  inscrit  f d une  surface  du  second  ordre  quelconque , un  arigle  trièdre  tri-rectangle  ^ 
ayant  son  sommet  en  un  point  de  cette  surface,  la  normale  en  ce  point  sera  la  droite  de 
concours  unique  des  trois  plans  menés  respectivement  par  chaque  arête  et  par  la  normale 
d la  section  que  détermine  la  face  opposée  d cette  arête. 
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» cordes  et  la  tangente  analogues , dans  la  section  conique  proposée  ) concour- 
> ront  egalement  en  un  point  unique , et  par  conse'quent  les  pôles  de  ces 
» mêmes  cordes  seront  distribues  sur  une  ligue  droite  passant  par  le  point  de 
» contact  de  ceue  tangente.  » On  voit  d'ailleurs  ce  qui  arriverait  dans  les  cas 
particuliers,  examinés  par  M.Frégier,  où  la  droite  Gxe  se  confondrait,  soit  avec 
la  normale,  soit  avec  la  tmgente  qui  corre^ond  au  sommet  commun  des 
angles. 

En  général,  d'après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  relativement  au  cercle  qui 
toucherait  une  section  conique  en  un  point , il  est  évident  que  toutes  les  re- 
lations projectives  qui  pourront  appartenir  à ce  point , pour  le  cercle , sub- 
asteronl , d'une  manière  analogue , pour  le  même  point  et  la  section  conique. 

485.  11  existe  une  circonstance  générale  pour  laquelle  la  corde  de  l'angle 
variable  pivote , dans  toutes  ses  positions , autour  d'un  point  fixe  j c'est  celle 
où  cet  angle  peut  être  considéré  comme  la  projection , sur  un  autre  plan , d’un 
angle  constamment  droit  j il  est  évident  en  clTct , d'après  ce  qui  précède,  que, 
sur  ce  plan , la  propositioQ  aura  lieu  j donc  elle  aura  lieu  aiusi  pour  ,1a  Rgure 
proposée.  Or  cette  circonstance  particulière  peut  se  reconnaitre  très-simplement 
et  se  reproduire  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Supposons , par  exemple , qu’on  trace,  quelque  part  sur  le  plan  de  la  figure , 
une  autre  section  conique  quelconque  j en  menant , à volonté , une  droite 
par  le  point  de  la  proposée  qui  doit  servir  de  sommet  commun  aux  angles 
qu’on  veut  lui  inscrire  ; puis  joignant , par  une  nouvelle  droite , ce  point  avec 
le  pôle  de  la  droite  arbitraire  dont  il  s’agit , pris  par  rapport  à b section  co- 
nique auxiliaire , elle  formera , avec  cette  même  droite , un  angle  qui , quoi- 
que variable  dans  ses  diverses  positions,  pourra  cependant  être  considéré 
comme  la  projection  d'un  angle  constamment  droit. 

En  effet,  ri  fou  met  la  figure  en  projection,  sur  un  nouveau  plan,  de  façon 
que  b section  conique  auxilbirc  devienne  un  cercle  ayant  pour  centre  (lao) 
le  sommet  commun  des  angles , chaque  droite  arbitraire  étant  alors  iin  dia- 
mètre du  cercle , rcDe  qui  joiut  son  pôle  au  centre  sera  un  dbmètre  per- 
pendiculaire au  premier.  Ainsi,  en  prenant,  dans  b figine  primitive,  l’angle  de 
ces  droites  pour  angle  générateur,  la  corde  qui  le  sous-tend  dans  b section 
conique  proposée  pK-otera  constamment  autour  d’un  point  fixe , placé  évi- 
demment sur  b droite  qui,  passant  par  le  sommet  commun  des  angles,  con- 
tient aussi  le  pôle  de  b tangente  corrcspond.anu;  à ce  sommet  et  à b courbe 
proposée,  par  r.vppoit  à b courbe  auxiliaire. 
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Quand  la  section  conique  ankSiaSe  est  tcaciie  de  façon  qu'elle  ait  pre'ci- 
sément  pour  centre  le  point  pris  p(mr  sommet  des  angles  variables , ces  angles 
deviennent  pnicisément  ceux  que  forment  les  diHërens  systèmes  de  diamètres 
conjugués  de  celte  courbe , et  ainsi  se  trouve  démontré , en  passant , le  théo- 
rème que  M.  Frégier  a donné  k la  page  3aa  du  tome  VI  des  jinnates  de 
Mathématiques. 

Supposons  encore  que , par  le  point  pris  sur  b section  conique  proposée , 
on  conduise  une  nouvelle  section  conique  quelconque,  puis  qu’on  lui  inscrive 
une  suite  d’angles  dont  le  sommet  soit  en  ce  point,  et  dont  les  cordes  cor- 
respondantes passent  toutes  pr  un  autre  point  fixe  d'ailleurs  arbitraire , il 
arrivera , de  même , qu'en  mettant  la  figure  en  projection , de  façon  que  la 
section  conique  auxiliaire  devienne  un  cercle  qui  ait  ce  dernier  point  pour 
centre,  tous  les  an^es  en  question  seront  droits  ; donc  les  cordes , qui  sons- 
tendent  les  angles  de  la  figure  primitive  dans  la  section  conique  proposée, 
pivoteront  encore  toutes  sur  un  même  point. 

I 

Des  angles  droits  dont  le  sommet  ^appuie  en  un  point  quelconque  du  plan 
d’une  section  conique.^  ou  qui  sont  circonscrits  à une  telle  courbe , etc. 

486.  D deviendrait  fastidieux  de  multiplier  davantage  les  exemples  relatifs 
au  cas  qui  précède , lesquels  n’ofFrent , comme  on  le  voit , auetme  sorte  de 
difficultés.  Et,  puisque  d'ailleurs  une  section  conique  quelconque  peut  tou- 
jours être  censée  (33g)  rhomologique  d’un  certain  cercle  par  rapport  à un 
point  arbitraire  de  son  plan , pris  pour  centre  (Thomologie  (ou  point  de  con- 
cours des  tangentes  communes),  on  conçoit  que  toutes  les  propriétés  qui 
peuvent  appartenir  à un  système  d’angles  constans  ou  variables , ayant  leur 
sommet  en  un  point  quelconque  du  plan  d'un  cercle,  doivent  s'étendre,  d'une 
manière  analogue , au  cas  où  le  cercle  est  rempbeé , en  général , par  une 
section  conique. 

Pour  offrir  au  moins  im  exemple , nous  considérerons  les  conséquences  qui 
peuvent  résulter  du  mouvement  d’un  angle  droit  AFB  (Fig.  77),  autour  d’un 
point  quelconque  I du  plan  d’un  cercle , pris  pour  sommet  : à cet  effet , prolon- 
geons les  côtés  de  cet  angle , de  part  et  d’autre  du  point  F,  jusqu’à  lents  intei^ 
sections  respectives  en  A et  C,  B et  D avec  le  cercle , et  formons  avec  ces 
nouveaux  points  le  quadrilatère  inscrit  ABCD  ; circonscrivons  enfin  an  cercle 
le  quadrilatère  A'B'C'D'  qui  a scs  points  de  contact  aux  sommets  du  premier, 
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el  qui  a par  conscqueat  (186)  même  point  de  concours  F de  diagonales^  je  dis 
q\ic , quel  que  soit  l'angle  droit  AFB  que  Ton  considère  en  particulier,  le  qua- 
drilatère A'B'C'D',  obtenu  en  dernier  lieu , sera  toujours  inscriptible  à un  autre 
cercle  , ins  ariable  de  grandeur  et  de  position  en  mênie  temps  que  le  premier. 

En  cITet,  les  quatre  angles  formés  autour  du  point  F,  par  les  diagonales 
AC  et  BD,  éumt  droits,  la  demi-somme  des  arcs  opposés  AD  etBC,  qui  mesure 
l’un  de  ces  angles , sera  égale  au  quart  de  Ja  circonférence  entière  du  cercle 
ABCD;  mais  les  angles  opposés  A'etC'  du  quadrilatère  circonscrit,  pris  en- 
semble, ont  ésidemment  pour  mesure  la  somme  entière  des  arcs  dont  d s'agit, 
c’est-anbic  deux  angles  droits;  donc  ces  angles  sont  supplémens  fun  defautre, 
et  partant  le  quadrilatère  circonscrit  A'B'C'D'  est  en  même  temps  inscriptible 
à un  autre  cercle. 

Il  est  clair  qu’on  prouverait  de  même  réciproquement  que. 

Si  un  quadrilatère  est  à la  fois  inscrit  A un  cercle  et  circonscrit  à 
un  autre,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  se  coupent  à angles  droits. 

Enfin , à le  quadrilatère  était  setdemcnt  circonscrit  à un  cercle  et  d’ailleurs 
quelconque , le  raisonnement  qui  précède  servirait  encore  à établir  ce  théo- 
rème , qui  nous  parait  digne  de  remarque  : 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à un  cercle,  la  somme  de  deux 
angles  opposés  quelconques  est  égal  à celle  des  angles,  opposés  au  sommet, 
formés  par  F intersection  mutuelle  des  deux  cordes  qui  joignent  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  j pourvu  toutefois  qu'on 
ne  veuille  pas  parler  de  ceux  de  ces  angles  qui  regardent  les  angles  mêmes 
du  quadrilatère  qu'on  leur  compare. 

487.  Supposons  maintenant  qu'on  prolonge  les  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  ABCD  jusqu’à  leurs  intersections  ixspectires  en  L et  M , et  ceux 
du  quadrilatère  A'B'C'D'  jusqu’à  leurs  intersections  en  N et  P ; les  quatre  points , 
ainsi  obtenus , seront  ( 1 86)  situés  sur  une  même  ligne  droite , polaire  du  point  F 
pr  I apport  à fun  et  à l'autre  des  deux  cercles  que  l’on  considère.  En  outre, 
si , par  le  jx>int  F,  on  mène  une  parallèle  FG  et  une  peqicndiculaire  Fk  à 
cette  droite , cette  dernière  se  confondra  évidemment  avec  la  ligne  des  centres 
des  deux  cercles,  et  aura  par  conséquent  pour  pôle  commun , dans  ces  cercles, 
le  point  situé  à l'infini  sur  la  droite  LM  ou  sur  sa  praOèle  FG;  donc (363) 
les  trois  droites  dont  il  s’agit  sont  celles  qui  renferment,  deux  à deux,  les 
trois  |)oints  de  concours  des  sécantes  conjuguées  commîmes  aux  deux  cercles  ; 
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c’est-à-dire  (8o  et  870)  que  les  points  K et  F,  en  particulier,  seront  les  points 
limites  de  ces  cercles. 

Mais , il  sera  démontré , dans  le  chapitre  111  de  cette  section  (566) , que , 
« quand  un  quadrilatère  A'Ii'C'D'  se  trouve  en  même  temps  inscrit  à une  sec- 
f tion  conique  et  circonscrit  à une  autre , il  en  esisic  une  ûiTmité  de  sem- 
» blables  qui  jouissent  tous  de  celte  propriété  à l'égard  des  deux  courbes  j » 
et , d'un  autre  côté , il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si , dans  le  cas  actuel 
de  nos  deux  cercles,  on  trace,  pour  chaque  quadrilatère  ainsi  obtenu,  le 
quadrilatère  qui  a pôur  sommets  les  points  de  contact  du  premier,  le  pobit 
de  concours  unique  des  diagonales  de  ces  quadrilatères  sera  encore  un  point 
limite  du  système  des  deux  cercles;  donc  il  devra  se  conroudre,  ainsi  que 
tous  ses  semblables , avec  le  point  F qui  appartient  aux  deux  premiers  qua- 
drilatères ABCD  et  A'II'C'D'. 

Mais,  d'après  le  théorème  déjà  établi  ci-dessus  (486),  chacun  des  quadri- 
latères à la  fois  inscrits  et  circonscrits  à nos  deux  cercles  est  tel , que  les  droites 
AC  et  BD,  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  oppose's,  se  coupent  à 
angles  droits  au  point  F ; et , par  suite  de  ce  qui  précède , il  n'y  a pas  de  point 
de  fun  ou  de  fautre  des  cercles  auquel  ne  corresponde  un  quadrilatère  jouis- 
sant de  cette  propriété  ; donc  cufiu 

Si,  autotir  d'un  point  pris  à -volonté  dans  le  plan  d'un  cercle,  on 
fait  mouvoir  un  angle  droit,  dont  le  sommet  soit  en  ce  point,  et  qu'on 
trace  ensuite , pour  chatjuc  position  de  cet  angle , la  corde  qui  le  soiis- 
tenddanslc  cercle,  et  les  tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde , 1°.  le 
point  de  concours  île  ces  tangentes  ou  le  pôle  de  la  corde  mobile  ne  ces- 
sera pas  de  rester  sur  une  autre  circonférence  de  cercle;  a“.  le  sjstèmo 
des  différentes  cordes  enveloppera  (a3i)  une  seule  et  même  conique, 

488.  Le  raisonnement,  par  lequel  nous  venons  de  prouver  que  tous  les  quadri- 
latères A'B'C'D'  sont  à la  fois  ûiKrits  à un  même  cercle , peut  être  employé  dans 
beaucoup  d'autres  circonstances  : supposons , par  exemple , que  l'on  circons- 
crive à mie  section  conique  quelconque  nu  quadiilatèrc  rectangle , et  il  eu  existe 
évidemment  une  iiiGuité  de  pareils  autour  d'une  même  conique , on  conclura 
sur-le-champ , à cause  de  la  lymétric  de  la  courbe  par  rapport  à son  ceulre , 
que  le  rectangle  dont  il  s’agit  est  'inscriptiblc  à un  cercle  concentrique  à cette 
courbe  ; en  sorte  que  les  axes  principaux  de  celle-ci  et  la  droite  à rinfuii  du 
plan  sont  précist'mcut  (363)  les  droites  qui  renferment , deux  à deux , les  üois 
points  de  concours  des  sécantes  conjugées  communes  à la  section  couique  et 
au  cercle. 
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Or  tout  ^qnUbtére  gu'on  essaierait  de  drconscrirc  à celle-là , de  façon  à 
être  inscrit même  temps  à celui-ci,  sc  fermerait  uaturellement , selon  le 
théorème  (S66)  déjà  cité , et  serait  tel  par  conséquent,  que  |e  point  de  ren- 
contre de  scs  diagonales  aurait  (i86)  la  droite  de  concours  des  côtés  opposé 
pour  polaire  commune  dans  les  deux  courbes  j donc  (363)  ce  point  serait 
ne'cessairement  un  des  trois  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  com- 
munes dont  il  s'agit.  Mais  il  ne  saurait  évidemment  être  à Pinfini;  donc  enfin 
il  'se  confondrait  avec  le  centre  commun  des  deux  courbes,  et  perlant  le  qua- 
drilatère auquel  il  appartient,  et  tous  ses  semblables,  seraient  rectangles  comme 
le  premier. 

Ainsi  nous  pouvons  conclure  ce  théorème  trèsH;onnu  et  qui  appartient, 
je  crois , à Ve  Lakire  (*)  : 

Toits  les  angles  droits , circonscrits  à une  même  section  conique , ont 
leur  sommet  sur  une  circonférence  de  cercle  concentrique  à cette  section 
conique. 

Il  serait  facile  de  multiplier  les  exemples  ; mais  retournons  à nos  premières 
considérations. 

489.  11  existe,  entre  le  poipt  F qui  sert  de  sommet  commun  à tous  les 
angles  droits  de  la  propriété  énoncée  ci-dessus  (487)  ) et  la  section  conique 
qu’enveloppent  toutes  les  cordes  AB  qui  lui  correspondent , une  relation  ex- 
trêmement remarquable , et  que  nous  allons  maintenant  examiner. 

n est  d’abord  facile  de  voir  que  la  droite  indéfinie  FF,  qui  joint  le  point 
F et  le  centre  F du  cercle  ABCD , divise  cette  section  conique  en  deux  par- 
ties égales  et  ^'métriques;  en  sorte  que  cette  droite  est  un  des  axes  principaux 
qui  lui  appartiennent. 

En  second  lieu,  si  l’on  considère  la  position  particulière  de  fanglc  droit 
AFB  (Fig.  78)  pour  laquelle  ses  côtés  sont  également  inclinés  sur  la  droite  FF, 
puis  qu’on  forme , au  moyen  de  cet  angle  et  de  son  opposé  au  sommet , le 
quadrilatère  ABCD  circonscrit  à la  courbe  et  inscrit  au  cercle , les  côtés  AD, 
BC  de  ce  quadrilatère,  étant  perpendiculaires  à l’axe  FF  de  cette  courbe , se- 
ront évidemment  les  tangentes  aux  extrémités  T et  F de  cet  axe.  Mais  AB 


(*)  Tnûtd  in-f».  des  Seetioiu  auuguej,  Prop.  »< , liv.  VUl.  Ce  théorème  a été  étendu 
depuis,  par  Monge , aux  surraces  du  second  ordre  : voyez  U fin  du  Traité  da  tuifacts  du 
tnond  degré, Hachette,  (i8i3);  il  est  clair  qu’on  en  pourrait  faire  autant  de  la 
plupart  de  ceux  qui  précèdent  et  de  ceux  qui  suivent. 
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csl  une  autre  tangente  quelrouqiie  de  la  courbe , terminée  aux  points  de  son 
intersection  avec  les  premières;  de  plus,  l'angle  A|ÿ  est  droit,  par  hypo- 
thèse ; donc  (470)  le  sommet  commmi  F des  angles  est  un  des  foyers  de  la 
courbe  que  Ton  consdère , et  par  conséquent  la  droite  de  conconn  LM  (Fig, 
est  la  jiolaire  focale  ou  directrice  qui  lui  correspoud  (487). 

Maintenant  si,  du  centre  F'  (Tig.  78)  du  cercle,  on  mène  des  rayons  anx' 
extrémités  de  la  corde  AB , fangle  AFB  qu’ils  formeront  entre  eux  aura  pour 
mesure  l'arc  AB  du  cercle , qui  est  évidemment  aussi  la  mesure  de  fangle  AFB 
pour  la  position  actuelle  de  cet  angle  ; donc  l'angle  AFB  est  droit  aussi  bien 
que  l’angle  AFB , et  par  conséquent  son  sommet  F,  qui  est  le  centre  du  cercle 
proposé , est  un  second  foyer  de  la  courbe  qu'enveloppent  toutes  les  cordes. 

490.  On  peut  déduire , de  là  et  des  propriétés  qui  appartiennent  aux  fc^ers 

des  sections  coniques,  quelques  conséquences  remarquables,  pour  le  cas  gé- 
néral de  la  6g.  , et  qui  sont  autant  de  propriétés  du  cercle. 

Par  exemple , si , du  sommet  commim  F des  angles  droits , on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  dilfércntes  cordes  AB,  BC...  qui  leur  coiTcspondent , 
ou  seulement  des  obliques  qui  forment  avec  elles  un  même  angle  quelconque, 
tous  Ictus  pieds  seront  placés  (45o)  sur  une  nouvelle  circonférence  de  cercle 
dout  le  centre , dans  le  premier  des  deux  cas , sera  précisément  le  point  mi- 
lieu de  la  distance  du  point  F au  centre  F du  cercle  proposé. 

Si  ensuite  fou  en  fait  autant  pour  ce  dernier  centre , 011  obtiendra  encore 
le  même  cercle , pourvu  que  l'angle , sous  lequel  on  abaisse  les  obliques , soit 
aussi  le  même  de  part  et  d'autre. 

EnGn  il  est  visible  que , pour  le  cas  où  l’on  abaisse  des  perpendiculaires , 
les  pieds  de  ces  perpendiculaires , relativemait  au  centre  F,  sont  précisément 
les  milieux  des  cordes  correspoutLiutes  ; de  sorte  que  ces  ]x>ints  milieux  sont 
tous  distribués  sur  une  circonférence  imique  (*). 

De  tout  ceci  on  déduirait  encore  mi  nouveau  nioyen  dé  démontrer  le 
théorème  de  fart.  488  ; mais  c’est  asscx  nous  an'ètcr  sur  ces  corollaires  quf 
ne  présentent  aucune  dilTu-ulté. 

491.  Substituons  maintenant  mic  section  conique  quelconque  au  cercle  que 
nous  avons  considéré  dam  ce  qui  précède;  on  conclura  encore  (4^)  'P'c 
les  cordes , qui  sous-tendent  l'angle  droit  mobile  autour  du  j>oint  fixe , enve- 

(*)  V'oyex,  |)Our  lia  tutrei  proprictet  éo«  corde*  ortlM^onalea  du  cercle , U Géométrie 
art.  i3a  et  (uir. 
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loppent  une  même  section  conique  : or  je  dis  que  cette  section  conique  a ega- 
lement pour  foyer  le  «nminet  commun  des  angles  dont  il  s'agit. 

En  effet,  si  l’on  considère,  suivant  la  remarque  de  l’art.  1'™  des 

cercles  qui  ont , avec  la  section  conique  proposée,  le  point  dont  il  s’agit  pour 
centre  d'homologie,  et  qu’on  trace,  dans  ce  cercle,  les  cordes  qui  corres- 
pondent aux  diverses  positions  de  Fangle  dioii,  elles  envelopperont,  d’après 
ce  qui  précède,  une  section  conique  qui  sera  l'horaologique  de  celle  qui 
appartient  aux  cordes  correspondantes  de  la  proposée , et  aura  le  centre  d’ho- 
mologie pour  un  de  ses  foyers  j donc  (456)  ce  centre  d’homologie  sera  aussi 
le  foyer  de  la  section  conique  enveloppe  des  cordes  de  la  proposée , et  par 
conséquent  nous  pourrons  énoncer  ce  théorème  général  : 

Si , amour  d'un  point  pris  à volonté  sur  le  plan  d’une  section  conique^ 
on  fait  mouvoir  un  angle  droit  dont  te  sommet  soit  en  ce  point , et  qu’on 
trace  ensuite  successivement  toutes  les  cordes  qui  sous-tendent  cet  angle 
dans  la  section  conique^  le  système,  de  ces  cordes  enveloppera  une  autre 
section  conique,  ayant  pour  un  de  ses  foyers  le  sommet  commun  des 
angles  dont  il  s’agit  (*). 

492.  Je  terminerai  ce  chapitre , qu’on  poutra  peut-être  me  reprocher  d’avoir 
trop  étendu  eu  égard  à l’objet  de  l’ouvrage,  en  montrant,  par  un  dernier 
exemple,  comment  on  peut  rattacher  directement  à nos  piincipes  certaines  ques- 
tions d’angles , qui  leur  paraissent  tout-à-fait  étrangères  au  premier  aperçu. 

Supposons  qti’il  s’agisse  de  résoudre  ce  problème  ; 

Déterminer  les  pieds  des  normales  abaissées  dun  point  quelconque  P 
(Fig.  79)  sur  le  contour  d une  section  conique  donnée  (O)  ; ou , en  d autres 
termes , déterminer  les  points  de  la  courbe  qui  sont  les  plus  ou  les  moins 
éloignés  de  Pf 

-^yant  mené , à volonté , une  tangente  TM  en  un  point  quelconque  T de 
la  courbe , puis  le  diamètre  indéfini  OT  qui  passe  par  le  point  de  contact  j 
ayant  de  plus  abaissé,  du  point  donné  P,  une  perjicndiailairc  indétlnic  PK 
sur  celte  tangente , elle  rencontrera  le  diamètre  OT  en  un  point  X,  qui  variera 
avec  la  position  de  la  tangente  TM , en  parcourant  une  certaine  courbe , dont 
les  points  d’intersection  avec  la  proposée  seront  éviilemment  les  points  de- 
mandés ; car,  pour  ces  points , le  pied  K de  La  perpendiculaire  sera  confondu 


(*)  Nous  aront  énonei^i  tans  d<^monstnition|  ce  théorème  el  quelqucs>un$  de  ceux  qui 
précèdent  à U pag.  yo  du  tom.  VIU  des  Annaies  de  Mathématiques, 
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avec  le  point  de  contact  T.  Tout  consiste  donc  à rechercher  quelle  est  la 
nature  de  la  combe  parcourue  par  le  point  X.  • 

Pour  cela,  supposons  qu'on  décrive  une  circoaTérence  de  cercle,  d'un 
rayon  quelconque , autour  du  point  P comme  centre  ; elle  rcncoolrera  chaque 
perpendiculaire  PK  en  un  point  T,  pour  lequel  la  tangente  correspondante 
T'M  sera  parallèle  i celle  TM  de  la  section  conique  ; or,  il  résulte  de  là  que 
la  courbe  des  points  X n’est  autre  chose  (370)  que  le  lieu  des  réciproques 
des  points  M de  la  droite  à l'inimi  du  plan , par  rapport  au  cercle  et  à la  section 
conique  proposée  ; donc  cette  courbe  est  elle-même  une  section  conique  pas- 
sant par  les  centres  0 et  P des  deux  premières. 

La  section  conique  des  points  X est  évidemment  une  hyperbole  équilatère 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  principaux  de  la  proposée  ; car, 
pour  les  tangentes  aux  extrémités  de  l'un  de  ces  axes,  le  point  générateur  X 
passe  à l’inimi  sur  cet  axe.  Ainsi  le  problème  proposé  est  susceptible , en  gé- 
néral , de  quatre  solutions  distinctes , qu'on  obtiendra  en  recherchant  les  in- 
tersections de  la  courbe  proposée  et  de  l’hyperbole  dont  il  s'agit  (*). 

11  est  évident  encore  qu’à  l’hyperbole  équilatère , on  pourrait  substituer  éga- 
lement la  courbe  que  décrit  le  pied  K des  perpendiculaires  abaissées , du  point 
P,  sur  chaque  tangente  de  la  proposée;  mais  cette  courbe,  au  lieu  d'être 
une  section  conique , serait  du  quatrième  degré  ; ce  qui  montre  comment 
le  choix  des  auxiliaires  qu’on  emploie  pour  arriver  à la  solution  d'un  pro- 
blème géométrique , peut  influer  sur  la  simplicité  des  constructions  auxquelles 
on  doit  parvenir. 

On  trouvera , au  surplus , dans  la  Géométrie  organique  de  Mac-Laurin , 
déjà  plusieurs  fois  citée  dans  le  cours  de  ce  chapitre,  des  recherches  très- 
curieuses  sur  cette  courbe , et  en  général  sur  celles  décrites  par  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées , d'un  point  donné , sur  les  diverses  tangentes  d'une 
courbe  géométrique  quelconque. 


(*)  Dau  la  cas  puticaUer  où  le  point  donné  P u trouvera  «ur  l’un  dee  anea  princi- 
paon  de  1a  courbe  propoaéo,  l'une  dei  branchea  de  l’fajperbole  équilatère  ae  confondra  évi- 
demment tout  entière  avec  cet  aae  ) donc  l’autre  brencKe  te  réduira  1 une  simple  ligne 
droite  perpendiculaire  b ce  même  axe , et  le  problème  sera  par  conséquent  du  teoond  degré 
seulement. 

Au  nijet  de  ces  conumetions , nous  ferons  observer  que  la  fig.  74  indique  « d’après  la 
remarque  faite  il  la  fin  de  l'art.  449,  uii  moyen  simple  de  trouver  la  normale  au  moyen 
de  la  tangente  et  des  deux  foyers. 


37 


390 


PROPRIÉTÉS  PROJECrnTS. 


CHAPITRE  IL 


Des  polygones  inscrits  et  circonscrits  à d*autres  polygones 
ou  à des  sections  coniques, 

4y3.  Au  moyen  des  principes  pose's  dans  le  III'.  chap.  de  la  1",  seciion, 
on  obtient  siir-le-champ , comme  on  en  a vu  nombre  d’exemples  dans  les 
sections  suivantes , tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  des  angles  et  des  trian- 
gles assujettis  à se  mouvoir  suivant  certaines  lob  ; il  nous  reste  maintenant 
à montrer  comment  on  peut  aisément  étendre  ces  diverses  propositions , qui 
sont  en  quelque  sorte  élémentaires , à des  polygones  d’un  nombre  quelcon- 
que de  côtés , assujeltb  à des  conditions  analogues  : or  c'est  à cet  objet  que  nous 
voulons  consacrer  ce  chapitre,  en  ne  nous  arrêtant,  toutefob,  qu’aux  théorèmes 
<]ui  peuvent  paraitre  les  plus  dignes  d’intérêt. 


Du  lieu  du  sommet  libre  et  des  points  de  rencontre  des  côtés  cTim  polygone 
'variable J dont  les  autres  sommets  parcourent  des  droites  données^ 
tandis  que  ses  côtés  pivotent  sur  des  points  fixes. 


Considérons,  en  premier  lieu,  un  quadrilatère  quelconque  abcd  (Fig.  bd)  , 
et  supposons  que  ses  différens  côtés  tld^  ab  ^ bc,  cd  soient  assujetUs  à pivoter 
respectivement  autour  des  points  fixes  p , ;é,  p'"  de  son  plan , prb  pour 

pôles  ( 1 96  note)  5 tandb  qtic  tous  scs  sommets,  le  dernier  d excepté , soient  as- 
treints ê glisser  sur  les  trois  droites  fixes  AB,  IlC,  CD  dont  les  directions  leur  ap- 
partiennent respectivement  j je  db  que  le  sommet  libre  d parcourra,  dans  toutes 
ses  positions , une  seule  et  même  section  conique , comme  eda  a lien  (304) 
pour  le  cas  particulier  du  simple  triangle. 

Traçons,  eu  elTct,  les  droites  ppl^f^fi"  qui  renferment  les  deux  premiers 
et  les  deux  dcniicrs  points  fixes  du  quadrilatère  ahcdj  joignons,  par  imc 
nouvelle  droite , le  point  P de  leur  hiterscction  mutuelle  avec  le  sommet  b 
opposé  au  sommet  libre  du  quadrilatère  j elle  ira  déterminer,  sur  les  cotés 
cd  adjacens  à ce  dernier  sommet , deux  points  x et  y ^ variables  de  position 
en  même  temps  que  le  point  d.  Or  le  sommet  x du  triangle  abx  décrira 


Digitized  by  CoogU 


SECTION  rv.  CHAPITRE  U.  agi 

éviclemmenl  (ao5)'y  dans  le  mouvement  général  du  quadrilawrc , une  ligne 
droite  Bx  dirigée  vers  le  sommet  B de  l’angle  des  detx  directrices  AB  et  BC  ^ 
car  les  deux  autres  sommets  a , 6 de  ce  triangle  s'appuient  constamment  sur 
les  directrices  dont  il  s'agit,  tandb  que  scs  côtés  pivotent  sur  les  trois  points 
fixes  p\  P situés  en  ligne  droite. 

Par  la  même  raison , le  sommet  jr  du  triangle  variable  biy , qui  sc  trouve 
dans  le  même  cas  que  le  premier  relativement  aux  directrices  BC , CD  et  aux 
points  fixes  P,|>*,  décrira  aussi  ,ime  ligne  droite  Cjr^  passant  par  le  sommet 
C de  l'angle  formé  par  ces  directrices.  Donc  le  point  mobile  d peut  être  con- 
sidéré comme  le  troisième  sommet  d’un  triangle  dont  les  deux  premiers 
3c  et  J glisseraient  respectivement  sur  les  droites  connues  Bxet  C;',  taudis  que 
ses  trois  côtés  pivoteraient  sur  les  points  fixes  p,  pf",  P j donc  enfin  (ao4)  le 
dernier  sommet  du  quadrilatère  décrit  une  section  conique,  comme  il  s'a- 
gissait de  le  démontrer.  ‘ 

49>i.  Cette  marche  de  raisonnement , que  nous  avons  empruntée  à M.  Brian- 
chon  {Correspondance  Polytechnique^  tom.  I,  pag.  Sog),  sert  aussi  à prouver 
que , dans  un  quadrilatère  variable  abcd  soumis  aux  conditions  ci-dessus , le 
mouvement  des  côtés  de  l'angle  ade^  qui  répond  au  sommet' libre  d,  peut 
être  remplace  par  celni  des  côtés  dx^  dy  A\x  triangle  dxy^  qui  pivotent  sur 
les  mêmes  points  fixes  p,  p"* j c’est-à-dire  que  ce  mouvement  peut  s’eflectucr, 
au  moj'en  des  trois  pôles  P et  des  deux  directrices  Bx  et  C^,  absolu- 

ment de  la  même  manière  que  si  l'on  employait  les  quatre  pôles  et  les  trois 
directrices  qui  répondent  au  quadrilatère  abcd. 

Supposons  donc  qu'au  lieu  d’un  quadrilatère,  on  considère  nn  polygone 
quelconque,  dont  les  côtés  soient  encore  assujettis  i pivoter  respectivement 
sur  des  points  fixes,  tandis  que  tous  ses  sommets,  un  seul  excepté,  décrivent, 
chacun  en  particulier,  des  lignes  droites  données  prises  pour  directrices  \ en 
appliquant  â quatre  côtés  consécutifs  de  ce  polygone,  non  adjacens  au  sommet 
libre,  les  constructions  qui  viennent  d'être  indiquées  poiu*  le  cas  particulier 
du  quadrilatère.,  on  aura  remplacé  le  mouvement  des  côtés  extrêmes  par  celui 
de  detix  côtés  pareils,  faisant  partie  .d’un  triangle  qui  exige  un  pôle  et  une 
directrice  de  moins  que  les  quatre  côtés  correspondans  du  polygone  j donc , 
en  remplaçant  ces  quatre  côtés  par  les  trou  côtés  du  triangle,  on  aura  di^. 
minué  d'une  unité  le  nombre  des  côtés  et,  par  suite,  celui  des  points  fixes 
et  des  directrices  du  polygone  proposé.  -jlt.- 

D'ailleurs,  dans  le  nouveau  polygone  ainsi  obtenu,  le  mouvement  du  som- 
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met  libre  étant  le  même  que  dans  le  polygone  qu’il  remplace , tout  ce  que 
l'on  pourra  démontrer  sur  l’un  de  ces  polygones , relativement  à la  courbe  dé- 
crite par  ce  sommet , sera  immédiatement  applicable  à Pautre.  Traitant  donc, 
à son  tour,  le  nouveau  polygone  comme  le  premier,  et  ainsi  de  suite,  on 
voit  que,  par  des  constructions  purement  linéaires , on  parviendra  à assigner 
les  trois  pôles  d'un  dernier  triangle , dont  Tangle  libre  sera  encore  le  même 
et  pivotera , par  ses  deux  côtés , sur  les  mêmes  points  lûtes  que  dans  le  po- 
lygone primitif^  d'où  résulte  ce  théorème  très-beau  et  très-général,  dont 
Braikeuridge  et  Mac-Laurin  se  sont  disputé  l'invention  dans  les  Transactions 
philosophiques  de  la  Société  royale  de  Londres , pour  Tannée  i ^35  : 

Si  tous  les  côtes  d’un  polygone  quelconque^  tracé  dans  un  plan,  sont 
assujettis  à pivoter  sur  autant  de  points  fixes , pris  pour  pôles,  tandis  que 
ses  divers  sommets , un  seul  excepté,  parcourent  respectivement  des  droites 
données , prises  pour  directrices;  le  sommet  libre  décrira,  en  vertu  du 
meme  mouvement , une  section  conique  passant  par  les  deux  points  fixes 
ou  pôles  qui  appartiennent  A ses  côtés. 

495.  Eu  joignant,  deux  à deux,  consécutivement  les  pôles  ou  points  fixes 
P,  p/,pf„.  (Fig.  80) , il  est  clair  qu’on  formera  im  nouveau  polygone  ppfpf'pl''... , 
aiupiel  sera  ronstamment  circonscrit  le  polygone  variable  abed...  Pareillement 
les  directrices  AB,  BC , CD...  forment,  par  leurs  intersections  consécutives , une 
portion  de  polygone  ARCD... , à laquelle  est  inscrite  la  portion  correspondante 
du  polygone  variable  abed...;  donc  on  peut  encore  énoncer  ainsi,  d’une 
manière  abrégée,  le  théorème  qui  précède  : 

Si  un  polygone  plan  quelconque  se  meut  de  façon  qu'il  demeure  per- 
pétuellement circonscrit  à un  autre  polygone  donné,  de  même  espèce, 
et  qu'il  ait  tous  ses  sommets,  un  seul  excepté,  sur  les  différens  côtés  d'un 
autre  pofygonc  de  cette  espèce , le  sommet  libre  décrira , dans  son  mou- 
vement , une  ligne  unique  qui  sera  du  second  ordre  seulement. 

Supposons  qu’on  prolonge , jusqu'à  leur  intersection  respective , deux  côtés 
quelconques  du  polygone  variable  dont  il  s’agit  ; en  faisant  abstraction  de  tous 
les  autres  côtés  compris  entre  ceux-là  cl  ceux  qui  sont  adjacens  au  sommet 
libre , on  aura  formé  évidemment  im  nouveau  polygone  assujetti , en  tout , 
aux  mêmes  conditions  que  le  premier,  et  dont  le  sommet  libre  sera  préci- 
sément le  point  d’intersection  des  deux  côtés  que  Ton  a prolongés  en  par- 
ticulier; donc,  d'après  ce  qui  précède,  ce  point  d’intersection  parcourra 
encore  une  sccüon  conique , 'et  il  en  sera  de  même  par  conséquent  de  tous 
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les  autres  points  d'intersection  appartenons  aux  diHcrens  côtés  du  polygone  pro- 
posé ; ce  qui  permet  d'énoncer  ainsi , d'une  manière  beaucoup  plus  générale , le 
théorème  qui  précè-de  ; 

Si  m lignes  droites^  situées  arbitrairement  sur  un  plan^  sont  assu- 
jetties  à pivoter  sur  autant  de  points  fixes , pris  pour  pôles^  tandis  que 
m — I points  d intersection  de  ces  droites , qui  n'appartiennent , en  tout 
ou  en  partie^  ni  aux  trois  sommets  dun  même  triangle^  ni  aux  quatre 
sommets  dun  même  quadrilatère , etc. , sont  astreints  à demeurer  sur 
un  égal  nombre  de  droites  fixes  prises  pour  directrices  ^ tous  les  autres 


points  d intersection , au  nombre  de 


(ni—  i)  (m — a) 


décriront  séparé- 


ment des  sections  côniques , passant  par  les  deux  points  fixes  sur  les- 
quels pivotent  les  deux  droites  qui  appartiennent  respectivement  à ces 
diffërens  points. 

496.  Selon  la  remarque  de  Braikenridge , è qui  l’on  doit  cet  énonce 
général  (*) , énoncé  qui  lui  aura  sans  doute  été  suggéré  par  celui  d'une  pro- 
position analogue  due  à Pappus , et  dont  il  sera  lait  mention  tm  peu  plus 
loin  (498) , le  théorème  subsiste , meme  quand  les  m — 1 (loints  d'intersection 
dont  il  s'agit  sont  choisis  sur  l’une  des  m lignes  droites  mobiles  : or  c'est 
ce  qui  est  évident  à priori d’après  le  cas  particulier  (ao4)  où  l’on  ne  con- 
sidère que  trois  lignes  droites  ou  un  triangle  mobile.  On  voit  d'ailleurs  pourquoi 
nous  exigeons , de  plus  que  Braikenridge , et  conformément  à l’énoncé  de 
Pappus.,  que  les  m — i points  qui  doivent  s’appuyer  sur  les  directrices  n’ap- 
partiennent ni  aux  sommets  d’un  même  triangle , ni  à ceux  d'un  même  qua- 
drilatère, etc.  5 car  alors  ils  ne  pourraient  plus  être  censés  appartenir  (494)  i 
un  polygone  variable  de  m côtés  dont  le  dernier  sommet  serait  libre. 

Au  surplus,  rien  n’est  plus  làcile  que  de  déterminer  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  section  conique  que  décrit  le  sommet  libre  du  po- 
lygone variable  dont  il  s’agit 5 car,  en  recherchant  deux  aunes  points  quel- 
conques de  la  courbe , outre  celui  qui  est  donné , et  les  deux  pôles  par  les- 
quels elle  passe  (494)  ) la  question  se  trouvera  ramenée  de  suite , et  par  des 
constniedons  purement  linéaires,  à une  autre  que  Ton  sait  déjà  résoudre  (ao6), 
en  n’cmpIoyant  également  que  de  simples  intersections  de  lignes  droites. 


(*)  Exercitatio  gcometrica  deéescriptiont  liaeamm  curvamm,  pag.  6S. 
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Cas  pour  lesquels  le  lieu  des  sommets  libres  et  des  points  de  rencontre 
des  côtés  s’abaisse  au  premier  degré. 

497.  La  courbe  que  parcourt  le  sommet  libre  du  polygone  se  re'duira  évi- 
demment à une  simple  Uguc  droite , toutes  les  fois  que  les  deux  conditions  de 
fart.  ao5  SC  trouveront  remplies  par  les  pôles  et  les  directrices  du  dernier 
iriangle  ; or  c'est  ce  qui  aura  lieu  nécessairement  quand , pour  une  certaine 
position  de  ce  triangle  ou  du  polygone  variable  qu’il  remplace , les  deux  côtés 
de  l'angle  libre  se  confondront,  à la  fois,  avec  la  droite  qui  renferme  les 
pôles  correspoudans  à ces  côtés. 

D’après  cela  et  quel  que  soit  le  polygone  que  l'.on  ' considère , on  pourra 
toujours  s'assurer  à priori d’une  manière  très-facile,  si  la  courbe  que  par- 
coui-t  son  sommet  libre  se  réduit , eu  effet , à une  simple  ligue  droite  : tout 
consistera  à construire  un  polygone  dont  l'un  des  côtés,  adjacens  à ce  sommet, 
p.'issc  par  le  jiôlc  qui  appartient  à l'autre  ; car  il  desTa  arriver  réciproquement 
que  cet  autre  côté,  obtenu  au  moyen  du  premier,  se  confonde  également 
avec  la  droite  qui  renferme  le  premier  et  le  dernier  pôle.  . 

Cette  remarque , qui  n'a  point  échappé  à Mac-Laurin  (*),  résulte  d'ailleurs 
directement  de  la  loi  de  continuité  et  de  l'obscrt  adon  de  ce  qui  se  passe  alors 
dans  la  section  conique  que  déait  en  général  le  sommet  libre  ^ car  les  deux 
côtés  adjacens  à ce  sommet,  venant  à se  confondre,  quant  à la  direction, 
en  une  seule  et  même  droite  avec  celle  qui  renferme  les  deux  pôles  corres- 
|K>ndnns , ne  donnent  plus  aucun  point  d'intersection  distinct , ou  plutôt  ces 
c<')tés  donnent  à la  fois  tous  les  points  qui  appartiennent  à la  droite  des  pôles 
dont  il  s'agit  ^ eu  sorte  que  l'une  des  branches  de  la  section  conique , par- 
coiinie  en  général  par  le  sommet  übre  du  jiolygonc,  dégénère  nécessairc- 
meiu  en  r.ctlc  même  droite  ; or  il  suit  de  là  évidemment  que  l’autre  branche 
de  la  courbe  doit  aussi  se  réduire  à une  ligne  droite  essentiellement  distincte 
de  la  première. 

Cette  circoustaucc  aura  lieu,  en  particulier,  quand  les  directrices  concour- 
ront en  un  |K»int  unique  de  la  droite  qui  reufeiine  les  pôles  des  côtés  ad- 
jacens au  sommet  libre  du  polygone. 

4p8.  Supposons  encore  que  tous  les  pôles  ou  points  fixes  des  côtés  du  po- 


(*)  Voyez  l’ciulroit  déjà  cité  (494)  ées  TnTUactiom philosophi^ius. 
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Ijgone  soient  sitnës  sur  une  même  ligne  droite  ) il  est  clair  que  la  drconstance 
qui  précède  aura  lieu , non-seulement  pour  ce  pol^’gone  en  particulier , mais 
encore  pour  tous  ceux  qu’on  pourrait  former  par  le  prolongement  de  de\ix 
quelconques  de  ses  c6tés.  Donc  tous  les  sommets  et  tous  les  points  d'inter- 
section des  côtés  de  ce  pôlygone  parcourront,  à b fois,  des  lignes  droites 
dans  le  mouvement  général  du  système  ; en  sorte  qu’on  aiua  ce  beau  théorème 
dû  aux  Anciens  : • • . 

m I lignes  droites , trace'es  arbitrairement  sur  un  plan , s'entre- 
coupentkrune  manière  quelconque^  et  qu’ayant  rendu  fixes  les  ra  points 
iFintetseetiàn  qui  appartiennent  à F une  tV elles,  choisie  li  rolonté,  on 
fiasse  mouvoir  toutes  les  autres  autour  de  ces  points  rcspectifis,  pris  pour 
pâles,  tandis  quem — i points  de  leurs  intersections  mutuelles,  qui  n'ap- 
partiennent, en  tout  ou  en  partie,  ni  aux  trois  sommets  d'un  même 
triangle , ni  aux  quatre  sommets  d'un  même  quadrilatère , etc. , sont 
astreints  à demeurer  sur  un  égal  nombre  de  droites  données , prises  pour 
directrices  ; toutes  les  intersections  restantes  des  droites  mobiles,  ennombre 
triangulaire,  décriront  séparément  d’autres  lignes  droites,  qui  seront 
ainsi  données  de  position  en  même  temps  que  les  directrices. 

49<).  Ce  théorème  général , dont  l’énoncé  se  trouve  rapporté , pour  ainsi 
dire  textuellement , dans  la  Préface  du  VII*.  livre  des  Collections  mathéma- 
tiques de  Pappus,  au  sujet  du  Traité  d’Euclide  sur  les  Porismes,  parait 
être  une  extension  de  diverses  propositions  contenues  dans  ce  Traité.  Cepen- 
dant Pappus  ajoute  : c II  n'est  pas  vraisemblable  (jSi’Euclide  ait  ignoré  cette 
» extension , mais  il  n’anra  voulu  qu’en  poser  le  principe  ; et , en  effet , dans 
» tous  les  porismes,  on  n’aperçoit  que  les  principes  et  les  germes  de  la  mul- 
» thude  de  propositions  qu’il  a découvertes  ; en  sorte  qu'il  ne  faut  pas  con- 
» sidérer  cliacun  de  ces  porismes  sous  le  rapport  de  la  dilTcrence  de  posi- 
» non  de  lignes,  mois  bien  sous  celui  de  la  -différence  qui  peut  exister  dans 
• les  conditions  et  dans  les  inconnues,  s 

Robert  Simson  donna  le  premier,  pour  le  cas  du  triangle  et  du  quadri- 
latère , une  démonstration  du  tliéorème  de  Pappus , dans  les  Transactions 
philosophiques  (année  1 738) , qui  fut  ensuite  reproduite , pour  le  ras  gé- 
néral d'un  polygone  quelconque,  dans  scs  oeuvres  posthumes  {Opéra  quwdam 
reliqud),  et  fait  partie  de  son  Traité  sur  les  Porismes.  Simon  L'huiltier 
reprocha  depuis  à Simson , dans  scs  Elémens  d" Analyse  géométrique  et 
dAtutfyse  algébrique , de  n’iivoir  pas  fait  mention  du  lieu  des  points  de 
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rencontre  des  diagonales  du  polygone , qu’il  prétend  également  décrire  des 
ligues  droites  aussi  bien  que  les  points  d'intersection  des  côtés;  mais,  outre 
qne  l’estimable  géomètre  de  Genève  parait  ne  pas  avoir  bien  saisi  le  sens 
de  l’énoncé  de  Pappus^  les  démonstrations  qu’il  prelend  établir  manquent 
encore  de  justesse,  et  ne  peuvent  s'appliquer,  en  toute  rigueur,  qu’au  cas 
particuUer  où  toutes  les  directrices  concourent  en  un  même  point , ainsi  que 
nous  le  icrons  voir  tout  k l'heure  (Sog) , au  sujet  d'une  proposition  analogue 
à celle  qui  vient  de  nous  occuper. 

'Je  pense,  du  reste,  que  cette  digressiou  ne  pourra  que  faire  plaisir  au 
lecteur , attendu  le  haut  degré  d'intérêt  qui  s’attache  à tout  ce  qui  nous  vient 
des  anciens , et  qu’il  n'est  pas  inutile , pour  les  progrès  même  de  la  Géométrie 
pure,  de  làire  connaître  le  point  où  ils  étaient  parvenus  et  celui  où  ils  en 
sont  restés. 

5oo.  Nous  venons  de  déduire  le  théorème  de  Pappus  do  cas  général  où 
les  points  fixes  ou  pôles  des  côtés  du  polygone  sont  quelconques,  mais  on 
petit  aussi  le  démontrer  directement  d’une  manière  très-simple , et  qui  va  nous 
conduire  à de  nouvelles  conséquences. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  particulier  d’un  quadrilatère  tibcd  (fig.  8i), 
dont  les  trois  premiers  sommets  a^b^c  soient  astreints  à parcourir  les  droites 
ou  directrices  AB , BC , CD , tandis  que  ses  quatre  côtés  pivotent  respective- 
ment sur  les  points  fixes  p,  p*,  p",  p'"  placés  sur  une  même  droite  ; la  dé- 
monstration s’étendra  fadlemcut  à un  polygone  plan , d’un  nombre  des  côtés 
quelconque,  assujetti  aux  mêmes  conditions. 

Cela  posé , prolongeons  le  premier  côté  ad  de  ce  quadrilatère  jusqu’à  sa 
rencontre  en  m avec  le  troisième  côté  bc;  les  trois  points  fixes  p,  p',  p"  étant 
en  ligne  droite , le  sommet  m du  triangle  mah  s'appuiera  constamment , dans 
le  mouvement  du  quadrilatère,  sur  la  droite  fixe  mB  (ao5)  passant  par  le 
sommet  de  l’angle  ABC  des  directrices  que  parcourent  les  deux  autres  sommets 
a Cl  b du  triangle.  Ainsi  le  quadrilatère  mobile  abcd  se  trouve  déjà  rem- 
placé par  le  triangle  med , dont  les  côtés  pivotent  rcspectivemcut  sur  les  trois 
points  fixes  p,  p'*,  p"*,  et  dont  les  sommets  m et  c s’appuient  constamment  sur 
les  directrices  donmfes  niB  et  CD  ; donc  le  troirième  sommet  <i  de  ce  triangle , 
ou  le  sommet  lilire  du  quadrilatère , parcourt  lui-même  une  b'gne  droite  AD 
donnée  de  position , et  qui  |ia«c  évidemment  par  le  sommet  D de  l'angle  des 
deux  premières  mB  et  CD. 

Ce  raisonnement  s'étendrait  aisément  à tm  polygone  d'un  nombre  de  som- 
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mets  quelconque,  en  réptîtant  ronvcnaWcnienl  (494)  les  operations  sur  scs 
côtés  ; donc  le  sommet  libre  de  ce  polygone,  et,  par  suite  (495),  les  divers 
points  d'intersection  des  côtés  décrivent  tous  des  lig;ncs  droites,  comme  il  s'a- 
gissait de  le  démontrer. 

Soi.  Puisque,  d’après  ce  qui  précède,  les  divers  sommets  du  pxilygone 
abcd  décrivent  k la  fois  des  lignes  droites , et  que , d'un  autre  côté , les  points 
fûtes  ou  pôles  sont  eux-mêmes  sur  une  ligne  droite,  il  existera 

tme  certaine  position  de  ce  polygone  pour  laquelle  les  sommets  se  seront  à 
la  fois  confondus  svec  les  dilTércns  points  a',  ô*,  </,  rf  où  les  directrices , qui 
leur  appartiennent  respectivement , rencontrent  la  droite  />p"'  des  points  fixes. 
Mais  on  a en  général  (i45),  quelle  que  soit  la  position  du  polygone  par  rap- 
port à la  transsersale pp”,  pa.p>b.ffc.pf^dz=pd.ffa.p!'b.ff''c}  donc  on  a aussi, 
d'après  la  loi  de  continuité,  ' 

po'.p'6'.p"c'.p"'rf  =pa.pfa:.pf'b'.pf''d  : 

relation  au.  moyen  de  laquelle  on  pourra  determ'iner  directement,  par 
le  calcul,  Pun  quelconque  des  points  qu'on  vient  de < considérer  sur  la  droite 
ppf\  quand  tous  les  autres  seront  connus. 

Supposons  qu’un  polygone  quelconque  ait  scs  divers  sommets  appuyés 
sur  autant  de  droites  données  dans  son  plan , ou , ce  qui  revient  an  même  (495), 
supposons  qu’il  soit  inscrit  à un  autre  polygone  d’un  même  nombre  de  côtés  ^ 
supposons,  de  plus,  qu’il  existe,  sur  le  plan  de  ce  polygone,  une  droite  qui 
rencontre  ses  côtés  et  ceux  du  polygone  circonscrit  en  des  points  tels  que 
la  rclatioa  ci-dessus  ait  lieu  ^ il  résultera , de  ce  qui  précède , qu’on  pourra 
former  une  infinité  de  polygones  mserits  analogues  au  premier,  et  dont  les 
côtés  passeront  respectivement  par  les  mêmes  points  de  la  transversale. 

En  supposant  d’ailleurs  que  cette  transversale  passe  à l’infini,  il  sera  aisé 
de  reconnaître  ce  que  deviennent  ces  diverses  propriétés , et  on  pourra  même 
partir  de  là  (io5)  pour  arriver  à la  démonstration  du  cas  général. 

Des  courbes  enveloppes  des  côtés  libres  et  des  diverses  diagonales  du 

poljrgone. 

5oa.  Il  serait  facile  de  démontrer  que  les  diverses  diagonales  du  polygone 
abcd,  qu’on  vient  de  considérer  dans  le  précédent  article',  roulent  toutes  sur 
des  sections  coniques,  dans  le  mouvement  commun  du  système  j mais,  pour 

38 


3jj8  propriétés  projectives. 

plus  de  généralité',  nous  conâdérerons  un  polygone  plan  quelconque,  dont 
tous  les  sommets  soient  astreints  à parcourir  auUnt  de  droites  données  comme 
directrices,  tandis  quêtons  scs  côtés,  à Pexception  d’un  seid,  photent  sur 
des  points  fixes  entièrement  arbitraires.  11  est  clair  que  le  théorème  en  ques- 
tion revient  à prouver  que  le  côte  libre  de  ce  dernier  polygone  enveloppera, 
dans  ses  diverses  positions,  une  seule  et  même  section  conique  : or  c’est  ce 
qui  résulte  immédiatemeutdu  principe  de  Part.  4o4i  combiné  avec  la  théorie 
des  pôles  et  polaires  réciproques  des  sections  coniques  (aag  et  suh  .). 

Supjiosons,  eu  effet,  ipi’ayant  tracé,  à volonté,  im  cercle  ou  une  section 
conique  sur  le  plan  de  la  figure,  on  détermine  le  polygone  qui  est  le  réd- 
proque  polaire  du  proposé,  scs  différons  côtés  auront  pour  pôles  (*)  les 
sommets  de  ce  dernier  et  vice  versd;  mais,  par  hypothèse,  ces  sommets 
demeurent  siff  des  droites  données  de  position^  donc (igS) les  différons  côtés 
du  polygone  réciproque  pivoteront  sm-  des  points  fixes , pôles  de  ces  droitM. 

D’une  autre  part,  tous  les  côtés  du  polygone  proi>osc,  un  seul  excepté, 
pivotent  sur  des  points  fixes;  donc  les  sommets  du  polygone  rédproque,  dont 
ils  sont  les  polaires,  parcourront,  un  seul  excepté,  autant  de  droites  fixes, 
polaiit»  des  points  fixes  du  premier  polygone  : c’est-à-dire  que  le  polygone 
rédproque  sera  tout-à-fait  dans  les  circonstances  de  celui  de  Fart.  4d4  i 
sorte  que  le  sommet  libre  de  ce  polygone  et  les  divers  po'uits  d’inlcrscction 
des  côtés  décriront  séparément  autant  de  sections  coniques,  passant  par  les 
points  fixes  qui  servent  de  pivots  aux  côtés  correspontlans. 

Mais  le  sommet  libre  dont  il  s’agit  est  le  pôle  du  côté  libre  du  polygone 
proposé,  et  les  jmûits  de  rencontre  des  différens  côtés  du  polygone  réciproque 
sont  (aag)  les  jiôles  des  diagonales  de  ce  même  polygone  ; donc  ce  côte  et 
ces  diagonales  roulent,  dans  les  positions  qu’elles  peuvent  prendre,  sur  autant 
de  sections  coniques  tangentes  aux  dli-ectrices  respectives  qui  appartiennent 
aux  cxii-érailés  de  ce  côté  et  de  ces  diagonales.  Cest-à-dirc  qu’on  a ce  nou- 
veau théorème  : 

Si  tous  les  sommets  (Tuti  polygone  plan  quelconque  sont  astreints  à se 
mom'oir  surflutanl  de  droites fixes^  dorwées  dans  ce plan^  tandis  que  tous  - 
ses  côtés , un  seul  excepté , pivotent  respeètivement  sur  des  points  fixes , le 
côte  libre  et  les  diverses  diaMnales  de  ce  polygone  rotdcront , par  suite  du 
mouvement  général  de  la  fig^u'e , sur  des  sections  coniques  distinctes , 

A”— ~ ^ ■ 

(*)  Voy*ai  la  noto  de  l’ert.  196* 
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tangentes  aux  deux  droites  fixes  qui  dirigent  le  mouvement  de  ce  côté  ou 
de  ces  diagonales  respectives, 

5o3.  Ce  théorème , que  nous  aurions  pu  énoncer  d’une  manière  plus  géné- 
rale comme  celui  de  l'art.  4lP,  est  visiblement  une  extension  de  la  propriété 
(3 10)  due  à M.  Brianchon,  et  peut  s'en  dddulre-clircctemcnt  au  moyen  du 
raisonnement  qui  suit.  _ 

Considérons  d'abord , comme  ci-dessus  (493)  ^ le  cas  particulier  d'un  qua- 
drilatère abcd  (Fig.  83) , dont  les  côtés  ab,bc,cd  pivotent  autour  des  points 
fixes P*, p"  respectivement , tandis  que  ses  quatre  sommets  a^b^c^d  sont 
astreints  à parcourir  les  droites  AD,  AD , BC , Cl) , données  comme  directrices  \ 
ce  quadrilatère  sera  ainsi  inscrit  au  quadrilatère  simple  ABCD  formé  par  la 
rencontre  mutuelle  des  quatre  directrices.  Or  il  est  d'abord  évident  que  les  deux 
diagonales  aceibd  roulent  sur  des  sections  coniques  (310),  car  elles  sont  les 
troisièmes  côtés  de  deux  triangles  abc,  bed  dont  les  deux  autres  côtes  pivotent 
sur  des  points  fixes , tandis  que  les  sommets  parcourent  des  droites  données  : 
reste  donc  à examiner  la  nature  de  la  courbe  qu'enveloppe , dans  son  mou- 
vement, le  côté  libre  ad  du  quadrilatère. 

Soient  tracées  les  droites  indéfinies  p'ff  qui  renferment  les  points  fixes 
P et  fi,  p/  etf/'-,  par  le  point  x,  où  le  côté  bc,  opposé  k ad  et  passant  par  fi, 
rencontre  la  diagonale  AC  du  quadrilatère  ABCD  des  directrices,  et  par  chaame 
des  extrémités  a et  ri  du  côté  libre  ad  menons  les  droites  indéfinies  ax,  dxj 
leurs  directimu  iront  rencontrer  celles  des  droites  pfi,  p'p"  aux  points  respectils 
P et  P',  qui  rcstermit  invariables  dans  le  mouvement  du  quadrilatère  abcd. 

En  eflet , le  triangle  eibx  étant  assujetti  à avoir  ses  sommets  sur  les  droites 
respectives  AB , AC  ^ AD , qui  sont  fixes  et  partent  du  même  point  A , tandis 
que  ses  deux  côtés  ab  et  bx  pivotent  sur  les  points  fixes  p,  fi,  le  trobième 
côté  ax  de  ce  triangle  devra  (ait)  pivoter  également  sur  un  point  fixe  P 
placé  sur  la  droite  pfi  qui  renferme  les  deux  autres.  En  considérant  le  triangle 
mobile  odx,  ou  prouverait,  de  même,  que  le  côté  dx  passe  constamment 
par  un  point  fixe  F placé  sur  la  droite  fip”.  Donc  le  côté  libre  ad  du  qua- 
drilatère abcd  peut  être  considéré,  dans  toutes  ses  |K)sitions,  comme  le 
troisième  côté  d’un  triangle  odx,  dont  les  deux  autres  passent  constamment  par 
les  points  fixes  P,  F,  tandis  que  scs  sommets  s'appuient  constamment  sur  les 
directions  des  côtés  du  triangle  invariable  ACD;  donc  enfin  (310)  ce  troi- 
sième côté  enveloppe , dans  sou  mouvement , une  section  conique  tangente 
aux  directrices  AD  et  DC  qui  en  dirigent  les  extrémités. 
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Noiu  venons  de  remplacer  le  mouvement  du  quadrilatère  par  celui  d'un 
triangle , avec  deux  points  fixes  ^ la  même  construction , appliquée  i trois 
côtés  consécutifs  quelconques  d'un  pol^'gone  de  n côtés,  et  i la  diagonale  qui  en 
joint  les  sommets  extrêmes , servira  évidemment  à remplacer  ce  polygone  par 
un  autre  de  n — i sommets,  avec  un  point  fae  et  une  directrice  de  moins  ; 
celui-ci  pourra,  à son  tour,  être  remplacé  par  un  polygone  de  n — a côtés 
avec  deux  directrices  et  deux  points  fixes  de  moins,  et  ainsi  de  suite ^ donc, 
par  des  constructions  successives,  on  parviendra  à assigner  les  deux  points 
fixes  d'un  dernier  triangle , dont  le  côté  libre  sera  le  même , pour  toutes  les 
positions  du  ^-slùme , que  celui  du  polygone  proposé , et  dont  les  trois  som- 
mets s'appuieront  sur  trois  droites  fixes , du  nombre  desquelles  se  trouveront 
les  deux  dû'cctriccs  qui  apprtiennent  au  côté  libre  du  polygone.  Or  de  là 
ri^iltc  toute  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer , et , de  plus , un  moyen 
pour  déterminer  linéairement  (ai 3)  le  point  de  con^ct  du  côté  libre  avec  la 
section  conique  qu'il  enveloppe  dans  ses  diverses  positions. 

On  voit  aussi  que , dans  le  théorème  de  l’art.  494  i toutes  les  diagonales 
du  polygone  enveloppent  également  des  sections  coniques  dans  le  mouvement 
du  ^'stème , excepté  pourtant  celles  du  sommet  libre , qui  décrivent , eu  gé- 
néral, des  lignes  du  troisième  ordre,  comme  il  serait  aisé  de  rétablir  d'une 
manière  directe.  Des  remarques  analogues  sont  d’ailleurs  applicables  au  tbéo- 
rèçic  de  Fart.  5oa , relativement  aux  beux  des  points  de  rencontre  des  côtés 
en  général , et  de  ceux  qui  appaitlenucat  au  côté  libre  en  particulier. 

Cas  où  les  courbes,  enveloppes  des  côtés  libres  et  des  diagonales,  se  rédui- 
sent à des  points;  du  lieu  des  points  de  rencontre  des  diagonales 

5o4>  En  partant  de  ce  qui  précède , on  démontre  sans  peine , par  les  consi-^ 
dérations  déjà  mises  en  usage  ci-dessus  (497),  que  la  section  conique  qu’enve- 
loppe , dans  son  mouvement , le  côté  libre  du  polygone , se  réduira  à un  point , 
et  ne  pourra  se  réduire  à un  point , que  quand  (an),  dans  ime  certaine  po- 
sition du  polygone , cc  côté  libre  deviendra  nul , ou  que  sa  direction  indéfinie , 
d’ailleurs  indéterminée , passera  par  le  sommet  de  l’angle  des  directrices  qui 
eomprennent  ses  extrémités  : or  ceue  circonstance  aura  beu,  en  particuber, 
lorsque  tons  les  points  fixes  étant  situés  sur  une  même  droite,  cette  droite 
viendia  à passer  cUe-mêrae  par  le  sommet  de  l’angle  des  directrices. 

Cette  circonstance  ayant  encore  lieu  évidemment  lorsque  les  directrices  des 
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sommets  du  polygone  vont  toutes  concourir  en  un  mtimc  point , on  en  d<{- 
duit  ce  nouveau  théorème,  noij  moins  digne 'de  remarque  que  celui  de 
Pappus  (498),  dont  il  peut  d'ailleurs  être  regardé  comme  une  conséquence 
très-simple  (5o3),  au  moyen  de  la  théorie  des  polaires  réciproques  des  sec- 
tions coniques  : 

Si  tous  les  sommets  dun  polygone^  mobile  sur  un  plan^  sont  assu- 
jettis à parcourir  autant  de  droites  fixes  concourant  en  un  seul  et  même 
point  f que^  de  plus,  tous  ses  côtés,  à T exception  (F  un  seul,  se  meuvent 
constamment  autour  de  points  fixes,  le  côté  libre  et  les  diverses  diago- 
nales du  pofygone  pivoteront  également  sur  <f  autres  points  fixes. 

5o5.  Mais  on  peut  aussi  démontrer  ce  théorème  directement  par  une  mai^ 
che  déjà  souvent  employée  dans  ce  qui  précède , et  qui  oITrc , sur  la  pre- 
mière , l'avantage  de  faire  connaître  Pespèce  de  dépendance  qui  lie  le  point 
fixe  du  cêté  libre , ou  de  chaque  diagonale , à ceux  qui  appartiennent  aux 
divets  autres  côtés. 

Considérons,  en  premier  lieu,  le  quadrilatère  abcd  (Tig.  83),  dont  les  som- 
mets s'appuient  respectivement  sur  les  droites  fixes  SA , SB , SC , SD  partant 
du  même  point  S , et  soient  p,  p>,  les  points  donnés  autour  desqueb  doi- 
vent tourner  les  trois  premiers  côtés  ab,  bc,cdàe  ce  quadrilatère;  tirons 
la  diagonale  ac,  son  prolongement  ira  rencontrer,  quelque  part  en  un  point 
P,  la  droite  qui  renferme  les  deux  pôles  p,fi  appartenans  aux  côtés  adja- 
cens  à cette  diagonale.  Or  il  est  visible  que  le  point  P demeui'cra  constam- 
ment le  même  pour  les  diverses  positions  du  quadrilatère,  car  le  triangle 
abc  a ies  sommets  appuyés  sur  trois  droites  dirigées  vers  un  même  point  S 
(au);  donc  aussi  le  côté  ad  du  triangle  ade,  dont  les  sommets  s'appuient 
sur  trois  droites  dirigées  vers  S,  pivote  constamment  sur  un  point  fixe  f/”, 
place  sur  la  droite  qui  renferme  P et 

O’aillcurs  on  démontrerait,  de  la  même  manière,  que  la  seconde  diago- 
nale lui  du  quadrilatère  pivote  sur  un  point  fixe  P*  placé  siu  la  droite  p'p"i 
donc  enfin  le  côté  libre  ad  et  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  pivotent  siu’ 
des  points  fixes,  comme  il  s'agissait  de  le  démontrer. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  premiers  côtes  ab,hc,  cd  du  quadri- 
latère abcd  fassent  partie  de  ceux  d'un  polygone  quelconque  .assujetti  aux 
mêmes  conditions,  il  résultera,  de  ce  qui  précédé,. qu'on  pourra  d'abord  rem- 
placer le  mouvement  des  deux  côtés  'ab , bc  par  celui  de  la  diagonale  ne 
pivotant  sur  le  point  P ; puis  remplacer  le  mouvement  des  trois  côtés  ah,  bc,  cd 
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par  celui  de  la  seconde  diagonale  ad  pivotant  sur  le  point  fixe  p"',  et  ainsi 
de  suite  ] on  arrivera  donc  à un  dernier  triangle  renfermant  le  côté  libre  du 
polygone,  lequel  pivotera  encore  sur  un  point  fixe. 

Ainsi  toutes  les  diagonales  et  le  dtti  libre  du  polj-goue  pivoteront  sur  des 
points  fixes  : or  il  existe  entre  ces  points  fixes  une  relation  fort  simple,  et 
qu’il  ne  sera  pas  inutile  d’examiner.  *' 

506.  Considérons,  en  dTet,  le  premier  triangle  abc;  à cause  de  la  trans- 
versale fixe  p/''P,  on  aura  (i45)  j po'ir  toutes  les  positions  de  ce  triangle , 

pa.p'b.Vc  — pb.f/c.Va  ; 
le  triangle  suivant  acd  donnerait  de  même 

p'”d.p^'c.Va=/f'a.p"d.Vc, 

et  ainsi  de  suite,  pour  les  autres  triangles  Ibrmés  par  les  diverses  diagonales 
partant  du  même  sommet  a du  polygone. 

Multipliant  donc  entre  elles  toutes  ces  relations,  après  les  avoir  disposées 
d'une  manière  convenable , telles  que  celles  qui  précèdent , tons  les  segmens 
apparumans  aux  diverses  diagonales  disparaitroat  du  résultat , et  il  ne  restera 
plus  qti’une  relation  entre  les  segmens  relatiis  aux  côtés  du  polygone  et  aux 
points  fixes  situés  sur  ces  côtés , laquelle  exprimera  évidemment  que  le  produit 
de  tous  ceux  de  ces  segmens^  qui  riront  point  d^ extrémités  communes^ 
est  égal  au  produit  de  tous  les  autres^  pour  les  diverses  positions  du 
polygone. 

Il  est  clair  que  la  même  relation  devra  avoir  lieu  entre  les  segmens  relatifs 
aux  points  fixes  ou  pôles  des  difTérens  côtés  d'un  polygone  partiel  quelconque 
formé , dans  le  proposé , par  une  on  plusieurs  diagonales. 

Enfin  la  relation  analogue  a lieu  évidemment  (17)  entre  les  sinus  des  angles 
projetans  formés,  autour  du  point  S,  et  parles  directrices,  et  par  les  droites 
S/>,  S/é...  qui  appartiennent  aux  divers  (toints  fixes;  ce  qui  fait  voir  que, 
quand  toutes  ces  droites  sont  données , à l’exception  d’une  seule , la  relation 
dont  il  s'agit  suffira  pour  déterminer  la  grandeur  des  angles  que  celle-ci  lait 
avec  chacune  de  celles  SA,  SB...  qui  lui  sont  adjacentes,  d’après  l’ordre  de 
succession  des  côtés  du  jxtlygone.  ■ 

507.  Réciprofpiement , si  l'on  prend , sur  les  difTérens  côtés  d’un  polygone 
plan  quelconque , des  points  fixes  tels  que  la  relation  d-dessus  ait  lieu  entre 
les  segmens  correspondans  formés  sur  ces  côtés , il  pourra  arriver  qu’en  fai- 
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mu  mouvoir  ce  polygone,  de  façon  qne  tous  scs  sommets,  un  seul  excepté, 
parcourent  des  droites  domices  dirigées  vers  tin  même  point  du  plan,  le 
sommet  qui  reste  libre  décrive,  dans  le  mouvement  général  du  ^slème,  une 
dernière  ligne  droite  passant  egalement  par  le  point  dont  il  s'agit.  Tout  dé- 
pendra de  la  stuation  respectiv'e  des  points  fixes  à l'égard  des  directrices. 

En  elTct,  il  est  facile  de  prouver,  d'après  ce  qui  précède,  que  cela  aura 
lieu  nécessairement  i”.  toutes  les  fois  que,  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
étant  pair , U y aura  un  nombre  pair  de  points  fixes  pLicés  sur  le  prolonge- 
ment des  côtés,  ou  qu'il  n'y  en  aura  aucun;  a”,  toutes  les  (bis  que,  le  nom- 
bre de  ces  côtés  étant  impair,  il  y aura  aussi  un  nombre  impair  de  points 
placés  sur  les  prolongcmeos  de  ces  côtés,  c’est4-dire  au  moins  un. 

Dans  tout  antre  cas , le  sommet  libre  parcourra  nécessairement  une  section 
conique  en  général , et  non  plus  une  simple  ligne  droite  ; car  alors , en  opé- 
rant comme  cl-dcasus  (5o5  et  5o6),  on  trouvera  un  dernier  triangle  acd  dont 
les  pôles  P,;»",  jf”  satisferont  bien  à la  relation  proposée,  mais  ne  seront 
pas , pour  cela , sur  une  même  droite  (i6o).  Quant  aux  autres  points  de  ren- 
contre des  côtés  du  polygone,  ils  décriront  toujours  des  sections  coniques, 
et  il  en  sera  de  même  des  points  de  concours  des  diagonales. 

Par  exemple , dans  le  quadrilatère  abcd  (Fig.  83) , le  point  x de  rencontre 
des  deux  côtés  ah  et  cd  décrira  une  section  conique  ; car  le  triangle  mobile 
bcx  a deux  de  scs  sommets  appuyés  sur  les  directrices  SB , SC,  tandis  que 
ses  côtés  pivotent  sur  des  points  fixes  quelconques  (ao.^). 

Pareillement,  le  point  d'intersection  y des  diagonales  oc,  bd  de  ce  qua- 
drilatère étant  le  troisième  sommet  du  triangle  mobile  ôçy,  dont  les  côtés 
pivotent  sur  les  trois  points  fixes  quelconques  p*,  P , P",  tandis  que  ses  som- 
mets 6,  c s’appiuent  sur  les  directrices  SB,  SC,  ce  point/,  dis- je,  décrit 
nécessairement  aussi  une  section  conique. 

Enfin  on  remarquera  que , dans  les  cas  généraux  des  art.  et  5oa , les 
points  d'intersection  des  diagonales  cessent  de  décrire  des  sections  coniques. 

5o8.  Tous  ces  laisonnemens  étant  indépentlans  de  l’hypothèse  que  la  li— 
giu«  soit  entièrement  située  sur  un  plan , on  voit  que  les  propriétés  et  les 
remarques  qui  pn'cèdent  subsistent  également  pour  ira  polygone  gauche  quel- 
conque, dans  Pespace,  assujetti  aux  mêmes  conditions  ; de  sorte  que,  dans  ce 
cas  par  exemple,  toutes  les  diagonales  et  Êous  les  côtés  pivoteront  et»-.. 
core  sur  des  pobits  Jixes  (5o5). 

Quant  à ce  qui  concerne  les  points  d’intersection  de  deux  côtés  et  de  deux* 
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diagonales  quelconques , comme  alors  ils  cessent  en  général  d'être  possibles , 
les  courbes  qni  leur  corresptMideni  n’ont  plus  lieu  5 mais , si  Ton  conçoit 
la  droite  qui,  passant  par  un  point  fixe  pris  arbitrairement  dans  l'espace, 
s'appuierait  à la  fois,  et  à chaque  instant,  sur  les  detix  côtés  ou  sur  les  deux 
diagonales  que  l'on  considère , il  sera  aisé  de  prouver  qu’elle  décrit  alors  une 
surface  conique  tlu  second  degré. 

11  existe  une  circonstance  générale  poitr  laquelle  les  dilTérens  points  fixes , 
pris  sur  la  direction  des  côtés  du  ]K>ljgone  mobile  dans  Pcspacc , satisfont  a 
la  condition  ci-dessus  prescrite  (507)  ; c’est  lorsque  tous  ces  points  se  trouvent 
appartenir  à im  même  plan  (i4^*  Alors  on  peut  tracer  une  infinité  de  polygones 
fermés , quoique  gauches , dont  les  sommets  s'appuient  sur  autant  de  direc- 
trices fixes , concourant  en  un  même  point  tpiclconque  de  Pespace , et  dont 
les  diverses  diagonales  pivotent  par  conséquent  sur  des  {roints  fixes  placés  dans 
le  plan  de  ceux  qui  appardenuent  aux  diflérens  côtés.  Mais  revenons  au  cas 
pardeulier  où  la  fig|u«  est  tout  endère  dans  un  seul  et  même  plan. 

509.  Il  existe  alors  une  circonstance,  non  moins  remarquable  que  celle 
qui  précède , pour  laquelle  les  condidons  de  Part.  507  sont  encore  satisfaites  ÿ 
c'est  lorsrpie  tous  les  ]>oiuts  fixes  des  côtés  du  polygone  sont  situés  sur  ime 
même  droite.  Dans  ce  cas,  les  points  sur  lesqtiels  pivotent  les  diagonales  , 
sont  évidemment  situés  (5o5)  sur  cette  droite;  et  par  consétjuent  les  inier- 
secdons  des  diagonales  et  des  côtés  du  polygone , au  lieu  de  décrire  des  secdons 
coniques  (507),  décrivent  (5oi)  d'autres  lignes  droites  passant  par  le  point  de 
concours  commun  des  directrices. 

En  terminant  ce  sujet,  noiu  ferons  remarquer  que  toutes  les  propositions 
qui  précèdent  doivent  subsister  également , quand  deux  ou  plusieurs  des  lignes 
droites  qui  dirigent  les  sommets  du  polygone,  et  quand  deux  ou  plusieurs 
des  points  fixes  sur  lesquels  pivotent  les  côtés,  viennent  à se  confondre  en 
une  seule  et  même  droite,  ou  en  un  seul  et  même  |K>iut  fixe  ; ce  qui  donne 
lieu  à un  grand  nombre  de  reladons  et  de  propriétés  fort  remarquables,  stu 
lesquelles  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  insister. 

Supposons,  par  exemple,  que  toutes  les  directrices  se  réduisent  à deux, 
et  qu’on  leur  inscrive  une  infinité  de  polygones,  dont  les  sommets  s'appuient 
alternativement  sur  l’uue  et  sur  l’autre  de  ces  droites,  et  dont  tous  les  côtés, 
im  seid  excepté,  passent  respactivemeut  par  des  points  donnés;  le  côté  qui 
reste  libre  passera  lui-même  (5o5)  par  un  dernier  point  invariable  de  posi- 
tion comme  tous  les  autres,  et  qui , dans  le  cas  particulier  où  ces  points  seront 
en  ligne  droite,  se  trouvera  lui-même  place  sur  cette  droite,  etc. 
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Des  courbes  enveloppes  du  côté  libre  et  des  diverses  diagonales  d'un  poly- 
gone variable  inscrit  à une  conique^  et  dont  les  autres  côtés  pivotent 
sur  des  points  fixes  quelconques. 

5 10.  Les  propriétés,  qui  viennent  de  nous  occuper  en  dernier  lieu  (Sop), 
peuvent  s'étendre , de  la  manière  suivante , au  cas  où  Ton  remplace  le  système 
de  deux  directrices  uniques  par  une  section  conique  quelconque: 

.Voit  abcdc...f.  (Fig.  84)  un  polygone  quelconque  inscrit  à une  section 
conique;  prenons^  sur  ses  diff'érens  côtés  ab,  bc,  cd...,  des  points  fixes  arbi- 
traires p,p',p"...,  excepté  sur  le  dernier  côté  ai  qui  restera  libre;  suppo- 
sons eiftn  que  le  polygone  vienne  à se  mouvoir  d’après  ces  conditions  , le 
côté  libre  af  et  les  diverses  diagonales  ac,  bd,'ac....  envelopperont^  dans  le 
mouvement  général  du  ^slème^  certaines  courbes^  que  je  dis  être  autant 
de  sections  coniques  c^ant  un  double  contact.,  réel  ou  idéal ^ avec  la 
proposée. 

La  chose  est  évidente  (43i)  pour  les  diagonales  oc,  bd,  ce...,  qui  joignent 
les  extrémités  de  deux  cùtés  consécutifs  quelconques  qui  ne  sont  pas  libres , 
ou  qui  sont  astreints  à pivoter  sur  des  points  fixes.  Voyons  comment  elle  peut 
le  devenir  aussi  pour  une  diagonale  quelconque  ae,  et,  par  suite,  pour  le 
côte  libre  af  lui-même. 

Pour  cela , conridérons  d’abord  le  pentagone  abede  formé  par  les  quatre 
premiers  côtés  du  polygone  en  question  et  la  diagonale  ae  qui  joint  son 
premier  et  son  cinquième  sommet.  Par  les  points  fixes  ^ et  p'  des  deux 
premiers  côtés  ab,  bc,  faisons  passer  la  droite  indéfinie  ppt ; traçons  pareille- 
ment celle  qui  passe  par  les  points  fixes,  p/',p/",  des  deux  côtés  suivans,  elle 
coupera  la  première  en  un  point  P.  Par  ce  point  et  le  sommet  c du  p>enta- 
gonc,  opposé  aac,  menons,  pour  chaque  position  du  système,  la  droite  Pc, 
qui  ira  rencontrer  la  courbe  proposée  au  nouveau  point  x ; traçons  enfin  les 
cordes  ax  et  ex , dont  la  première  rencontrera  pp',  prolongée , en  P”,  et 
l'autre  p"  pt”  en  P" , nous  aurons  ainsi  formé  les  quadrilatères  inscrits  abex , 
edex , dont  les  trois  premicis  côtés  pivotent  constamment  sm  des  joints  fixes 
situés  en  ligne  droite  j donc  (i8o  et  4^^)  quatrièmes  côtés  ax,  ex  de 
ces  quadrilatères  pivoteront  aussi  constamment  sur  des  points  invariables  P'  et  P" 
placés  sur  ces  mêmes  droites. 

n suit  de  là  encore  que  le  mouvement  de  la  diagonale  ae  du  poly  gone 
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propo«é  abcd...f^  c’est-à-dire  celui  du  dnquicme  côté  du  pentagone  abcde^est 
le  même  que  celui  du  c6té  libre  du  triangle  inscrit  axe  dont  les  deux  autres 
côtés  ox,  ex,  pivotent  sur  les  poinis  fixes  P*  et  P*;  donc  (43i)  cette  diago- 
nale roule  sur  une  section  conique.  Donc  anssi  le  mouvement  de  la  portion 
abede  du  polygone  proposé  peut  être  remplacé  par  celui  de  l'angle  inscrit 
axe  dont  les  côtés  pivotent  sur  les  points  fixes  I”  et  I*"  ^ en  sorte  que  le  po- 
lygogne  proposé  abcd...f^  se  trouvera  lui-mémc  remplacé  par  un  polygone 
axe. ..J,  qui  a deux  côtés  et  deux  pointa  fixes  de  moins  qiwlc  premier,  et 
dont  la  partie  commune  avec  rclui-d  se  mouvra  absolument  d'après  les  mêmes 
conditions  et  suivant  les  mêmes  lois. 

En  traitant , à son  tour,  le  nouveau  polygone  comme  le  premier,  on  aura 
diminué  de  quatre  le  nombre  des  côtés  cl  des  points  fixes  5 et  par  consé- 
quent , si  le  polygone  proposé  est  d’un  nombre  de  côtés  impair,  on  arrivera , 
en  continuant  d’opérer  ainsi , à remplacer  ce  polygone  par  un  triangle  inscrit 
avec  deux  points  fixes , dont  le  côté  libre  sera  constamment  le  même  ; donc 
alors  ce  côté  roulera  sur  une  section  conique , comme  nous  l'avions  annoncé. 

Au  contraire,  le  nombre  des  côtés  du  polygone  proposé  étant  [>air,  on 
finira  par  arriver  à une  figure  de  qnatre  côtés , afex , avec  trois  points  fixes , 
à laquelle  il  sera  impossilile  d'appliquer  la  construction  qui  précède,  puis-  < 
qu’elle  exige  au  moins  quatre  points  fixes  et  cinq  côtés.  En  conséquence  il 
faudra,  de  toute  nécessité,  recoiuir  alors  à un  autre  procédé,  qui  n’ait  pas 
le  meme  inconvénient  que  le  premier. 

5t  1 . Soit  donc  abcd  (Fig.  85)  le  quadrilatère  inscrit  dont  il  s'agit,  p" 
les  points  fixes  sur  lesquels  doivent  pivoter  constamment  scs  trob  premiers 
côtés  oô , ôc , cd;  soit , en  outre , PP"  la  polaire  du  point  fixe  p"  du  troisième 
côté , rencontrant  en  P la  droite  pp!  qui  passe  par  les  points  fixes  des  deux 
premiers.  Ayant  mené , par  le  point  P et  par  le  troisième  sommet  c du  qua- 
drilatère , la  droite  indéfinie  Pc  rencontrant , de  nouveau , la  courbe  proposée 
en  X , et  ayant  tracé  les  cordes  ox  et  dx , la  première  ira  couper  pp'  prolongé 
au  point  P',  cl  la  seconde  PF' au  po'mt  F',  qui  demeureront,  fun  et  l’autre, 
invariables  dans  les  diverses  positions  que  pourra  |>rcndrc  le  quadrilatère  inscrit 
abcd.  ' 

La  chose  est  d’abord  évidente  pour  le  point  F,  car  les  trois  premiers  côtâ 
du  quadrilatère  abex  pK’Otent  respectivement  sur  les  jioints  fixes  p,  p',  P situés 
en  ligne  droite , en  sorte  que  le  côté  libre  ax  doit,  de  même  (43a),  pivoter 
sur  un  dernier  point  fixe  placé  sur  cette  droite.  Or  elle  ne  l'est  pas  moins  poiu- 


Digitized  by  Google 


SECTION  IV.  CHAPITRE  II.  3o- 

le  point  P";  car,  les  deux  points  P et  ;>*,  sur  lesquels  pivotent  les  côtés  cx 
et  cd  du  triangle  inscrit  cdx , étant  tels , d'après  ce  qui  précède , que  la  po- 
laire de  Tun  quelconque  d’entre  eux  passe  réciproquement  par  l'autre  le 
troinème  côté  dx  du  triangle  doit  aussi  passer  constamment  (19a)  par  un 
dernier  point  fixe  placé  sur  la  polaire  PP'  de  />".  Donc  enfin  le  quadrilatère 
mobile  abcd  peut  être  remplacé  par  le  triangle  inscrit  axd^  dont  les  côtés  ax 
dx  pivotent  constamment  sur  les  points  fixes  P et  P',  et  dont  le  côté  libre 
ad  est  précisément  le  même  que  celui  du  quadrilatère. 

Concluons  de  là  et  de  tout  ce  qui  précède  que , quel  que  soit  le  polygone 
inscrit  que  l’on  considère,  Ton  parviendra  toujours,  par  des  constructions  suc- 
cessives , à assigner  les  deux  points  fixes  d'un  dernier  triangle , dont  le  côté 
libre  prendra  successivement  toutes  les  positions  du  côté  libre  du  polygone 
en  question 5 en  sorte  que  ce  même  côté  roulera,  dans  tous  les  cas,  sur  une 
section  conique  (43 1),  ayant  un  double  contoct  avec  la  proposée,  suivant  la 
droite  qui  renferme  les  deux  derniers  points  fixes 5 et,  comme  chaque  dia- 
gonale du  polygone  proposé  divise  ce  polygone  en  deux  autres,  dont  l’un 
est,  en  tout,  assujetti  aux  mêmes  conditions  que  le  premier,  et  a la  diagonale 
en  quesdon  pour  côté  libre,  on  voit  que  ceue  diagonale  et  toutes  ses  sem- 
blables doivciU  rouler  aussi  sur  des  sections  coniques , ainsi  qu’il  s’agissait  de 
le  démontrer. 

Ejifin  les  procédés  qu’on  vient  de  mettre  en  usage  pourixmt  également 
servir,  dans  tous  les  cas , à faire  trouver  la  sécante  de  contact  de  la  section 
conique  proposée  et  de  celle  qu’envebppe,  dans  son  mouvement,  le  côté 
libre  du  polygone  que  l’on  considère. 

5ia.  Quant  aux  coiu-bes  parcourues  par  les  divers  points  d'intersection 
des  côtés,  il  est  possible  de  prouver  qu’elles  sont  en  général  du  quatrième 
degré  5 mais  ceUe  discussion  nous  jetterait  dans  des  longueurs  que  nous  vou- 
lons éviter,  et  n’olTrirait  pas,  en  elle-même,  assci  d’intérêt.  Nous  ferons 
d’ailleurs  connaître,  un  peu  plus  loin,  quelqueamiies  des  circonsUnces  où  la 
courbe  s abaisse  à un  degré  mféricur  de  deux  unités. 

On  remarquera,  sans  doute,  qu’il  existe  une  singulière  analogie  entre  la 
marche  de  raisonnement  que  nous  venons  de  mettre  en  us.-ige , et  celle  par 
laquelle  nous  sommes  parvenus  préccderameni  à éublir  les  diverses  propriétés 
des  polygones  variables  inscrits  ou  circonscrits  à d'autres  polygones.  Avant 
d arriver  à ce  mode  paruculier  de  démoustration , pour  lestecüons  coniques, 
nous  nous  étions  servi  du  principe  de  l’art.  43g,  dont  rappUcation  à la  pro- 
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position  qui  vient  de  nous  ocaipcr,  est  assez  évidente  pour  qui]  suflise  de  la 
signaler. 

Cas  où  les  courbes  enveloppes  se  réduisent  à des  points^  et  où  les  pôles 
des  côtés  sont  en  ligne  droite. 

5t3.  La  section  conique,  (pi’enveloppe  dans  son  mouvement  le  côté  libre 
n/  du  polygone  inscrit  à la  proposée,  se  réduira  évidemment  à un  point  (43y) 
quand  les  [joints  fixes  du  dernier  triangle , obtenu  au  moyen  des  constructions 
cwlcssus  (5 1 o) , seront  tels  que  « Pun  quelconque  d’entre  eux  sera  le  pôle 
> d'une  droite  passant  par  Pautre , > ou  lorsque  les  trois  points  fixes  du  der- 
nier quadrilatère  (5ti)  seront  situés  sur  nne  même  droite  (43a).  Ainsi,  en 
recherchant  ces  trois  ou  ces  deux  derniers  points  fixes,  U sera  toujours  facile 
de  s'assurer  directement , et  à l'aide  de  constructions  purement  linéaires , si  la 
coiu-be , enveloppée  par  le  côté  libre  du  polygone , se  réduit  elPectivement 
à un  point  unique. 

11  existe  une  circonstance  générale , très-remarquable  et  très-facile  à recon- 
naître à priori , où  cette  réduction  a lieu  j c’est  lorsque , le  polygone  étant 
d’un  nombre  pair  de  côtés , les  [joints  fixes , sur  lesquels  ces  côtés  pivotent , 
à l’exception  du  dernier , se  trouvent  tous  distribués  sur  une  même  ligue  droite. 

Considérons , par  exemple , l’hexagone  inscrit  ahedef  (Fig.  86) , dont  les 

côtés  successils  fli , ôc,  ef  pivotent  respectivement  sur  les  points  fixes 

P,  //,  ...  P"  situés  en  ligne  droite,  à l’exception  du  dernier  côté  af  qui  reste 
libre  ; traçons  la  diagonale  ad , formant  avec  les  trois  premiers  côtés  le  qua- 
drilatère inscrit  abed.  Puisque  les  trois  points  fixes  p , p",  p"  sont  en  ligne  droite, 
le  côté  ad  de  ce  quadrilatère  passera  lui-même  (43a),  dans  toutes  scs  posi- 
tions , par  un  quatiième  point  fixe  P , placé  sur  la  droite  /j/j"  des  premiers. 
Par  la  même  raison , si  l’on  considère  le  quadrilatère  suivant  adef , son  côté 
libre  q/",  qui  est  le  meme  que  celui  de  l’hexagone  proposé , pivotera  constam- 
ment sur  un  point  fixe  p”  placé  également  sur  la  droite  qui  renferme  tous  les 
autres  [ comme  il  s’agissait  de  le  démontrer. 

Or  U est  visible  que  la  même  démonstration  s’ap[jliqticra  à un  polygone 
quelconque , d’un  nombre  pair  de  côtés , avec  un  point  fixe  de  moins  qu’il 
y a de  côtés  [ car  ou  pourra  toujours  le  partager  en  une  suite  de  quadrila- 
tères, par  des  diagonales  partant  toutes  du  premier  sommet  a du  polygone 
et  qui  pivoteront  lespcctivcmcnt  sur  autant  de  points  fixes  placw  sur  la  droite 
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pff'  ) donc  la  proposition  qui  nous  occupe  a lieu  dans  toute  sa  généralité  : 
c’est-à-dire  que, 

Un  pofygone  quelconque^  d’un  nombre  pair  de  sommets^  étant  inscrit 
à une  section  conique , si  on  vient  à le  faire  varier  de  façon  que,  de- 
meurant constamment  inscrit  à la  courbe^  tous  ses  côtés , un  seul  excepté^ 
pivotent  sur  autant  de  points  fixes  placés  sur  une  même  droite , le  dernier 
côté  pivotera  également  sur  un  point  fixe  placé  sur  cette  droite. 

5i4.  Considérons  maintenant  un  polygone  inscrit  d'un  nombre  im- 

pair de  côtés , assujetti  aux  mêmes  conditions , et  soit  ae  son  côté  libre  ^ en 
traçant  la  diagonale  ad,  qui  en  retranche  le  triangle  ade  dans  lequel  se  trouve 
compris  le  côté  ae  , il  restera  un  polygone  abcd , d’un  nombre  pair  de  som- 
mets et  dont  tous  les  côtés , excepté  ae , pivoteront  siu*  des  points  lises  placés 
sur  la  droite  ppê.  Donc , d’après  le  théorème  qui  précède , le  côté  libre  ad 
de  ce  polygone  pivotera  lui-mème  sur  un  dernier  point  fixe,  P,  place  sur 
la  droite  dont  il  s’agit;  et  partant  le  triangle  Inscrit  atle  sera  tel  que  deux 
de  ses  côtés , ad  et  de , pivoteront  sur  les  points  fixes  P,  p/'\  d'ailleurs  iiulépcn- 
dans  entre  eux.  Donc  enfin  le  troisième  côté  ae  ou  le  côté  libre  du  poij-gonc 
abede,  au  lieu  de  pivoter  comme  ci-dessus  sur  un  point  fixe,  roulera  (43 1) 
sur  une  section  conique  ayant  im  double  contact  avec  la  proposée , suivant  la 
droite  pp"  des  points  fixes. 

Cela  posé , prenons  qu’ayant  inscrit  à une  section  conique , selon  les  con- 
ditions qui  précèdent,  un  polygone  quelconque  d’mi  nombre  de  côtés  p.air 
ou  impair , on  numérote  ses  dUl'ércns  sommets  suivant  la  série  des  nombres 
naturels , de  làçon  que  les  sommets  adjacens  au  côté  libre  soient , l’un  le  pre- 
mier , et  l’autre  le  dernier  de  cette  série  ; il  est  évident  qu'en  joignant , par 
une  ligne  droite,  deux  sommets  quelconques  portant  des  numéros  dont 
l’un  soit  pair  et  Taulre  impair , cette  droite  partagera  le  pol^'gone  en  deux 
autres  dont  l'un,  au  moins,  aura  lui  nombre  pair  de  sommets,  et  sera  assu- 
jetti aux  mêmes  conditions  que  le  proposé  ; donc  la  droite  dont  il  s’agit  pivo- 
tera sur  un  point  fixe.  Au  contraire , toute  diagonale,  qui  joint  deux  sommets  de 
numéros  à la  fois  pairs  ou  impairs , appartenant  nécessairement  à des  [tolygones 
partieb  assujettis  aux  mêmes  conditions  que  le  proposé  et  dont  le  nombre 
des  sommets  est  impair,  roulera  dans  toutes  ses  positions , scion  ce  qui  précède, 
sur  une  section  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  proposée. 

Si  tlonc  nowSiommons  sommets  de  même  espece  ceux  qui  poi'tent  des 
numéros  à la  fois  pairs  ou  à la  fois  impairs,  et  au  contraire  sommets  tïes- 
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pèces  Afférentes  ceux  qui  portent  des  numéros  non  a la  fois  pairs  ou  im- 
pairs , nous  pourrons  énoncer  le  üiéorèmc  général  qui  suit  : 

Un  polygone  quelconque  étant  inscrit  à une  section  conique^  si  l'on 
vient  à faire  glisser-  ses  sommets  sur  la  courbe , de  façon  que  tous  ses 
côtés , un  seul  excepté  ^ piratent  sur  autant  de  points  fixes  placés  sur  une 
même  droite^  il  arrivera  que  t®.  toute  droite  ^ qui  réunira  deux  sommets 
d'espèces  Afférentes,  pivotera  sur  un  point  fixe  placé  sur  la  droite 
qm  renferme  déjà  ceux  qm  appartiennent  aux  dijférens  côtés}  a®,  toute 
droite , qui  réunira , au  contraire  ^ Aux  sommets  A même  espèce , rou- 
lera sur  une  section  conique  tyant  un  Aublc  contact  avec  la  proposée, 
SMvant  la  droite  des  points  fixes  dont  il  s'agit. 

Propriétés  des  polygones  inscrits  aux  sections  coniques , d’un  nombre 
pAr  A sommets. 

5i5.  Puisque,  dans  le  cas  où  le  polygone  inscrit  ahedef  a un  nombre 
pair  de  sommets,  tous  les  côtés  sont  susceptibles  de  pivoter  à la  fois  sur  des 
points  fixes , placés  sur  une  même  droite  pjf , et  que  fun  quelconque  d'entre 
eux  se  trouve  déterminé  dès  l'instant  où  l'on  connaît  tous  les  auues , il  doit 
exister  une  relation , analogue  à celle  de  l'art.  5o  i , entre  les  diverses  distances 
qui  lient  ces  points,  soit  entre  eux,  soit  à b courbe. 

Nommons , en  effet,  t et  t*  les  points  où  la  droite  pp^  rencontre,  en  général , 
la  section  conique  ; on  aura  d'abord , en  tant  que  celte  droite  est  une  trans- 
versale dans  le  polygone  abedef  (i45), 

pa.p'b.p"c.p”'d.pre.pf = pb.fic.f^'d.f/”e.p'f.p'a  ,• 

relation  qui , en  vertu  de  la  loi  de  continuité  , doit  javoir  lieu , quelle  que  soit 
la  position  particulière  du  polygone  à l’égard  des  points  fixes  et  de  la  courbe. 

Or,  quand  l'un  des  sommets  vient  à être-  pris  sur  la  droite  ppf,  tous  les 
autres  s'y  trouvent  nécessairement  aussi,  et  se  confondent  alternativement 
avec  les  points  t et  t!x  par  exemple,  le  sommet  a étant  appliqué  en  f,  le 
suivant , ù , le  sera  en  f,  le  sommet  o le  sera  à son  tour  en  f , et  ainsi  de 
suite  alternativement.  Donc  on  aura,  d'après  l'observation  qui  précède, 

pt.pfé.pf't.pê'é.pf't.p''é  = pé.fit.p"é.f^"i.p''é.p’t} 
relation  qu'on  peut  écrire  ainsi 
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fp.fp".fp" 

ip'.tif'.tp'  ~ 

et  (Toù  résulte  ce  théorème,  qui  est  une  extension  de  Tun  de  ceux  exposés, 
art.  177,  sur  le  quadrilatère  inscrit: 

Si,  t^ant  inscrit,  à une  section  conique,  un  polygone  quelconque  d’un 
nombre  pair  de  côtés,  on  trace,  à volonté,  une  transversale  indéfinie 
rencontrant  la  courbe  en  deux  points , le  produit  de  tous  les  segmens 
interceptés,  sur  cette  transversale , entre  F un  de  ces  points  et  chacun  des 
côtés  de  rang  pair  du  polygone , sera , au  produit  semblable  des  seg- 
mens formés , à partir  de  ce  point , par  les  côtés  de  rang  impair , dans 
un  rapport  qui  restera  le  même  pour  le  second  de  ces  points. 

5 16.  Supposons  que  l'un  des  côtés  du  polygone  devienne  infiniment  petit, 
sa  direction  sera  tangente  à la  courbe , et  le  polygone  se  trouvera  réduit , 
en  faisant  abstraction  de  ce  côté,  à un  polygone  d'un  nombre  impair  de  som- 
mets •,  ce  qui  (ait  voir  que  la  proposition  peut  aussi  s'étendre  à un  polygone  de 
rang  impair,  pourvu  qu'on  en  modifie  convenablement  l’énoncé. 

La  proposition  subsistant,  de  même,  toutes  les  fois  qu'on  remplace  les  dif- 
férens  côtés  du  polygone  inscrit  par  des  tangentes  à la  courbe , il  sera  facile 
d'en  déduire  un  grand  nombre  de  corollaires. 

* Par  exemple  : ayant  inscrit  im  polygone  quelconque  & une  section  conique , 
si  on  lui  en  circonscrit  i]n  autre  qui  ait  pour  points  de  contact  les  sommets 
du  premier,  on  |>ourra  considérer  l'ensemble  de  ces  |M>lygoncs  comme  un 
nouveau  polygone  d’un  nombre  de  côtés  double , et  par  conséquent  d'un  ordre 
pair,  (wur  lequel  la  relation  ci-dessus  aura  lieu  entre  les  dilTérens  segmens 
appartenans  aux  côtés  de  rang  impair , qiû  seront , si  l'on  veut , tons  ceux  du 
jiolygoac  inscrit , et  les  segmens  analogues  des  côtés  de  rang  pair  qui  seront , 
par  là  même,  ceux  du  po^'gone  circonscrit.  Si,  en  outre,  les  deux  poly- 
gones sont  de  rang  pair,  on  pourra  faire  disparaitre,  de  la  relation  ci-dessus  et  au 
moyen  de  celle  qui  appartient  au  polygone  Inscrit,  tous  les  segmens  rel.atiS 
aux  côtés , soit  de  rang  pair,  soit  de  rang  impair,  de  ce  dernier  polygone , etc. 

517.  Ces  propositions  pourraient  d'ailleurs  s'établir  directement,  au  moyen 
de  celle  qui  leur  correspond  pour  le  cas  particulier  du  quadrilatère  (177). 
En  elTct , le  [>olygpne  abedef  ayant  un  nombre  pair  de  côtés , on  pourra  le  par- 
tager cxactemcriTTO  plusieuis  (|uadrilatères  abcd,  adef....  par  des  diagonales 
ad...  partant  ifim  même  sommet  <i;  or,  en  écrivant,  pour  chaque  qiiadri- 
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latèrc,  la  relation  qui  lui  appartient,  puis  multipliant  entre  elles  toutes  ces 
relations  dans  un  ordre  convenable,  les  divers  segmens,  qui  correspondent 
aux  intersections  des  diagonales  et  de  la  transversale  disparaîtront,  et  il 
ne  restera  plus  qu'une  relation  entre  .ceux  qui  sont  relatifs  aux  côtés  mêmes 
du  polygone  inscrit,  laquelle  sera  précisément  la  relation  cklcssus  énoncée  (5 1 5). 

Ou  voit,  d’après  cela,  que  nous  aiuionspu  partir  du  principe  de  l’art.  177 
pour  établir  celui  de  Part.  5i3.  Car,  la  relation  qui  vient  d’étre  démontrée 
apprenant  que  Pun  quelconque  des  points  est  connu  quand  les 

antres  le  sont , il  en  résulte  immédiatement  qu’en  inscrivant  i la  courbe  une 
suite  de  polygones,  de  rang  pair,  dont  les  côtés  passent  respectivement  par 
les  points  dont  il  s’agit , à l’exception  d’un  seul , ce  dernier  côté  devra  passer 
de  lui-même  par  le  |>omt  restant.' 

11  est  évident  encore  que,  de  ces  diverses  propriétés,  on  déduirait,  sur- 
le-champ  , celles  des  quadrilatères , des  pentagones  et  des  hexagones  inscrits 
ou  circonscrits  aux  sections  coniques,  qui  nous  ont  déjà  occupés  dans  le  se- 
cond chapitre  de  la  sect.  H. 

5 18.  Les  polygones  inscrits  d'un  nombre  pair  de  côtés,  coupés  par  une 
transversale  quelconque , jouissent  de  plusieurs  autres  propriétés  dignes  de  re- 
marque. 

Supposons  que  la  transversale  pp/'  se  meuve  parallèlement  à elle-même  sur 
le  plan  de  la  section  conique,  on  aura  évidemment  (35),  K,  K',  K", ...  étant 
des' constantes, 

pl^pi  = K.pa.pb^  = K'.f/b.pfc^ 

p”t  .p"£  = K".pf’c.pf'd , = K'".p'-’d.pfe , 

pri.pr£  = K".p’e.p%  = K\p'’a.p’/. 

Multipliant  séparément  entre  elles  toutes  les  équations  de  la  première  co- 
lonne , et  toutes  celles  de  la  seconde  ^ divisant  ensuite , l’une  par  l’autre , les 
deux  nouvelles  équations  ainsi  obtenues , il  viendra 

pt.pi.p"l.f/'(.p"l.pr£  K .Yi”.Y:'.pa.pb.pl’c.p”d.p”e.p''f 
p't.f££.pf”i.p/"(.p't.p’t  ~ K.K"'.K'.p'b.p'c.p'"d.pf”e.p’a,p'/ 

Mais , la  transversale  ppf  se  mouvant  parallèlement  à elle-même , les  rap- 
ports pa  à p'a^  pb  à p'ô,  p^c  è f/c...  p"f  à py,  qui  se  trouvent  multipliés 
entre  eux  dans  le  second  membre  de  cette  équation , demeurent  évidemment 
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coDstans;  donc  ce  second  membre  est  loi-mème  constant,  et  par  conséquent, 
en  le  repésentant  par  C’,  on  pourra  écrire  ainsi  notre  première  relation 

tp.tpr.tff  _ Hp.^pT.fpr 

tpf.ipf".tp-  ^ ifi.if'.ip"  ~ ’ 

d’où  Ton  tire,  à cause  de  la  relation  d^à  établie  d-dessns  (5i5), 

tp  tpr.tfT  ^ ipjfr.tpr  ^ • 
tp’.tpr'.tp"  - ’ i!f/.ilpi".fp-  ~ • 

c’est-à-dire  qne , 

Si  ton  inscrit  à une  settion  conique  un  pofygone  quelconque,  d'un 
nombre  peur  de  côtés , et  qu'on  mène  une  transversale  parallèle  à un 
axe  fixe,  laquelle  coupe  cette  courbe  et  chacun  des  côtés  prolongés 
au  besoin:  le  produit  de  tous  les  segmens  comme  facteurs,  entre  un  des 
points  où  la  courbe  est  coupée  par  la  transversale,  et  chacun  des  côtés 
pairs  du  pofygone,  est  en  raison  donnée  avec  le  produit  de  tous  les 
segmens  comme  facteurs,  interceptés  entre  le  même  point  de. la  courbe 
et  chacun  des  côtés  impairs. 

SiQ.  Ce  théorème  a été  démontré  par  M.  Carnot,  à la  pag.  449  ^ 
de  la  Géométrie  de  position , en  partant  de  l’un  de  ses  cas  particuliers  établi 
directement  an  moyen  du  calcul  algébrique.  En  y appliquant  la  remarque 
de  Part.  5i6,  ainsi  que  Ta  &it  lui-même  M.  Carnot,  on  voit  qu’il  s'étend 
BU  cas  où  l’on  suppose  qu’un  ou  plusieurs  des  côtés  du  polygone  deviennent 
infmiment  petits  ou  tangens  à la  courbe  ; ce  qui  conduit  immédiatement, 
comme  corollaires , aux  théorèmes  analogues  de  Fendroit  déjà  cité. 

Au  surplus  toutes  les  propositions,  qui  ont  été  démontrées  dans  ce  qui 
précède,  sur  les  polygones  d’un  nombre  pair  de  côtés  inscrits  aux  sections 
coniques,  demeurent  également  applicables  au  cas  particulier  où  l’on  remplace 
la  section  com'quc  par  le  ^stème  de  deux  droites  quelconques  tracées  dans 
tm  plan  ; ce  qui  conduit  à quelques-unes  des  conséquences  déjà  établies  di- 
rectement (Sop),  d’après  le  cas  beaucoup  plus  général  où  les  sommets  du 
polygone,  d’ailleurs  en  nombre  pair  ou  impair,  s’appuient  sur  autant  de  droites 
fûtes  dirigées  vers  un  même  point  du  plan.  ' 


3,4  reoPRBÈTÉS  PRÛJECm^. 

■ !..  i.y  » *»•  I • . T ; • 

’ Du  lieu  des  points  de  renconire'  des  côtés  et  des  diagonales  dun  po- 
lygone variable^  inscrit  à une  section  conique  sous  les  conditions 
déjà  prescrites  dans  ce  qui  précède.  . 

5ao.  Revenons  maintenant  & notre  poljgone  mobile  inscrit  i une  section 
conique  quelconque,  et  dont  tous  les  côtés,  un  seul  excepté,  sont  as- 
sujettis à pivoter  sur  des  points  fixes  placés  en  ligne  droite;  et,  après  avoir 
examiné  la  nature  des  lignes  qu'enveloppent  le  côté  libre  et  les  diagonales 
de  ce  polygone,  occupons-nous  de  celles  que  parcourent  les  diven  points 
d’kiticrscction  de  ses  côtés. 

” Considérons,'  par  exemple,  la  courbe  parcourue  par  le  pomt  d'ini^seciion  a, 
(Fig.  86)  des  bôtés  ab  ex  ef  assnjetlis  à pivoter,  dans  toutes  leurs  positions, 
sur  les  points  fixes  p et  />■’;  joignons , par  une  ligne  droite  oe  , deux  des 
sommSts  qni  appartieiment  à ces  côtés;  ce  sera  évidenusent  ou  un  côté  ou  une 
itisgortBl.-  du  pofygonc  propose'  ; donc,  comme  telle  (5i3  et  5i4) , elle  pivotera 
Stirnta  l'oint  fixe  ^acé  sur  la' droite  pp>\  ou  roulera  sur  une  section  conique 
ayant  un  double  contact  avec  la  proposée  suivant  cette  même  droite.  En  con-r 
s^encc , « notis  supposons  qu’on  mette  la  figure  en  projection,  sur  un  nou- 
veau plan , de  façon  (109)  que  la  droite  dont  il  s'agit  passe  à rmfiai,  et  que  la 
sectkm  conique  proposée  devienne  un  cercle,  il  arrivera,  dans  le  premier  cas, 
qttè'%  droite  <xe,  en  se  mouvant,  demeurera  constamment  parallèle  à elle- 
même  (io5),  et,  dans  le  second , que  cette  droite  enveloppera  constanunent  im 
même  cercle  concentrique  an  premier  (i3i).  La  question  qui  nous  occupe  se 
trouvera  ainsi  ramenée  aux  deux  suivantes  î 

< Quelle  est  la  courbe  que  parcourt  le  troisième  sommet  fl,  (Fig.  87)  d’un 
» triangle  aca,,  dont  les  deux  autres  sont  assujetds  à se  mouvoir  sur  un  cercle 
» donné  (C) , undis  que  ses  trois  côtés  demeurent  coosumment  parallèles  i 
» eux-mêmes?  » ’ 

> Quelle  est  la  courbe  que  parcourt  le  troisième  sommet  a,  d’un  triangle 
» ae'a,,  dont  les  deux  autres  sont  assujettis  i se  mouvoir  sur  un  cercle  donné  (C), 
» tandis  que  les  côtés  ààjj  ét  ffl,,  adjacens  à ces  sommets , demeurent  consiam- 
» ment  parallèles  à eux-mêmes , et  que  le  troisième  côté  ad  roule , sans  cesse , 
» sur  une  circonférence  de  cercle  concentrique  & la  première?  » 

5ai.  On  voit  d’abord  que  l’une  de  ces  questions  se  ramène  directement  à 
l’autre  ;ear,  si  nous  considérons  le  triangle  ad  a,  et  que  nous  prolongions  le 
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cùtc  éa,  jusqu'i  ta  nouvelle  inteneciioii  en  e avec  le  cercle  qvil  dirige  les  som~ 
mets  aete'^cjue  nous  tradons,  de  plus,  la  corde  ae,  elle  devra  demeurer 
cooslanunent  parallèle  à eile-mème  dans  le  mouvement  du  triangle  oe'o,.  Eu 
effet,  d'après  la  condition  à laquelle  est  assujetti  le  coté  ne'  de  ce  triangle, 
l'angle  a«é  est  constant  ) mais  ee'  reste  parallèle  à lui-même  ; donc  ae  reste 
aussi  parallèle  k lui-même,  et  partant  le  sommet  a,  du  triangle  doiu  le 
cüUi  eief  roule  sur  un  cercle  concentrique  au  proposé,  est  aussi  celui  d'un 
autre  triangle  aea,  dont  les  côtés  restent  constamment  parallèles  à etut-mêraes. 
Maintenant  soit  tracé  le  diamètre  fixe  ôc,  qui  divise  à la  fuis  eu  parties 
«gales,  aux  points  r,  tous  les  côtés  parallèles  ne  ^ soit  menée  eiKuite  , pour  clia- 
que  triangle  aea, , la  droite  La, -y  tous  ces  triangles  demeurant  semblables  et  sem- 
blablement placés  entre  eux,  il  eu  sera  évidenuueut  de  même  des  triangles  par- 
tiels eia,yaia,.  Donc  les  carrés  des  droites  parallèles  ia,  seront  entre  eux  comme 
les  carrés  des  demi<ordcs  ai  y ou  comme  les  rectangles  des  segmens  bi  et  ic 
formés  sur  le  diamètre  fixe  ôc;  d'où  il  suit  évidemment  (39)  que  la  courbe 
parcourue  par  le  i>oint  a,  est  une  ellipse , ayant  hc  pom  diamètre  commim 
avec  le  cercle  (C) , et  qui  est  concentrique  à ce  cercle. 

Ou  peut  remarquer,  de  plus,  que  cette  ellipse  et  ce  cercle  ont  un  autre  dia- 
mètre commun , dont  les  extrémités  appartieimcnt  à la  position  du  {xrint  a, , 
pour  laquelle  le  triangle  aa,e  est  réellement  insait  au  cercle  : on  voit  d’ail- 
leurs ce  qu'il  y aurait  k faire  pour  déterminer  directement,  soit  sur  la 
figure  primitive,  soit  sur  sa  projection  circnlaire,  les  quatre  points  d«  l'in- 
tersection mumctlc  des  deux  courbes  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  à la  Fig.  86  d’où  nous. sommes  partis,  on 
conclura , de  ce  qui  précède , que  le  point  d'intersection  a,  des  deux  côtés 
ab  ex.  ef  décrit  généralement  .une  section  conique , dans  le  mouvement  du 
polygone  ahcdefy  dont  le  pôle,  relatif  à la  dreûte  pp”y  est  le  même  que 
pour  la  section  conique  proposée , et  appartient  à la  mutuelle  intersection  de 
deux  sécantes  conjuguées  communes  de  ces  courbes , etc.  , 

Cette  démonstration  étant  d'ailleurs  applicable  au  point  de  rencontre  de 
deux  autres  côtés  quelconques  du  polygone , ou  de  deux  de  ses  diagonales , 
pourvu  que  ces  côtés  ou  ces^diagortalcs  pivotent  corutarrunent  sur  des  points 
fixes,  et  ne  roulent  point  sur  des  secüons  coniques,  comme  il  arrive  (5^4) 
quand  leurs  extrémités  respectives  appartiennent  à des  sommets  de  même  es- 
pèce; on  en  conclura  que,  , 

Dam  tout  pofygone  variable  assujetti  aux  memes  conditiom  que  celui 

4o* 
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du  théorème  de  Part.  514,  les  points  de  rencontre  des  droites  qui  appar- 
tiennent à des  sommets  d'espèces  différentes^  décrivent  des  sections  coni- 
ques passant  évidemment  par  les  points  fixes  qui  servent  de  pivots  à 
ces  droites. 

5aa.  En  prolongeant  deux  côt&  quelcontpies  ab^  efda  polygone  inscrit 
jusqu'il  leur  rencontre  mutuelle  en  a,,  on  a formé  naturellement  un 
nouveau  polygone  apedea,  dont  tous  les  côtés  pivotent  à la  fois  sur  des  points 
fixes  p^  fi...  placés  en  ligne  droite,  mais  qui,  au  lieu  d’ètre  entièrement 
inscrit  à la  section  conique  comme  celui  d'on  il  provient , a un  de  ses  som- 
mets libre  et  placé  hors  de  la  courbe;  donc  on  a ce  nouvel  énoncé  dô  è 
M.  Brianchon  qui  Ta  démontré , dans  un  mémoire  inséré  au  X*.  cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique^  par  des  considérations  fort  simples  d’ Al- 
gèbre, combinées  avec  le  principe  de  Fart.  io5  : 

Si  tous  les  sommets  d'un  polygone,  un  seul  excepté,  sont  assujettis 
à demeurer  sur  une  section  conique  donnée,  d ailleurs  quelconque , tandis 
que  tous  ses  côtés  pivotent  sur  autant  de  points  fixes  placés  sur  une  même 
droite,  le  sommet  libre  parcourra,  dans  toutes  ses  positions,  une  autre 
section  conique  passant  par  les  points fixes  adjacens  à ce  sommet. 

5a3.  D’après  ce  qui  précède,  il  est  évident  qu’il  en  sera  encore  ainsi  de 
tous  les  autres  points  de  rencontre  des  côtés,  pris  deux  à deux,  et  de 
ceux  des  diagonales  qui  tournent  (5i4))  dans  le  mouvement  général  du  po- 
lygone, autour  de  points  fixes.  Quant  aux  courbes  que  parcourent  les  di- 
vers points  de  rencontre  des  autres  espèces  de  diagonales,  il  y a des  raisons 
de  croire  qu’dles  sont,  en  général,  du  quatrième  degré , comme  cela  a beu, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjè  fait  observer  (Sia),  pour  les  points  de  rencontre 
mêmes  des  côtés,  lorsque  les  points  fixes,  au  beu  d'appartenir  à une  même 
droite,  sont  quelconques. 

Néanmoins , poiu'  le  cas  général  dont  il  s'agit , il  sera  encore  làcOe  de  recon- 
naître, à priori,  quand  la  courbe  des  points  de  rencontre  des  côtés  s'abaisse 
au  second  degré.  En  effet,  au  moyen  des  constructions  indiquée»  (5io  et  5t  i) , 
on  pourra  rcmpbicer  le  mouvement  de  toute  la  portion  de  polygone  abede 
(Fig.  84)  ) terminée  aux  deux  côtés  ba^ , aa,  que  l'on  considère , par  celui  de 
fangle  inscrit  axe  ou  axd  (Fig.  85),  dont  les  côtés  pivotent  sur  les  points 
fixes  F et  F*  ; si  donc  Q arrive  que  ces  points  soient  placés  sur  la  même  droite 
que  les  points  fixes  p,  jf  (Fig.  84)  des  deux  côtés  ôq,,  en,,  il  en  résultera 
évidemiqcnt  que  le  point  de  rencontre  a,  de  ces  côtés  parcourra  une  section 
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conique , car  le  quadrilatère  apxea,  sera  alors  dans  les  circonstances  du  théo- 
rème de  l’art.  5aa. 

Des  Pofygones  variables  circonscrits  à une  conique , dont  les  sommets 
parcourent  des  droites  données  comme  directrices. 

5a4.  Ayant  établi,  dans  ce  qui  précède,  les  propriétés  des  polygones  va- 
riables inscrits  aux  secüons  coniques , il  ne  nous  sera  pas  difDdle  de  passer 
i celles  des  polygones  variables  dont  les  côtés  sont  assujettis  à demeurer  tan- 
gens  à de  telles  combes  j tout  consiste , en  effet,  à se  rappeler  la  théorie  des 
pôles , exposée  i la  fin  du  chap.  II  de  la  seconde  section. 

Supposons , par  exemple , qu'un  pofygone  quelconque  abcde  (Fig.  88)  étant 
inscrit  à une  section  conique,  on  en  circonscrive  un  autre  ABCDE,  à cette 
courbe,  dont  les  côtés  aient  pour  points  de  contact  les  sommets  du  premier; 
ces  polygones  seront  polaires  réciproques  Pun  de  l’autre.  Si  donc  on  oblige 
le  polygone  abcde  à se  mouvoir  suivant  les  conditions  du  théorème  de  Part.  5 1 o, 
il  en  résultera  évidenunent  (ipS  et  a3i) , pour  le  polygone  circonscrit  ABCDE, 
cette  nouvelle  proposition , qui  est  une  extension  de  celle  déjà  exposée  (435) , 
et  d’où  on  pourrait  la  déduire  directement  par  des  considérations  analogues 
à celles  employées  d-dessus  pour  lethéor.  5io,mais  relatives  aux  polygones 
circonscrits  : 

Si  tous  les  sommets  d'un  polygone  quelconque  ABCDE , perpétxiellemenl 
circonscrit  à une  section  conique sont^  à texception  dun  seul  E,  as- 
sufettis  à parcourir  autant  de  droites  MN , NP... , données  comme  dir- 
rectrices , le  sommet  libre  et  les  ibfférens  points  de  rencontre  des  côtés 
parcourront , dans  les  positions  successives  du  polygone , autant  de  sec- 
tions coniques  ayant  un  double  contact  avec  la  proposée. 

5a5.  Pour  avoir  la  sécante  de  contact,  on  pourrait  rechercher,  au  moyen 
des  procédés  décrits  art.  5io  et  5ii,  qui  n’exigent  tous  que  l'emploi  d’une 
simple  règle,  celle  qui  appartient  à la  section  conique  qu’enveloppe,  dans 
son  mouvement,  le  côté  libre  ou  la  diagonale  du  polygone  inscrit  ayant  pour 
pôle  (339)  le  sontmet  ou  point  de  rencontre  que  l’on  considère;  car, 
d'après  ce  qui  précède  et  d’après  la  remai^e  de  l’art.  4>3  , la  droite  ainsi 
obtenue  sera  la  sécante  de  contact  demandée. 

Au  surplus,  quand  tonales  points  fixes ...  p”(Fig.  89)  des  côtés  du  po- 
lygone inscrit  abedef  sont  sur  une  même  droite,  les  directrices  HA,  NB,.... 


3i8  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

RE,  sur  lesquelles  s'appuient  les  sommets  respectifs  du  poijrgoDe  circonscrit 
ABCDEF,  SC  croisent  toutes  (196)  en  un  même  point  0,  pile  de  la  droite 
P//'  dont  il  s'agit^  mais  alors,  en  supposant  le  polygone  inscrit  de  rang  pair, 
le  côte  libre  a/  de  ce  polygone  pivote  sur  un  dernier  point  fixe  p'  (5i3) 
placé  sur  cette  même  droite  ^ donc  aussi  le  sommet  libre  F du  polygone  dr- 
couscrit , du  même  ordre  que  le  premier,  décrit  une  dernière  ligne  droite  OS , 
passant  par  le  point  O commun  à la  Ibis  à toutes  les  directrices:  c'est-à-dire 
que,  i' 

Si  tous  les  sommets  d'un  polygone  de  rang  pair , perpétuellement  cir- 
conscrit à une  section  conique^  sont  assujettis  un  seul  excepté , à par- 
courir autant  île  droites  données  comme  directrices  et  passant  toutes 
par  un  même  points  le  sommct^libre  décrira  lui-méme  une  dernière  droite 
dirigée  vers  le  point  dont  U s’agit. 

5a6.  Ce  diéorème  pourrait  s’établir  directement  et  d'une  manière  très-simple, 
comme  on  l’a  fait  (5i3)  pour  celui  d'où  on  rient  de  le  déduire  au  moyen  de  la 
théorie  des  pôles , en  prtant  du  cas  particulier  (435)  du  quadrilatère  circonscrit. 

On  pourrait  également  le  démontrer  en  se  servant  du  théorème  de  l’art.  5o4, 
pour  lequel  la  section  conique,  qui  dirige  le  mtmtement  des  côtés  du  po- 
lygone, se  trouve  remplacée  par  des  points^fixes^  car,  si  fou  suppose  que 
le  polygone  circonscrit  ABCUEF  se  déplace  infmiment  peu  sur  la  courbe , de 
manière  à satisfaire  aux  conditions  ci-dessus  prescrites , ses  divers  côtés  ten- 
dront évidemment  à pivoter  sur  les  points  de  contact  a,ô...  qiuleur  cor— 
respondent;  donc,  en  vertu  du  principe  cité,  le  sommet  libre  F tendra  aussi 
à parcourir  une  droite  FS  dirigée  vers  le  point  de  rencontre  0 des  direo- 
trices,  et  en  parcourra , en  effet,  un  élément  infiniment  petit.  Mois  une  seule 
]X>$ition  du  polygone  suflit  pour  déterminer  celle  de  la  droite  FS  ^ donc  cette 
droite  sera  constamment  parcourue  par  le  sommet  F dans  toutes  les  positions 
succemves  qu’il  peut  prendre  autour  de  la  courbe. 

Enfin  on  pourrait  encore  démontrer  simiiltanémcut  le  théorème  qui  nous 
occu|M!  et  celui  (5t3)  d’où  nous  l'avons  déduit,  en  s’appuyant  sur  les  prin- 
cipes établis  au  chap.  III  de  la  première  section  : il  siilBt,  pour  cela,  de  sup- 
peser  la>fignre  mise  en  projection*,  sur  un  nouveau  plan , de  ièçoo  (109)  que , 
la'secûoa  conique  proposée  devenant  un  axu'cie,  la  droite  ppi'^  qui  renferme 
les  points  fixes  des  côtés  du  |x)lvgone  iniorit , pæe  à l'infini  ^ car  alors  le  point  0 
de  croisement  des  direetrices  du  ’ polygone  circonscrit  deviendra  le  centre 
même  du  cercle  de  projection  (i  1 5) , et  les  différens  côtés  du  polygone  inscrit , 
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le  oât^  libre  excepté , lerout  oisujeuis  à se  mouvoir  parallèlement  à ctiz-mèmes 
dans  les  diverses  positions  du  système. 

Ce  n'est  pas  sans  dessein  que  nous  Tarions  ainsi  la  démonstration  de  chaque 
théorème  q»u  se  présente  ; car  s’il  est  sur-tout  essentiel , dans  un  ouvrage 
de  scieoce^  d'augmenter  le  nombre  des. vérités  déjà  connues,  il  ne  l'est  guère 
moins,  sans  doute,  de  montrer  l'espèce  de  dépendance  et  d’analogie  qu'elles 
ont  entre  elles.  Or  rien  n'est  certes  plus  propre,  pour  y patrenir,  que  de 
s'attacher  à faire  voir  comment  on  peut  les  déduire  les  unes  des  autres;  et 
Ton  aura  remarqué,  par  tout  ce  qui  précède,  que  le  principe  de  oantinuité, 
employé  comme  il  convient,  oHn,  sous  ce  rapport,  des  ressources  que  les 
principes  du  raisonnement  ordinaire  ne  sauraient  à coup  siu  suj>pléer. 

Outre  que  cette  marche  présente  l'avantage  d'éclairer  les  vérités  les 
par  les  auues,  et  d'en  iàire  voir  la  fécondité,  elle  a encore  celui  d'agrandir 
les  ressources  de  la  Géométrie.  Il  est  rare,  en  effet,  qu’un  tour  particulier 
de  démonstration  ou  de  raisonnement  ne  soit  applicable  qu'à  un  seul  objet  ; 
et  s’il  le  devient  à plusieurs , s’il  embrasse  tout  un  corps  de  docüinc , roirunc 
le  principe  dexhàustion  des  anciens,  celui  des  infiniment  petits  et  des 
infiniment  grands  j etc.  , principes,  qui  dérivent  tous  directement  de  la  loi 
de  continuiié , alors  son  iutro^ction  dans  la  science  aura  considérablement 
augmenté  les  moyens  de  découvrir  et  de  démontrer. 


537.  Revenons  maintenant  à notre  polygone  circonscrit,  d’un  nombre  pair 
de  côtés.  s 

Puisqu’il  arrive , quand  tous  ks  sommets , moins  un , sont  assujettis  à pat^ 
courir  des  droites  données  dirigées  vers  un  même  point,  que  le  dernier  par- 
court lui-mème  une  droite  passant  par  ce  point,  et  déterminée  de  position 
en  même  temps  que  toutes  les  autres  ; on  conçoit  qu’il  doit  exister,  entre  les 
angles  qui  fixent  la  porition  de.  ces  droites , soit  entre  clics , soit  à fégard  de 
la  courbe,  uue  relation  analogue  à celle  qui  a lieu  (5i5)  pour  les  |K>luts  fixes 
sur  lesquels  pivotent  les  côtés  du  polygone  inscrit  abede/. 

Supposons  , en  elfet , que  l’on  nomme  P,  P*,  P"...  les  diilërens  points  d'inter- 
section des  directrices  OA,  OB,  OC...  avec  la  droite  pp!'^  directrices  (piisont 
(5*4)  I**  polaires  des  points  fixes  p^fi^  qui  leur  cturcspondcui  res|>ective- 
mentdonslc  polygone  inscrit;  supposons,  de  plus,  que  fou  continue , comme 
dans  fart.  5i5,  à appeler  t,  f les  points,  soit  réels,  soit  imaginaires,  où  la 
transversale  pfi'  rencontre  la  courbe,  on  aura  évidemment  (194) 


3ao  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

Combinant  ces  relations  avec  celle  de  Fart.  5 1 5,  U viendra,  entre  autres, 

tP.lP'.lV" 

• 

C’est-à-dire  que  les  points  P,  F,  F'...  ont  entre  eux,  par  rapport  aux  points 
( et  / de  la  courbe,  la  même  corrékdon  que  les  points  p,  //,  pf'„.  qui  leur 
répondent  respectivement , et  sont  les  pôles  des  droites  d'où  ils  proviennent. 

Sup|K>sons , d'après  cela , qu’aux  points  t et  t*  on  mène  deux  tangentes  à la 
courbe,  elles  iront  évidemment  concourir  en  O avec  les  autres  directrices, 
car  le  point  O est  le  pôle  (5a5)  de  la  droite  p/f'.,  or  la  relation  ci-dessus 
étant  projective  (ao),  aura  lieu  entre  les  segmens  formés  sur  une  trans- 
versale quelconque,  coupant  le  faisceau  des  directrices  et  des  tangentes  qui 
se  réunissent  au  point  O,  aussi  bien  (i8)  qu’entre  les  sinus  des  angles  pro- 
jetans  formés  par  ces  mêmes  droites  j donc  on  peut  énoncer  ce  théorème  gé- 
néral : 

Si , ajrant  circonscrit  à une  section  conique  quelconque  un  polygone 
d'un  nombre  pair  de  côtés , on  mène , dun  point  pris  à volonté  sur  le 
plan  de  la  courbe , des  droites  aux  diffërens  sommets  du  polygone  et 
des  tangentes  à cette  courbe  le  produit  des  sinus  de  tous  les  angles  pro- 
jetons^ compris  entre  tune  qttelconque  de  ces  tangentes  et  chacune 
des  autres  droites  qui  appartiennent  à des  sommets  de  rang  pair  du 
polygone , sera  au  produit  semblablt,  relativement  à la  même  tangente 
et  aux  droites  qui  appartiennent  aux  sommets  de  rang  impair^  dans  un 
rapport  qui  ne  changera  pas , quand  on  substituera  la  seconde  tangente 
à la  première.  Jùijin  si  l'on  mène.,  à travers  le  faisceau  de  toutes  ces 
droites , une  transversale  arbitraire,  la  même  relation  aura  encore  lieu 
entre  les  segmens  qui  correspondent  aux  diffërens  angles  projetons. 

5a8.  Au  surplus,  ces  propriétés  s’étendent  à des  polygones  droonscrits , d’un 
nombre  pair  ou  impair  de  côtés,  en  supposant  (5i6)  que  les  points  de  con- 
tact de  deux  côtés  contigus  quelconques  viennent  i se  réunir  en  un  seul. 
Dans  ce  cas,  cet  deux  côtés  se  sont  confondus  avec  les  deux  segmens  formés, 
sur  le  côté  unique  qui  les  remplace , à partir  du  point  de  contact , et  la  di- 
rectrice de  l’angle  de  ces  mêmes  côtés  passe  évidemment  par  le  point  de 
contact  commun  dont  il  s’agit. 

Eu  ayant  égard  à cette  remarque,  on  voit  que  la  propositioa  subsistera 
toujours,  d’après  la  loi  de  continuité,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés 
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du  pol3T{>one  iiucrii  qu'on  suppose  devenir  inimimcm  petits,  ou  tangens  à 
la  courbe  ; ce  qui  donne  lieu  pluseurs  propriétés  particulicrcs  analogues  à 
celles  déjà  signalées  art.  5i6,  et  qui  [leuvent  en  être  considérées  comme  les 
réciproques. 

5a9>  La  proposition  de  l'art.  5a5  ne  saurait  plus  avoir  lieu  quand  le  po- 
Ijrgone  circonscrit  ABCDEF  est  d'un  nombre  impair  de  côtés  ^ la  l ourbe  que 
décrit  le  sommet  libre  F est  évidemment  alors  une  section  conique  quelcon- 
que (5i4))  touchant  la  proposée  aux  deux  poinis  ou  elle  est  rencontrée  par 
la  polaire  du  point  0 commun  à toutes  les  directrices. 

Quant  à ce  qui  concerne  les  lignes  que  décrivent  les  divers  points  de 
rencontre  des  autres  côtés  du  polygone  et  celles  qu’enveloppent  dans  leur 
mouvement  ses  diverses  diagonales , qu’il  soit  d'ailleurs  de  rang  pair  ou  im- 
pair, on  pourra  aisément  en  déterminer  Pcspèce  partienlière , au  moyen  de 
la  théorie  des  pôles  et  des  propositions  analogues  relatives  aux  polygones 
inscrits. 

n parait  donc  fort  mutile  d'entrer  dans  plus  de  développemens  à ce  sujet  ; 
et  nous  nous  contenterons , pour  terminer,  de  faire  remarquer,  en  général , 
que  toutes  les  propriétés  qui  viennent  de  nous  occuper  conduisent  à beaucoup 
d'autres  particuUères,  quand  on  suppose  que  deux  ou  plusieurs  points  fixes, 
deux  ou  plusieurs  directrices  se  confondent,  soit  en  un  seul  point  fixe,  soit 
en  une  seule  directrice , à distance  donnée  ou  infkûe.  Ainsi , par  exemple  : 
s Si  un  polygone  ABCDEFA  (Fig.  90) , variable  de  forme  et  perpétuello- 
» ment  circonscrit  à une  section  conique  quelconque , est  assujetti  à avoir  ses 
» sommets  altematils  sur  deux  droites  fixes  OM  et  ON,  à Pexception  du  der- 
» nier  sommet  F qui  reste  libre , il  arrivera  que  la  ligne , décrite  par  ce 
> sommet , sera  du  premier  ou  du  second  ordre , selon  que  le  polygone  sera 
» lui-mémc  de  rang  pair  ou  impair.  De  plus  la  droite  décrite  dans  le  premier 
» cas  passera  par  le  sommet  O de  l’angle  des  directrices , et  la  section  coni- 
» que  décrite  dans  l'autre  aura  une  sécante  de  contact  commune  avec  la  pro- 
» posée , polaire  du  point  O dont  il  s'agit.  > 

Ce  corollaire , qui  a son  analogue  pour  les  polygones  inscrits , pourrait , au 
surplus,  SC  démontrer  directement , en  mettant  la  figure  en  projection , sur  un 
nouveau  pian,  de  façon  (109)  que  la  poirâ'e  du  point  0 passe  Finfini,  et  cpie 
la  section  conique  proposée  devienne  un  cercle,  ayant  par  conséquent  (n^ 
le  point  dont  il  s’agit  pour  centre. 
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Dts  Pofygones  variables,  à la  fois  inscrits  à des  sections  coniques  et 
circonsariis  à d’autres. 

53o.  Pour  compléter  entièrement  Pc^jet  de  ce  chapitre,  U nous  râtte  à 
considéTer  lei  polygones  à la  fois  inscrits  ik  une  section  conique  et  circon»> 
crûs  i une  autre;  car  nous  ayons  successivement  envisagé  les  cas  où , soit  les 
directrices  des  sommets,  soit  les  points  fixes  des  côtés  du  polygone  variable 
sont  remplacés  par  une  seule  et  mémo  section  conique.  Or  cet  examen  est 
on  ne  peut  plus  facQe  quand  on  suppose  que  les  deux  sections  coniques  ont 
entre  elles  un  double  contact. 

EneiTet,  alors  (i3i)  on  peut,  en  général , mettre  la  figure  en  projection , sur 
un  nouveau  plan , de  façon  qu’elles  deviennent  des  circonférences  de  cercle 
concentriipies.  Supposons  donc  qu’on  inscrive  à volonté , à celle  qui  est  ex- 
térieure, un  pol^'gone  dont  tous  les  côtés,  un  seul  excepté,  touchent  l'autre, 
il  arrivera  évidemment  ^ue,  fiiisant  mouvoir  ce  polygone  en  l'assujettissant 
toujours  aux  mêmes  conditions,  le  côté  libre  enveloppera,  dans  tontes  ses 
positions , une  troiâèmc  circonférence  de  cercle  concentrique  aux  premières  ; et 
par  conséquent,  en  exécutant  les  mêmes  opérations  pour  nos  deux  sections 
coniques , « le  côté  libre  du  polygone  inscrit  ô fane , et  dont  tons  les  autres 
» côtés  touchent  la  seconde , roulera , dans  ses  diverses  positions , autour  d'une 
» troisième  section  conique,  ayant  même  sécante  de  contact  commune  avec 
* chacune  des  premières.  » 

- Mais  cette  propriété  et  toutes  ses  analogues  peuvent  être  étendues , comme 
on  va  le  voir,  à des  sections  coniques  quelconques , toujours  à Taide  des  prin- 
cipes de  projection  qui  font  la  base  de  ce  travail. 

Cas  particuliers  oit  les  sections  coniques  directrices  sont  des  cercles, 
et  où  le  polygone  est  un  simple  triangle. 

'■  53i.  Pour  remplir  avec  simplicité  le  but  qui  vient  d’être  indiqué,  nous 
oonsidercrons  d'abord  le  cas  p.'irticulier  du  triangle  et  du  cercle  ; il  nous  sera 
facile  ensuite  de  passer  de  là  aux  polygones  et  aux  sections  coniques  en  généra), 
par  la  marche  déjà  si  souvent  employée  dans  ce  qui  précède.  • ‘ 

Etablissons  en  premier  lieu  ce  théorème:  >'■ 

Trois  cercles  (c),  (Oi  (O»  9* 5 situés  sur  un  même  plan,  ayant 


Digitized  by  Google 


SECTION  IV.  CHAPITRE  II.  ' 3a3 

une  sécante  commune  mn . réelle  nu  idéale^  si  ton  inscrit^  à tm  «fe«jî  (c*'), 
une  suite  de  triangles  ASiC  dont  les  côtés  AB  41  AG  touchent  respective^ 
ment  les  deux  autres  id)  et  {e)y  le  troisième  côté  de  ce  triangle  ne 
■cessera  pas  détre  tangent  à un  quatrième  cercle , eqrant  la  sécante  mn 
en  commun  avec  les  proposés.  t» 

— Pour  le  démontrer,  commençons  par  rerberidier  le  point  de  contact  A’ 
du  cAié  BC  avec  la  courbe  qu’il  enveloppe  dans  ses  diverses  positions.  J'ob- 
serve d'abord  que,  si  l'on  imprime  au  triangle  ABC  un  mouvement  inrmi- 
ment  petit,  ou  qu'on  le  dëranfp:  intiniment  peu  de  sa  positioa  actuelle,  il  ar- 
rivera que  les  côtés  de  ce  triangle  tourneront , on  tendront  à tourner  autour 
des  points  de  contact  A',  B',  C'  qui  kiu-a{ipaitMDneiU  reapectiveincni.  Mais,  en 
feisant' abstraction,  ponr.nn  moment,  delà  courbe  qu’enveloppe  en  général  le 
o6tc  BC  ,‘fl  est  visible  que  ce  côté  tendra  aussi  i rouler  {43i^ant»urd'nne  section 
conique  ayant  nn  double  contact  avec  le  cercle  ABC  j donc  le  point  de  con- 
tact de  cette  section  conique  cl  du  côté  BC  est  auan  celni  de  ce  même  côté 
avec  la  courbe  inconnue  ; et  par  conséquent , si  l'on  trace  les  droites  BIC,  CC', 
et  qu’on  ioigne  le  point  D de  leur  croisement  av<ec  le  sommet  A,  par  la  droite 
AD,  sa  direction  indétink  ira  rencontter  celle  de  BC  au  point  de  contact  A' 
dont  il  s’agit  (433).  mtct- 

Cette  construction  très-simple  du  point  de  contact  de  la  courbe  inconnue  et 
de  BC  conduit , sur-le-champ , k ime  propriété  caractéristique  de  cette  courbe. 
Car,  M,  N étant  les  points  communs  à la  ibis  à nos  trois  cercles,  sur  la 
direction  de  m/i,  et  F,  G,  H étant  les  poinls  où  cette  même  direction  ren- 
contre les  côtés  respectifs  AC,  AB  et  BC  du  triangle  ABC,  on  aura,  d’après 
la  propriété  connue  du  cercle,  ^ 

FB"  = FM-FN  = FA-FC  ,' 

GC*  = GMGN  = GA-GB; 

donc  on  a aussi  (163  et  iG3),  puisque  d'ailleurs  les  trob  points  F,  G,  H sont 
en  ligne  droite , et  que  les  trois  droites  AA',  Biy,  CC'  se  croisent  en  un  même 
point  D , 

ÜÂ'*  = HBHC  = HM-HN: 

propriété  qui  ne  saurait  appartenir  qu'à  un  cercle , ayant  la  corde  MN  en 
commun  avec  les  proposés. 

. Supposons , en  eSet , qu’on  trace  le  cercle  passant  par  A',  M , N ; d'après 

4«* 
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ce  qui  %'ient  d’être  démontré , ce  cercle  touchera  le  cAté  générateur  BC  an 
point  A',  et  par  conséquent  il  aura  un  élément  commim  avec  la  courbe  cher- 
chée. Si  donc  cette  courbe  ne  se  confondait  pas  en  entier  avec  le  cercle 
dont  il  s’agit , elle  serait  au  moins  Penveloppe  de  tous  ceux  qui , tels  que  celui- 
là  , ont  la  corde  MN  en  commun  avec  les  proposés  ; ce  qui  est  absurde , car 
CCS  cercles  ne  sauraient  avoir  d’enveloppe  commune;  et  comme  toute- 
fois la  courbe  enveloppe  existe,  on  en  doit  condnre  forcément  qu’elle  se 
confond  avec  le  cercle  A'MN,  on,  plus  généralement,  que  c’est  un  cercle 
unique  ayant  même  corde  commune  avec  les  proposés,  comme  il  s’agissait 
de  le  démontrer 

Ce  raisonnement  suppose,  il  est  vrai,  que  les  cercles  (c),  (c’),  (c")  aient 
deux  points  communs  réels;  mais,  en  vertu  du  principe  de  continuité,  on 
peut  retendre  directement  à celui  où  .ces  points  deviennent  imaginaires,  et 
où  par  conséquent  la  droite  mn  est  une  sécante  idéale  commune  aux  cercles 
proposés.  Ains  notre  théorème  est  général,  et  comprend  tous  les  cas,  soit 
que  d’ailleurs  le  cercle  ABC  ou  (c”)  embrasse  à la  fois  les  deux  autres  (Fig.  9}), 
ou  n’en  embrasse  qu\m  seul  (Fig.  g4),  ou  n’en  embrasse  aucun  (Fig.  pS),  soit 
qu’en&n  il  ne  renferme  seulement  qu’une  portion  de  chacun  de  ces  cercles , 
comme  il  arrive  (Fig.  ga)  lorsque  la  sécante  commune  mn  est  réelle. 

53a.  Puisque  le  cercle,  qu’enveloppe  dans  son  mouvement  le  côté  BC, 
fait  partie  de  la  suite. que  déterminent  les  proposés,  fl  s’ensuit  que,  dans 
' certains  cas , il  pourra  dégénérer  en  deux  lignes  droites  (g5)  se  confondant , 
l’une  avec  la  sécante  mri,  à distance  finie,  commune  à ces  cercles,  l’autre  avec 
la  sécante  commune  qui  leur  appartient  à rinfini.  Cette  circonstance  aura 
lieu  en  particulier  quand , dans  une  de  ses  positions , le  côté  générateur  UC 
sera  susceptible  de  sc  confondre  avec  la  corde  commune  MN,  et  que  cette 
corde  sera  par  conséquent  réelle  : alors  ce  côté  générateur,  pour  toucher  cons- 
tamment la  courbe  enveloppé  , devra  passer  ( 1 ^ , note),  dans  toutes  ses  autres 
postions,  par  le  point  d’intersection  des  deux  sécantes  communes  dont  il  s’agit; 
c’est-à-dire  qu’il  se  mouvra  parallèlement  à celle , mn , qui  est  à distance  donnée. 

Quand,  au  contraire,  la  sécante  commune  mn  est  idéale,  le  côté  géné- 
rateur BC  ne  peut  plus  se  confondre  avec  cette  sécante  dans  aucune  de  ses 
positions , et  par  conséquent  le  cercle  qu’il  enveloppe  ne  saurait  dégénérer 
en  deux  lignes  ditétes  ; mais  alors  3 pont  fort  bien  se  confondre  avec  Fun 
des  cercles  limites  de  la  suite  dont  il  fait  partie  (7^,  et  sc  réduire  par  conséquent 
à im  point:  circonstance  qni  aura  lien  évidemment  quand  le  côté  générateur  BC 
se  confondra  avec  lui-même  dans  deux  positions  distinctes  du  triangle  ABC. 
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C<mune  le*  deux  points  Iiiattes4u  ^siône  des  cercles  proposés  et  le  point, 
i rinfini , où  se  coupent  leurs  sécantes  communes , doivent  jouer  (8o  et  370) 
absolument  le  même  rùle  & Pégard  de  ces  cercles,  on  voit  que  la  condition 
qui  précède  peut  fort  bien  convenir  aussi  à ce  dernier  point  ^ en  sorte  que 
le  cdté  générateur  BC , au  lieu  de  pivoter  sur  l'un  des  points  limites , demeurera 
parallèle  à la  sécante  commune  ordinaire,  ainsi  qne  cela  avait  lieu  dans  le 
cas  d-deSBus  où  cette  sécante  était  supposée  réelle  ; mais  alors  il  arrive  né- 
cessairement que,  dans  les  deux  positions  distinctes  du  triangle  ABC  pour 
lesquelles  le  côté  BG  est  le  même,  ce  triangle  change  de  forme  : fun  des 
cdtés  AB,  AC  devenant  infmimént  petit , et  sa  direction  devenant  par  conséquent 
tangente  à la  fois  aux  deux  cercles  qui  lui  appartiennent. 

Il  serait  d'ailleurs  aisé  de  s’assurer,  par  la  discussion  directe , que  celte  der- 
nière circonstance  revient  exactement  è celle  dont  il  a été  question  d-dessua, 
relativement  au  cas  où  la  corde  commune  MN  est  réelle  ; et  l'on  voit , île  plus , 
que , pour  que  le  côté  BC  du  triangle  demeure  constamment  parallèle  k la 
corde  commune  MN , il  n'est  pas  même  nécessaire  que  cette  corde  soit  réelle  ; 
U suilit  que  la  circonstance  du  parallélisme  subsiste  pour  la  position  du  triangle  ' 
qui  vient  d'être  indiquée  en  dernier  lieu. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  longs  détails  stir  ces  circonstances  par-' 
ticulières  dont  l’examen  est  on  ne  peut  plus  facile  d’après  ce  qui  précède. 
Au  reste  ces  circonstances  se  reproduisent,  d’une  manière  analogue,  dans  imites 
les  propositions  qui  suivent;  et,  comme  les  remarques  générales  que  nous 
venons  de  faire  leur  sont  ùnmédiatemeui  applicables , nous  nous  di^ienserons 
désormais  de  les  répéter. 

533.  Puisque,  d’un  même  point  A du  cercle  (c"),  Fig.  gS,  on  peut  mener 
deux  tangentes  à chacun  des  autres  cercles  (c)  et  (c') , et  que  par  conséquent 
il  en  résulte  quatre  triangles  distincts  analognes  au  tnangle  ABC  et , par  suite , 
quatre  cordes  génératrices  BC,  il  semblerait  quW  est  en  droit  de  conclure 
qu’il  existe  aussi  quatre  cercles  correspoudaus  enveloppes  de  ces  cordes; 
mais  il  est  évident  qu'à  chaque  triangle  ABC,  il  en  correspoad  toujours  un 
autre , placé  ^métriquement  par  rapport  à la  ligne  des  centres  Cc" , et  dont 
le  côté  générateur  touche  le  même  cercle  que  celui  du  premier;  donc  ce 
cercle  appartient  à la  fois  à deux  modes  de  génération  distincts  et  par  con- 
séquent auan  à deux  des  quatre  triangles  dont  le  sommet  est  en  A.  Or  il  est 
aisé  de  reconnaître,  d'après  eek,  qu'un  même-  cercle  est  décrit,  savoir  : par 
les  deux  triangles  dont  1m  côtés  AB,  AC  touchent,  de  la  même  manière,  les 
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rcrcks  (c>  ot  (o^ , et  par  lès  deiu:  uiangle^doiii  le*  côtés  AB  cl  AC  touchent 
CCS  cerdes  de  diAcrcntes  manières  ; dmc  enfin  ks  quatre  triaiqtles , formés 
autour  d'un  même  point  A de  (o") , .ne  donnent  lieu  qu'à  deux  cercles  distincts. 

Maintenant , a l'on  suppose  que  k cerde  («')  vienne  à se  confondre  avec 
le  cerde  (c),  le  côté  gcnéraieur  BC-des  deux  premiers  triangles  deviendra 
nul  dans  toutes  ses  positions , et  son  envelo|)pc  ne  sera  par  conséquent  autre 
chose  que  le  cercle  (ifl)  ioi-mème.  Quant  an  côté  générateur  des  deux  autres 
triangles,  comme  il  ne  devient  pas  nul,  et  que  ces  trianglesaoe  font  simple- 
ment que  se  confondre,  il  envdoppera  encore,  dans  scs  diverses  positions, 
im  cercle  distinct  des  cordes  proposés , et  qui  aura  même  sécante  commune 
avec  ctix  : c’csi-à^dire  que , 

Un  angle  BAC  (Fig.  96)  étant  à la  fois  inscrit  à un  cercle  (c“)  et  cir- 
conscrit à un  autre  (c) , si  on  vient  à le  faire  moufoir  en  FassujeUis- 
sanl  toujours  aiue  mêmes  conditions , la  corde  BC , gui  le  sous-lend  dans 
le  premier  de  ces  cercles , en  enveloppera  un  troisième  passant  par  les 
points  d'intersection  de  ceux-là , ou  qpani  mêmes  sécantes , soit  réelles^ 
soit  idéales^  communes  avec  eux. 

Cas  général  où  ton  considère  des  sections  coniques  directrices  et  des 
polygones  quelconques. 

534.  D'après  les  prindpes  poses  dans  la  première  section  (lat  et  laa),  U 
est  clair  que  la  propriété  établie  en  dernier  lieu  et  celle  (53t)  d'où  nous  l'avons 
déduite  subsistent,  d'une  manière  analt^e,  pour  deux  sections  coniques  quel- 
conques tracées  dans  un  même  plan , et  pour  Utns  secdons  coniques  également 
quelconques,  quand  elles  ont  mêmes  points  d'intersection  ou  mêmes  sécantes 
communes. 

Cela  pose , considérons  un  nombre  nlHüwre  de  sections  coniques  on  de 
circonférences  de  cerde  situées  dans  un  même  plan,  et  ayant  mêmes  sé- 
cantes communes , réelles  ou  idéales  ; supposons  qu’on  inscrive  à Pane  d'elles 
un  polygone  dont  les  différens  côtés , un  seul  excepté , touchent  respective- 
ment les  autres  ; je  dis  que , si  l'on  vient  à &ire  varier  ce  polygone  sous  les 
mêmes  conditions , le  dernier  côté , ou  le  côté  libre , enédopptera  lui-même , 
dans  toutes  ses  positions , ime  section  conique  on  une  droonfétence  de  cerde 
ayant  mêmes  sécantes  communes  avec  les  premières. 

En  efifet,  si  l'on  mène,  de  l’une  des  extrémités  du  côté  libre  considéré 
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comme  dernier  côté  du  polygone^  des  diagoiialea  Éiix  divers  autres  sommets 
de  ce  même  polygone,  elles  le  partaj^eront  en  plusieurs  triangles  dont  les 
extrêmes  renfermeront , l'un  les  deux  derniers,  l’autre  les  deux  premiers  côtes. 
Or  il  suit,  de  ce  qui  précède  (53 1),  que  la  diagonale  qui  .ippartieut  à ccluki 
roulera  , dons  toutes  ses  positions , sur  une  section  couique  ou  une  circonférence 
de  cercle , ayant  mêmes  sécantes  communes  avec  les  proposées  ^ donc  le  second 
triangle  sera  absolument  dans  les  mêmes  circonstances  que  le  premier,  et  par 
conséquent  la  seconde  diagoiulc  jouira  de  la  même  propriété  que  la  première , 
et  ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  côté  ou  au  côté  libre  du  polygone,  qui 
roulera , ainsi  que  toutes  les  diagonales , sur  une  section  conique  ou  une  cir- 
conféreucc  de  cercle  ayant  mêmes  sécantes  communes  que  les  proposées. 

Cette  démonstration  ne  suppose  annmc  disposition  particulière  des  courbes 
données  & Tégard  du  polygone  ^ elle  serait  vraie , même  quand  l'une  d'entre 
elles  serait  touchée  à la  fois  par  plusieurs  côtés , ou  par  tous  les  côtés  excepté 
cchii  qui  reste  libre  j enl'm  elle  s'a|>pliquerait  également  à des  diagonales  quelr 
conques  du  polygone  ; donc  on  peut  énoncer  généralement  la  proposition 
suivante  : 

Ayant  inscrit,  à une  section  conique  quelconque,  un  pofygone  dont 
les  différens  côtés,  un  seul  excepté,  touchent  d autres  sections  coniques 
t^ant  mêmes  sécantes  communes  entre  elles  et  avec  la  première , soit 
que  d’ailleurs  une  même  section  conique  touche  plusieurs  côtés , soitjque 
ces  sections  coniques  se  confondent  toutes  en  une  seule,  qui  alors  peut 
être  quelconque  comme  la  première  j il  arrivera  qu’en  faisant  varier-le 
polygone  d après  ces  conditions,  le  côté  libre  et  toutes  les  diagonales 
rouleront  également  sur  d’autres  sections  coniques , ayant  mêmes  sécantes 
communes  avec  les  proposées , et  qui  deviendront  des  courbes  s.  et  s.  p. 
(91),  soit  entre  elles,  soit  à l'égard  de.  celles-ci,  toutes  les  fois  qu’il 
en  sera  ainsi  de  ces  dernières. 

535.  D'après  les  remarques  de  l'art.  53a , il  est  clair  qu'une  ou  plusieurs 
des  sections  coniques  enveloppes  pourront , dans  certaines  circonstances  paiv 
liculières,  sc  réduire  à des  points  isolés,  au  nombre  de  trois  seulement,  ou 
i des  systèmes  de  lignes  drtntes  ou  de  sécantes  conjuguées  communes  passant 
par  ces  points  (370). 

- II  serait  trailleuts  aisé  (53 1)  de  construire,  dans  ie  cas  général,  les  points 
de  contact  appartenans  aux  dill'érentes  courbes  et  aux  cordes  génératrices  qui 
leur  correspondeut.  ^ 
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SuppoMm  maintenant  (pic  Ton  ctinstruûef  pv  rapport  à la  section  conique 
sur  lacpioUe  l'apptiient  i la  fois  les  sommets  du  polvfjone  (pie  l'on  considère, 
le  polygone  circonscrit  (piî  est  (339)  le  polaire  rcciprocpie  du  premier  j d’a- 
près les  comL'tions  mixipielles  est  assujetti  celui-ci , tous  les  sommets  de  l'autre , 
un  seul  excepté,  devront  (aSi)  constamment  appartenir  à des  sections  co- 
niques , polaires  rcciprcxpics  de  celles  sur  lestpiellcs  roulent  les  côtés  du  po- 
lygone inscrit.  D'ailleurs  ces  sections  coniipies , ainsi  (pie  celle  (pii  sert  de  di- 
rectrice , devront  avoir  mèiues  tangentes  cominnnes  (4oo).  Euliu  il  résulte 
pareillement,  du  théorème  qui  prélude,  que  le  sommet  libre  du  polygone 
circonscrit  et  les  divers  [Hiiuts  d'intersection  de  scs  côtés,  ipii  sont  1(»  pôles 
du  côté  libre  et  des  diagonales  de  l'autre  (339) , déiatroat  aussi  des  sections 
coniipics  ayant  mêmes  taugeiiUx  communes  avec  les  premières  et  la  section 
conitpic  (brectrice  ; donc  on  peut  énoncer  généralement  le  théorème  ipii  suit  : 

Ayant  circonscrit^  à une  section  conique  quelcorujuc,  un  polygone 
dont  les  diffèrens  sommets,  à t exception  dun  seul,  appartiennent  à d’au- 
tres sections  coniques  ayant  mêmes  tangentes  commîmes  avec  la  première , 
soit  qiw  d’ailleurs  une  même  section  conique  ne  dirige  qu’tm  seul  sommet , 
soit  qu'elle  en  dirige  à la  /bis  plusieurs , soit  qu'enjin  toutes  ces  sections 
coniques  se  confondent  en  une  seule  qui  alors  peut  être  quelconque 
comme  la  première)  il  arrivera  qu’en  faisant  'varier  le  polygone  dor- 
près  ces  conditions , le  sommet  libre  et  tous  les  points  de  concours  des 
côtés  décriront  également  d autres  section^  coniques  cqrota  mêmes  tan- 
gentes communes  avec  les  proposées. 

536.  Le  cas  partiiailier  des  théorèmes  (pii  précèdent,  où  l'on  n'envisage 
(pie  dinix  sections  coniqui» , est  sur-tout  remarquable , comme  on  Ta  vu , en 
ce  (pie  ces  sections  coniipies  sont  parfaitement  indépendantes  entre  elles  et 
de  toutes  conditions  {larticnilièies.  (V  il  est  essentiel  de  rcmanpier  (pie  le  po- 
lygone de  Tun  quelcompie  de  ces  tliéorèmes  participe , sous  un  certain  rap- 
port, des  propriétés  (pii  ap|uir(iennciit  ii  cehii  de  l'autre;  c'est-à-dire  (pi'il 
existe  toujours  une  certaine  portion  de  l’un  de  ces  polygones , (pii  se  trouve 
exactement  dans  les  ciieoiistanccs  qui  sont  relatives  à l'autre. 

Soit,  par  exemple,  ABCDEFA  (Fig.  97)  un  polygone  cntiènmient  inscrit  à 
une  section  coniipie , et  dont  tous  les  côtés , un  seul  AF  excepté , soient  tan- 
gens  à une  autre  section  coniipie  ; en  prolongeant  les  côtés  AD  et  EF , ad- 
iaeens  A cehii-là , jusqu'à  leur  rencontre  en  G ,'  (m  formera  le  nouveau  poly- 
gone GBCDE  entièrement  circonscrit  à la  seconde  des  deux  courbes , ‘et  dont 
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lom  les  sommets  ^ excepté  le  sommet  G , appartiendrout  à la  première  j donc , 
non-seulement  toutes  les  diagonales  du  polygone  ABCDEF  rouleront  sur  des 
sections  coniques  ayant  mêmes  sécantes  commmics  avec  les  proposées , mais 
encore  tous  les  points  de  concours  des  côtés , en  faisant  toutefois  abstraction 
du  dernier  côté  AF,  parcourront  d'autres  sections  coniques  ayant  même  tan- 
gentes, communes  avec  celles  dont  il  s'agit. 

U est  évident  que  les  mêmes  choses  ont  lieu,  d'une  manière  analogue, 
pour  le  polygone  du  théorème  de  Part.  535,  quand  on  ne  considère  que 
deux  directrices  j c’est-à-dire  que , non-seulement  le  sommet  libre  et  les  dific- 
rens  points  de  concours  des  côtés  décrivent  des  sections  coniques , mais  qu’en- 
core  les  diagonales  de  ce  polygone , excepté  celles  qui  partent  du  sommet 
libre , roulent  également  sur  d'autres  sections  coniques , ayant  mêmes  sécantes 
communes  avec  les  deux  proposées.  ' 

Enfui  ou  remarquera  que , quand  les  sections  coniques  proposées  sont  des 
cercles,  il  n’y  a que  les  courbes,  sur  lesquelles  roulent  les  diagonales,  qui 
en  soient  «usa  j les  autres  sont  nécessairement  des  sections  coniques  en  général , 
puisque  quatre  ligues  droites  ne  sauraient  être  touchées,  à la  fois,  par  plus 
de  deux  cercles , qui , dan»  le  cas  actuel , ne  sont  autres  ésidemment  que  les 
cercles  mêmes  sur  lesquels  s'appuie  le  polygone. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  aurons  occasion  d’exposer  quelques  nou- 
velles propriétés  relatives  à la  théorie  précédente , en  nous  occupant  des  pro- 
blèmes qui  s'y  rapportent , problèmes  dont  nous  ne  pouvions  Ici  doimer  les 
solutions  sans  alonger  par  trop  ce  chapitre. 


CHAPITRE  III. 


Extension  des  théories  qui  précèdent  au  cas  oà  les  directrices 
sont  des  courbes  d’ ordre  quelconque , et  oà  certains  angles 
sont  constans.  — Application  des  mêmes  théories  à la  so~ 
lution  de  quelques  problèmes  qui  s*y  rapportent. 

537.  Dass  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  occupés  presqu'uniquement 
des  polygones  variables  dont  les  sommets  s’appuient  sur  des  lignes  droites  ou 
sur  une  section  conique  ; 41  nous  reste  à examiner  comment  on  peut  étendre 
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la  plupîirt  des  résultats  obtenus  au  cas  où  l'on  cmjdoicrait , pour  directrices 
dn  polygone , des  courbes  géométriques  (pag.  3)  d’un  ordre  quelconque , afin 
de  donner  une  idée  des  intéressantes  recherches  de  Braikenridge  et  de  Mac- 
Laurin^  étalé  montrer  ainsi  comment  la  simple  Géométrie,  traitée  d’une  manière 
convenable,  peut,  à l’aide  du  seul  principe  de  continuité  , atteindre  sans  peine 
les  questions  les  plus  générales  et  les  plus  relevées.  Eu  nous  efforçant  sur-tout 
d’èlrc  très-courts , nous  ne  négligerons  pourtant  pas  Poccasion  d’ajouter  quelques 
nouveaux  résultats  à ceux  de  ces  célèbres  géomètres.  Nous  terminerous  ensuite 
par  donner  queli|ucs  applications  intéressantes  des  principales  propriétés  qui 
ont  été  exposées  dans  le  précédent  chapitre. 

Du  lieu  du  sommet  libre  et  des  points  de  rencontre  des  eûtes  d'un  polygone 
variable , dont  les  autres  sommets  parcourent  des  directrices  courbes 
données,  et  dont  les  côtés  pivotent  sur  des  points  fixes  quelconques. 

538.  Considérons  un  polygone  plan  quelconque  abede  (Fig  98)'  dont  les 
dilférens  sommets,  un  seul  e excepté,  sont  assujettis  à parcourir  respective- 
ment des  courbes  géométriques  am,  bn,cq,  dr  d’ordres  quelconques  m , n, 
q,  r,  tandis  que  les  côtés  successifs  ae,  ab,  bc,  cd,  de  de  ce  polygone  sont 
astreints  à pivoter  constamment  sur  les  points  fixes  p,  p/,  //',  p"’,  p"  qui  leur 
correspondent  respectivement  j et  cherchons  quel  doit  être , en  conséquence , 
le  degré  de  la  courbe  que  parcourt,  dans  toutes  ses  positions,  le  sommet 
libre  e du  polygone  j il  sera  facile  ensuite  (4q5)  d'en  déduire  celui  des  courbes 
décrites  par  les  points  de  rencontre  des  différens  côtés. 

Pour  plus  de  simplicité , examinons  d’abord  le  cas  où  toutes  les  directrices , 
une  seule  nb  exceptée , sont  des  lignes  droites , et  supposons  que  n soit  toujours 
le  degré  de  celle  décrite,  par  le  sommet  b,  dont  fl  s’agit  -,  fl  est  évident , d’après 
la  définition  des  courbes  géométriques , que  le  plus  grand  nombre  de  points 
suivant  lesquels  la  ligne  parcourue  par  le  sommet  e pourra  être  coupée  par 
tme  droite  arbitraire,  telle  que  AB  par  exemple,  indiquera  austi  le  degré  de 
cette  ligne  : or  si , laissant  libre , un  instant , le  sommet  b du  polygone , on 
astremt  celui^  e à décrire  tous  les  points  de  la  droite  AB,  le  sommet  b par- 
couna,  dans  toutes  scs  positions,  une  section  conique  (4q4)  rencontrant  la 
courbe  (n)  en  un  certain  nombre  de  points,  qui  correspondront  évidemment 
à autant  de  positions  distinctes  du  polygone,» pour  lesquelles  le  sommet  b 
sera  à la  fois  sur  (n)  et  le  sommet  e sur  AB  ; donc , comme  il  est  impossible. 
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qu’il  y ait  d’autres  pondons  pour  lesquelles  la  même  chose  ait  lieu , ce  nombre 
indiquera  précisément  en  combien  de  points  la  droite  AB  peut,  en  général, 
être  rencontrée  par  b courbe  que  parcourt  le  sommet  libre  e,  cl  par  conséquent 
ce  sera  le  degré  même  de  celte  courbe. 

Mais  on  sait  que  c deux  courbes  géométriques,  tracées  sur  un  même  pbn, 
» ne  peuvent  jamais  se  rencontrer  en  nn  plus  grand  nombre  de  points  que 
» celui  qui  est  marqué  par  le  produit  des  nombres  qui  exjtrimenl  le  degré 
» de  ces  courbes  ; » et  ce  principe  qu’on  regarde  d’ordinaire  comme  une  con- 
séquence de  l’Analyse  algébrique , pourrait  tout  aussi  bien  s'établir  en  invo- 
quant b loi  de  continuité  (* (**))  ; donc  enfin  le  degré  de  b courbe  parcourue 
par  le  sommet  libre  e du  polygone  sera,  en  général,  exprimé  par  an 

Supposons  maintenant  qu’on  remplace  pareillement  b directrice  droite  d’un 
autre  sommet  c du  polygone  par  imc  directrice  courbe  d'un  ordre  q , il  ar- 
rivera qu’en  traçant  une  nouvelle  droite  arbitraire  AB  dans  le  plan  de  b 
figure , et  contraignant  le  sommet  e,  d'abord  libre , i b parcourir  tout  entière , 
en  rendant  libre,  à son  tour,  le  sommet  c qui  précédemment  était  contraint 
à parcourir  la  courbe  (^),  il  arrivera , dis-je,  comme  on  vient  de  le  prouver  à 
Tinstant , que  ce  dernier  sommet  décrira  une  courbe  de  degré  an , rencon- 
trant celle  (q)  en  anq  points  ^ d’où  l’on  conclnra,  par  un  raisonnement  analogue 
à celui  déjà  employé  d-dessns,  que  b courbe  parcourue  par  le  sommet  e, 
dans  rhypotbèse  où  les  directrices  bn  et  cq  sont  des  courbes  de  degrés  n et  q, 
ne  peut  elle-même  rencontrer  b droite  arbitraire  AB  en  plus  de  anq  points , 
et  que  par  conséquent  tel  est  aussi  le  degré  de  cette  courbe. 

Le  raisonnement  peut  se  continuer  indéfmimem  pour  tous  les  autres  som- 
mets du  polygone,  en  rcmpbçant  successivement  les  directrices  droites  par 
de  nouvelles  directrices  de  degrés  quelconques  5 et  l’on  voit  que  ce  même  rai- 
sonnement, appliqué  au  cas  où  tous  les  points  fixes  p,//,  p"...  sont  distribués 
sur  une  même  droite,  conduira  (^98)  à des  courbes  de  degré  moitié  de  ceux 
des  courbes  qui  viennent  de  nous  occuper  ; donc  on  peut  énoncer  ce  théo- 
rème général  dû  à Mac-Laurin , et  démontré  ensuite , pour  le  cas  du  trian- 
gle , par  Braikenridge  : 


(*)  Noua  donne  roua,  dans  le  supplément  (59^) , une  idée  de  cette  démoniCralion , pour, 
le  caa  particulier  des  aectiona  coniques. 

(**)  TnvwocCibiupAi/Mqpàiÿiiesdo  USociété  royale  de  Londres,  année  17^5,0*.  439. 
Voyei  aussi  l'ouvrage  de  Braikenridge,  déji  souvent  cité  i Exercitatio  geomelrica , etc.  . 
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Si  r on  fait  mouvoir  un  polygone  plan  quelconque , en  assujettissant 
scs  (liffërens  côtés  à pivoter  respectivement  sur  autant  de  points  fixes,, 
donnés  comme  pôles,  et  chacun  de  ses  sommets,  un  seul  excepté,  àqtar- 
courir  des  directrices  courbes  quelconques , de  degrés  q... ; le 

somnu'l  libre  décrira  liii-méme,  dans  toutes  ses  positions , une  courbe  qui 
sera,  en  général  et  au  plus , du  degré  atnnpq...  qui  se  réduira  simp^ 

ment  au  degré  mnpq.., , quand  tous  les  points  fixes  seront  placés  sur 
une  même  ligne,  droite, 

53f).  Les  raiwnnemem  par  lesqueb  nom  sommes  panromis  & la  démons- 
tration de  ce  théorème  sont  conformes  à ceux  employés  par  Braikenridge 
et  Mac-Laurin  ; ik  sont  simples  comme  on  voit,  mais  on  peut  leur  en  sub- 
stituer d’autres  qui  ont  Pavantage  de  ne  point  exiger  l’emploi  de  propositians 
auxiliaires,  et  de  mieux  faire  connaitre  la  nature  particulière  de  la  courbe. 

Pour  cela , il  est  essentiel  de  remarquer  qu'en  vertu  du  principe  de  con- 
tinuité , une  droite , tracée  arbitrairement  dans  le  plan  d’une  courbe  d'un  cer- 
tain  degré , doit  toujours  être  censé  rencontrer  cette  courbe  en  un  nombre 
de  points  réels,  imaginaires , multiples  ou  situés  à tinfiid,  égal  au  nombre 
qui  exprime  le  degré  de  cette  courbe  ; de  sorte  que , si  Ton  peut  prouver 
rigoureusement  qu’une  certaine  droite  et  une  certaine  courbe , tracées  dans 
le  même  plan , n’ont  en  commun  que  m points , soit  réels , soit  imaginaires , 
situés  ou  non  à l’infini,  confondus  en  un  seul  ou  réunis  par  groupes  sé- 
parés de  deux  ou  de  pinsieors  points , il  sera  par  là  même  démontré  que  la 
courbe  est  cnTcctivemcnt  du  degré  marqué  par  le  nombre  m (*). 

Cela  posé , considérons  notre  polygone  variable  abede , dont  les  dUTéreas^ 
sommets  a,  b,  c,  d parcourent  respectivement  des  courbes  de  dr(Tff  .w^lTj 
q , r.  Supposons  qu’on  trace , à volonté , l'un , ae,  des  edtés  adjadiar-àtt 
sommet  libre  e,-  sa  direction  indéfinie  ira  rencontrer  la  courbe  du  sommet 
a en  on  nombre  de  points  réels,  imaginaires,  etc. , marqué  par  m ; «s  s* 
l'on  joint  cbaom  de  ces  points  avec  le  pdle  on  point  fixe  fi  du  côté  suivant 
ab,  il  en  résultera  m directions  indéfinies  pour  ce  cdté,  dont  chacune  cor- 
respondra à un  polygone  particulier  ayant  la  droite  ae  pour  direction  du 
premier  côté  j de  plus  U ne  saurait  évidemment  y en  avoir  d’autres  qui  jouissent 
de  cette  propriété'' Sfcs. 

(*}  On  remarquera  que  ce  niaoniMmciit,  appliqué  ■astétultatt  de  î^nalyaealgébriqMa 
conduirait  aitément  à l'erreur,  d'apiia  la  niîildre  dont  on  la  traite  d’ordinaire,  ou*  U 
arrive  aouveot  ^u’on  ni^ilige  des  facteuia  { id,  au  contraire,  on  ne  peut  rien  négliger. 
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Mais  chacime  des  directions  ainsi  obtenues  pour  ab^  et  c]ui  sont  en  nombre 
m , rencontrera  la  courbe  du  sommet  b enn  points , d’où  résultera  mn  po- 
sitions dilTércntes  de  ce  somipet  sur  la  courbe  (n) , et  par  suite  m/i  directions 
mdéûnies  du  troisième  côté  ôc,  dont  chacune  correspondra  à un  polygone 
particulier  remplissant  les  conditions  prescrites , et  ajant  la  droite  ae  pour  di- 
r^inn  du  premier  côté  j donc , en  continuant  ainsi , on  parviendra  à prouver 
que  le  nontbre  toul  des  directions  possibles  du  dernier  côté  de  du  polygone 
sera  égal  au  produit  mnqr  des  dimennons  de  toutes  les  directrices  ; de  sorte 
que  tel  sera  aussi  le  nombre  des  polygones  disdncis  qu’il  est  possible  de  cons- 
truire , sous  les  conditions  prescrites , en  prenant  ae  pour  direction  du  pre- 
mier côté  ; donc  enfin  il  y a au  plus,  sur  la  droite  ae,  mnqr  points  réels, 
imaginaires,  etc.,  diflerens  du  point  et  qui  appartiennent  véritablement 
k la  courbe  que  parcourt  le  sommet  e. 

On  ne  peut  pas  encore  inférer  de  là  que  mnqr  exprime  réellement  le  degré  / 
de  la  courbe  inconnue  j car  il  peut  se  faire  que , pour  une  certaine  position 
particulière  du  côté  ae,  les  points  de  cette  courbe,  qui  lui  conespondent, 
se  confondent  tous,  ou  en  partie,  avec  le  point  pf  lequel  étant  d’ailleurs  fixe, 
serait  ain«â  un  point  multiple  de  la  courbe , dont  l’ordre  serait  marque  par 
le  nombre  des  points  d'intersection  ou  des  sommets  e qui  y auraient  successi- 
vement passé.  Dans  ce  cas  évidenunent,  le  nombre  des  points  de  la  courbe, . 
qui  se  trouvent  sur  chacune  des  droites  ae , ne  serait  pas  simplement  ni/»</r, 
mais  ce  nombre  augmenté  d’autant  d’unités  qu’il  y aurait  de  points  de  la  courbe 
confondus  en  im  seul  au  point  p.  Reste  donc  k rechercher  s’il  en  est  réel- 
lement ainsi  dans  le  cas  actuel , et  quel  est  Tordre  de  multiplicité  du  point  p. 

Or  le  point  e et  tous  scs  semblables  se  confondront  évidemment  avec  p^ 
toutes  les  fois  que  la  direction  du  dernier  côté  de  passera  elle-même  par  ce 
point.  Supposons  donc  qu’on  prenne , en  elTet , la  direction  de  la  droite  qui 
passe  par  les  points  fixes  extrêmes  p et  p"  pour  celle  de  ce  dernier  côté , et 
qu’on  recherche , par  des  constructions  successives  inverses  de  celles  ci- 
dessus,  la  direction  ou  les  directions  correspondantes  du  premier  côté  ne; 
elles  seront  évidemment  en  tout  au  nombre  de  innqr^  réelles,  imaginaires , etc. 
D’ailleurs,  si  ce  n’est  dans  des  cas  tout-à-fait  partiailicrs,  dont  quelques-uns 
seront  examinés  plus  loin , les  directions  ainsi  obtenues  ne  se  confondront  pas 
en  général  avec  celle  de  la  droite  pp”  ou  du  premier  côté  du  polygone  ; donc 
enfin  elles  rencontreront  ce  même  côté  eu  un  nombre  mnqr  de  points  con- 
fondus en  un  seul  au  point  p,  qui  ainsi  est  un  point  multiple  de  la  courbe , 
d’un  ordre  représenté  |>ar  ce  nombre. 


33.f  PROPRIÉTÉS  PROJECTiVeS. 

Concluons  de  là  que , puisque  ( haque  di-oite  passant  par  p rencontre  la 
courbe  des  points  a en  ^mnqr  pobili  réels , etc. , et  ne  peut  la  rencontrer  en 
lui  plus  grand  nombre  de  points,  ce  nombre  est  aussi  celui  qui  exprimé,  en 
généi-al , le  degré  de  cette  même  courbe , ainsi  qu’il  s’agissait  de  le  démontrer. 

540.  On  remarquera  que  les  mnqr  directions  du  premier  côté  ne,  cor- 
respondantes à celle  où  le  dernier  côté  de  s’applique  sur  pjf , sont  précisé 
meut  les  tangentes  aux  diverses  branches  de  la'couibe  qui  passent  par  le  point 
fixe  p. 

On  prouverait  de  même  d’ailleius  que  le  point  fixe  p”  du  dernier  côté  du 
|>olygone  est  aussi  un  |K>int  multiple  de  Tordre  mnqr^  ajant  pour  tangentes  les 
mnqr  directions  du  dernier  côté,  qui  correspondent  à celle  où  le  premier  ae  s'ap- 
plique sur  pp";  ainsi,  non^seulement  nous  arrivons  au  résultat  démontré  plus  haut 
(538),  relativement  au  degré  de  la  courbe  parcourue  par  le  dernier  sommet 
du  polygone , mais  nous  reconnaissons,  de  plus,  que  les  points  p^p^  hii  ap- 
partiennent , et  sont  les  croisemens  respectifs  de  mnqr  branches  de  cette  courbe , 
dont  les  tangentes  sont  faciles  à déterminer. 

Quant  au  moyen  do  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  e de 
la  courbe  dont  il  s’agit,  il  résulte  très-simplement  de  l’application  de  la  loi 
de  continuité.  En  effet,  si  Ton  siqipose  que  le  polygone  abede^  qui  corres- 
pond au  point  e que  Ton  considère  en  particulier , se  dérange  infiniment  peu 
de  la  position  actuelle  qu’il  occupe , il  est  clair  que  chacun  de  ses  sommets , 
y compris  le  sommet  e , tendra  à décrire  Télément  correpondant  de  la  courbe 
sur  laquelle  il  se  trouve  ; c’est-à-dire  la  tangente  même  en  ce  sommet.  Mab , 
d’après  le  théorème  de  l’art.  494  s sommet  e tendra  aussi  à décrire  une 
section  conique  ayant  un  clément  commun  avec  la  courbe  proposée  ; donc 
(496)  il  sera  facile  de  déterminer  la  tangente  au  point  e de  la  courbe  dont 
il  s’agit  ; le  tout , comme  on  voit  par  des  constructions  purement  linéaires. 

Cas  pour  lequel , tous  les  points  fixes  étant  sur  une  même  droite , la 
courbe  décrite  par  le  sommet  libre  s'abaisse  à un  degré  moindre. 

54 1 . Supposons  maintenant  que  tous  les  points  fixes  p , pl”^  p"  soient 

situes  sur  une  même  ligne  droite , les  raisonnemeus  qui  précèdent  demeure- 
ront toujours  applic.'ibles , sauf  ceux  qui  concernent  Tordre  de  multiplicité  des 
poiuts  p et  p"}  car,  non-seulement  ces  points  ne  seront  plus  multiples,  mais 
encore  ils  n’appartiendront  plus , en  général , à la  courbe  des  poiuts  e. 
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En  eficl , dans  ce  cas , il  arrivera  qu’eu  prenant  la  direction  de  pp”  poiu:  celle 
du  deruier  cdtc  de  du  poly  gone , toutes  les  directions  corres{)uudautcs  du  pre- 
mier côté  <ie  se  confondront  en  une  seule  et  même  droite  avec  la  droite  pp” 
dont  il  s'agit;  d’où  il  suit  qu'il  n'y  aura  plus  auain  point  d’intersection  dis- 
tinct entre  ces  diverses  droites,  ou  plutôt  tpie  la  droite  pp”  tout  entière  fera 
alors  ellc-méme  i>artie  de  la  courbe , et  jouera  le  rôle  des  mnqr  branches 
passant , dans  le  cas  général , par  p et  par  Donc  aussi  la  courbe , en 
faisant  abstraction  de  ces  branches  toutes  confondues  en  une  seule  suivant  la 
droite  pp”^  devTa  ii’ètre  plus  que  du  degré  marqué  par  mnqr;  conséquence 
qui  résulte  d'ailleurs  également  de  ce  qu’alors  cette  courbe , ainsi  décrite , n’est 
pjus  rencontrée  qu'en  mnqr  points  par  une  droite  quelconque  ac. 

De  ce  que  les  points  multiples  p et  p"  n’existent  plus  dans  le  cas  où  les 
points  fixes  des  côtés  sont  en  ligne  droite , il  ne  faut  pas  inférer  toutefois  que 
la  courbe  ne  rencontre  |>Uis  en  aucun  point  la  droite  ppf'  qtii  a cc^  d’en 
faire  |>artic;  car,  ceUe  courbe  éunt  de  degré  mnqr^  devra  encore  la  couper, 
en  général,  en  un  nombre  mnqr  de  points.  C’est  ce  qu’au  reste,  la  discusdon 
directe  apprend  trèsbien,  puisqu’un  instant  avant  et  un  instant  après  celui 
où  la  droite  ae  se  confond  avec  pp",  elle  renferme  encore , en  général , mnqr 
points  distincts  de  la  courbe  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu , à cause  de  la  con- 
tinuité, qu’autanl  cpic,  dans  la  position  intermédiaire  dont  il  s’agit , elle  n'ait  un 
égal  nombre  de  [loints  sur  cette  courbe , soit  récb , soit  imaginaires , etc. 

Par  exemple , quand  toutes  les  directrices  sont  des  lignes  droites , la  Ugne 
des  sommets  c est  cUe-mème  une  droite  (498),  laquelle  rencontre  celle  des 
points  fixes  p , p”  en  un  point  nécesssaircment  distinct  de  l'iui  ou  de  l'autre 
de  ceux-ci;  autrement,  en  effet,  ccuc  droite  serait  déterminée  de  situation 
indépendamment  de  la  direction  des  autres  droites  données  qui  dirigent  le 
sommet  du  pol^'goue,  ce  qui  est  absurde  (*). 


(*)  Il  nrait  facile  de  détenniner  directement,  au  moyen  du  calcul,  dans  le  cm  génital 
,où  les  directrices  sont  de  degrés  quelconques,  les  pointa  où  la  courbe  iwrcouruc  par  le 
sommet  libre  reiKontre  la  droite  des  points  fines,  on  considérant,  ainsi  qu'un  l'a  dê|à  lâit 
(5oi)  pour  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  citer,  la  droite  dont  il  s'agit  comme  une 
iransTersalo  par  rapport  !i  chacun  des  polygones  remplissant  les  conditions  prescrites  { car 
il  en  résultera  une  certaine  rein  lion  entre  les  segmens  formés  parles  divers  points  fixes  sur  les 
côtés  correspondant.  Supposant  ensuite  que  les  côtés  de  ce  polygone  viennent  tous  s'appli- 
quer sur  in  traosvenele,  on  obtiendra  autant  de  reUtiont  perticuUères  qu'il  y a du  points 
h déterminer  sur  cette  transversele , c'est-a-dirc  mnqr. 
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54a.  Au  surplus,  on  v«l  que  les  dcmonstraüMU  qui  précèdent  peuvent  ser- 
vir à établir  direclcmcnt  U proposition  relative  au  cas  particulier  (4g4)  où , les 
points  fixes  étant  quelconques,  les  directrices  sont cTaUlcurs des  lignes  droites: 
or  cette  proposiüon , iiour  le  cas  du  triangle , conduit  immédiatement  à la  pro- 
priété de  riiexagramme  mystique  de  P ai  cal , et  par  suite  è toute  la  tbéone 
des  pôles  et  polaires  des  sections  coniques  (307) , théorie  d'où  dérive  aussi 
l'clcgant  théorème  de  M.  llrianchon  sur  l’hexagone  circonscrit  (ao8) , etc.  ; 
donc  on  pourrait  partir  de  U pour  établir,  à priori,  toutes  les  propriétés  qm 
font  le  sujet  des  deux  premiers  chapitres  de  U sect.  11,  et  qui  n’ont  trait  qu’à 
la  direction  indéfinie  des  ligues  et  non  à leur  mesure. 

Pour  étendre  ensuite  ces  conséquences  à toutes  les  lignes  possibles  du  second 
degré  , U faudrait  nécessairement  admettre  en  principe  que  « par  cinq  points, 

, pris  à volonté  sur  un  plan , on  ne  peut  faire  passer  ^’une  seule  ligne  de 
» ce  degré , » ou , ce  qui  revient  au  même , il  faudrait  admettre  que  deux 
telles  lignes  ne  peuvent  jamais  se  rencontrer  en  plus  de  quatre  points  5 prin- 
dpe  qui  repose  lui-même  directement  sur  la  loi  de  continuité,  coimne  on  l’a 
déjà  observé  (538,  note  i”.).  Déjà  ainsi  nous  avons  vu  (a^)  qu’à  l'aide  de 
ce  principe  seul , on  pouvait  établir  sur-le-champ  toute  la  théorie  des  centres 
et  axes  d'homologie  des  sections  coniques:  teUe  est  donc  Pinflucncc  que  peut 
exercer  l’admission  de  la  loi  de  continuité  dans  les  recherches  géométriques  i 
influence  qiû  peut  très-bien  être  comparée , ce  me  ‘P*’)'  «erce 

elle-même  l’Analyse  algébrique , par  sa  grande  générahté. 

543.  D'après  tout  ce  qui  a ctë  dit  (54 1)  du  cas  parUculicr  où  les  points 
fixes,  sur  IcsqucU  pivotent  les  dilTércns  côtés  d’un  polygone  variable,  sont 
placés  sur  une  même  droite,  je  pense  qu’il  ne  sera  pas  difficile  de  reconnaître 
les  diveiscs  circonstances  où  le  degré  de  la  courbe,  parcourue  par  le  sommet 
libre,  s'abaissera  d'une  ou  de  plusieurs  unités  : on  voit,  par  exemple,  que  cela 
arrivera  tontes  les  fois  que  les  côtes  extrêmes  œ et  de  (1^-  9®)  polygone 
seront  susceptibles  de  s’appliquer,  en  même  temps , sur  la  droite  pp  qui  ren- 
ferme les  points  fixes  de  ces  côtés. 

Le  nombre  des  directions  du  côté  de , relatives  à une  même  direction  quel- 
conque de  ac , étant  (539),  en  général,  mnqr,  s’il  arrive  que , pour  celle  où 
ae  se  confond  avec  pp",  t directions  correspondantes  de  de  s’y  confondent 
également,  ce  sera  évidemment  un  signe  que  le  degre  de  la  courbe  se  sera 
lui-même  aliaissé  d’un  nombre  t d’unités;  et  alors  le  point  p",  et  pr  smtc 
le  point  P,  ne  seront  plus  que  des  points  multiples  de  l’otdie  nuiqr  — t} 
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car  ce  qui  est  arrivé  au  point  en  prenant  la  droite  ppT  pour  direction 
du  premier  côt^  ae  du  polygone  variable , doit  arriver  évidemment  aussi  pour 
le  point  P,  en  prenant  cette  même  droite  pour  la  direction  du  dernier  côté  de. 

Cas  pour  lesquels  un  ou  plusieurs  des  points  fixes  se  trouvent  placés  sur 
les  directrices  adjacentes  des  sommets  du  pofygone. 

544-  Supposons  maintenant  que , dans  le  cas  général  de  Part.  539 1 point 
fixe  pl  de  l’un  quelconque  ab  des  côtés  du  polygone  mobile  soit  pris  sur 
Tune  des  courbes  qui  dirigent  les  extrémités  de  ce  côté,  par  exemple  sur 
la  courbe  (n) , le  nombre  des  points  de  la  ligne  que  parcourt  le  sommet  e , 
et  qui  se  trouvent  placés  sur  une  droite  quelconcpie  ae  passant  par  le  pôle  p , 
sera  toujours  3mnqr  ÿ savoir  : mnqr  réunis  en  un  seul  au  point  multiple  p ^ 
et  mnqr  k l’intersection  de  ae  et  des  diverses  directions  correspondantes  du 
dernier  côté  de  du  polygone. 

Mais , en  répétant  les  raisonnera  ens  déjà  établis  (539)  général , 

on  verra  que  mqr  de  ces  directions  appartiennent  au  point  fixe  qui , dans 
le  cas  actuel , est  un  des  n points  d’intersection  du  côté  ab  avec  la  courbe 
(n),  et  peut  être  pris  pour  le  sommet  b du  polygone;  donc  il  en  - ràultera 
mnqr — mqr  = mqr  (n — 1)  direclions  relatives  aux  n — 1 autres  points  d’iiï- 
tersection  de  ce  côté  avec  la  courbe  dont  il  s’agit  : or  il  est  visible  que  les 
mqr  premières  directions  sont  invariables , quelle  que  soit  d’ailleurs  celle  qu’on 
attribue  au  premier  côté  ae  du  polygone  ; car , pour  toutes , le  côté  bc  du 
polygone  correspondant  passe  i la  fois  par  les  points  fixes  p*,  p",  et  par  consé- 
quent ce  côté  et  la  portion  restante  bede  du  polygone  sont  eux-mêmes  fixes. 
Donc  mqr  branches  de  la  courbe  (e)  sont  devenues  des  lignes  droites  passant 
par  le  point  p",  desquelles  d'ailleurs  qr  sont  seulement  distinctes  entre  elles , 
à cause  que  chacune  d’elles  correspond  k la  fois  aux  m intersections  du  pre- 
mier côté  ae  et  de  la  courbe  ont,  et  représente  ainsi  véritablement  m droites 
confondues  en  tmc  seule. 

n suit  de  là  évidemment  et  de  ce  qui  précède  que,  si  l’on  fait  abstraction 
des  mqr  branches  linéaires  dont  il  s’agit,  le  nombre  des  points' effectifs  de  la 
courbe  (e),  qui  seront  situés  sur  une  direction  quelconque  du  premier  côté  ae 
du  polygone,  sera  égal  à mnqr  -f-  nujr(n — 1)  = mqr  (in  — i)  ; tel  sera  donc 
aussi  le  degré  effectif  de  la  courbe  dont  il  s'agit,  en  ne  tenant  pas  compte 
des  branches  qui. sont  devenues  des  lignes  droites.  * 
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Quant  à l’ordre  de  multiplicité  d«  points  p et  on  voit  qu’il  est  encore 
mnqr  pour  le  premier  et  seulement  mnqr  — mqr  ■=i  mtfr  (n — i)  pour  le 
second , toujours  en  faisant  abstraction  des  mqr  autres  brandies  linéaires  de 
la  courbe  qui  passent  par  ce  dernier  point. 

54Ô.  On  poiurait  encore , avec  Braüsenridge  et  Mac-Laurin , démontrer 
les  mêmes  dioses  pr  une  mardic  analogue  à celle  déj.à  mise  eu  usage  ci- 
ilessus  (538),  en  recberchant  eu  combien  de  points  la  courbe  des  points  e 
reoeontre  imc  droite  arbitraire  AB  tracée  sur  son  plan  ; car , en  contraignant 
le  sonunet  e du  polygone  à parcourir  cette  droite , le  sommet  b qui  corres- 
pondait à la  courbe  (/i) , devenu  libre , preourra , d’après  le  théorème  de 
l’art.  538  déjà  cité , une  courbe  du  degré  qui  aura  (539)  ''W'"  l»’-''»- 

ches  passant  par  le  pint  fixe  f/,  et  rencontrera  par  conséquent  la  courbe 
(n) , en  faisant  abstraction  des  points  qui  sc  confondent  avec  p',  en  amnqr 
— mqr  = mqr  (an  — 1)  points  5 tel  est  par  conséquent  aussi  le  nombre  des 
piiKs  d’intersection  distincis  de  la  courbe  (e)  et  de  la  droite  AB,  ou  le  degré 
de  cette  même  courbe  dans  le  cas  qui  nous  occup. 

Si  tous  lus  pints  fixes p,p'...  étaient  placés  en  outre  jur  une  même  ligne 
droite , le  degré  de  la  courbe  serait  encore  mnqr , comme  dans  le  cas  gé- 
néral où  le  pint  p'  est  quelconque , parce  qu’alois  la  courbe  parcourue  pr 
le  sommet  b , quand  on  contraint  le  sommet  libre  e à s’appyer  sur  la  droite 
AB , cesserait  de  passer  par  p*  (54 1)  , et  rencontrerait  pr  conséquent  la  courbe 
(n)  on  mnqr  pbts , en  général  distincts.  C’est  aussi  ce  qu’on  peut  voir,  à priori^ 
au  moyen  du  raisonnement  employé  en  premier  lieu  (544)- 

Méanmoius  on  ne  samait  conclure , dans  le  cas  actuel , comme  dans  celui 
(540  où  le  pint  p'  était  indépendant  de  la  directrice  (n),  que  la  courbe 
décrite  par  le  dernier  sommet  e du  polygone  ne  passe  pas  par  le  point  fixe 
p du  premier  côté  ; il  serait  au  contraire  facile  de  prouver  qa’eU*  a encore 
mqr  branches  passant  par  ce  point,  dont  les  tangentes s’o^llipdrBieBl  en  con- 
duisant des  lignes  droites  par  le  point  p et  par  ksnaipoiirii  d’intersection  de 
la  tangente  en  p!  avec  la  courbe  (m)  du  sommet  a.  Qa  remarquera  d'ail- 
leuts  que  cette  construction  ne  donnant  que  mtangeatfls  pur  les  mqr  branches 
pasNut  par  p^  une  même  tangente  apartient  nécessairement  à qr  branches 
distinctes;  en  sorte  que  toutes  ces  branches  se  touchent  entre  elles  au  pointp , 
en  les  prenant  m par  i».  ^ 

- 546.  Mais  revenons  au  cas  général  de  Toi  t.  544  ; lequel  les  points 
fins  qui  servent  de  pôles  aux  côtés  du  plygoiie  ne  sont  pas  placés  en  ligne 
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droite , et  suppoMMU  que  le  point  pris  sur  la  directrice  (n) , au  lieu  d'étre 
un  point  simple  comme  cela  a été  admis  dans  ce  qui  précède , soit  un  point 
multiple  de  l'ordre  A.  D’après  le  raisonnement  déjà  employé  ci-dessus  (345) , 
il  sera  facile  de  [>rouver  qu'il  existera  kmqr  branches  linéaires  de  la  courbe  (e) 
passant  toutes  par  le  point  fixe  pf  de  sorte  qu'en  en  làisant  abstraction,  le  de- 
gré de  cette  courbe  sera  simplement  amufr — kmqr  = mqr  {put — A),  au  lieu 
de  mqr  (an — i),  comme  cela  a lieu  pour  le  cas  particulier  où  le  point  p'  est 
un  point  simple  de  la  courbe  (n). 

11  est  visible  d’ailleurs  que  Tordre  de  multiplicité  du  point  p est  toujours  mnqr, 
tantlis  que  Celui  du  point  p"  n’est  plus  que  mnqr — kmqr  = mqr  (ri — A). 

Si  plusieun  des  points  fixes  p^pf,,.  étaient  placés  à la  fois  sur  les  courbes 
qui  leur  correspondent  respectivement^  si  même  deux  de  ces  points  adjacens, 
par  les  côtés  sur  lesquels  ib  se  trouvent , à une  même  courbe  ou  directrice , 
étaient  à la  fois  placés  sur  cette  courbe,  on  obtiendrait,  en  suivant  la  mémo 
marche , et  le  degré  de  la  courbe  que  décrit  le  sommet  libre  du  polygone , en 
faisant  abstraction  de  toutes  scs  branches  devenues  des  lignes  droites,  et 
l’ordre  de  multiplicité  des  points  fixes  extrêmes  du  polygone. 

Enfin , a tous  les  points  fixes  ou  seulement  une  partie  de  ces  points  se  trou- 
vaient à la  fois  eu  ligne  droite  avec  les  deux  extrêmes  p^  il  faudrait,  de  plus, 
avoir  égard  aux  observations  déjà  laites  ci-dessus  (545)  ; au  moyen  de  quoi 
il  serait  toujours  làcile  de  résoudre  les  questions  qui  viennent  de  nous  ocaiper, 
et  dont  pluaeurs , relatives  au  cas  particulier  du  triangle , ont  été  traitées  fort 
au  long , par  Jiraikenridge , dans  Touvrage  déjà  souvent  dté. 

Cas  pour  lequel  toutes  les  directrices  du  polygone  variable  te  trouvent 
remplacées  par  une  directrice  unique. 

547.  Je  crois  inntile  d’entrer  dans  plus  de  détails  relafivement  aux  dilTé- 
rens  cas  qui  nous  emt  occupés  dans  ce  qui  précède , et  je  vais  pasMr  de  suite 
à celui  où  l’on  remplace , à la  Ibis , toutes  les  directrices  des  sommets  du  po- 
lygone par  une  même  courbe  géométriqne  d’un  ordre  quelconque. 

Soit  abede  (Fig.  99)  un  polygone  plan  quiconque  dont  les  différens 
sommets , un  seul  e excepté  qui  reste  libre.,  é appuient  constamment  sur 
une  courbe  géométrique  d'un  ordre  quelconque  m,  tandis  que  ses  côtés 
successifs  ae,  ab,  bc,  cd,  de  sont  astreints  à pivoter  respectivement  sur  les 
points  fixes,  p,  p',  p",  p"',  p"  : je  dis  que  le  sommet  libre  e du  polygone 
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parcourra  lui-méme^  dans  le  mouvement  général  du  les  djfférens 

points  d’une  courbe  du  degré am  (m— i)"^,  (n  éunt  le  nombre  des  points 
fixes  ou  des  oôlrs  du  polygone),  laquelle  se  réduira  simplement  à une  courbe 
du  degré  m (m — >)*“*,  quand  tous  ces  points  seront  placés  sur  une  seule 

ligue  tlroite.  • ^ 

Tout  consistant  li  prouver  (SSp)  qu’il  n’existe,  en  général,  qu’un  pareil  nombre 
de  points  de  cette  courbe,  situés  sur  la  direction  du  côté  ae  adjacent  au  som- 
met libre  du  polygone , j’observe  qu’en  prenant  arbitrairement  cette  direction , 
il  en  résultera , en  général , m sommets  correspondans  a sur  la  courbe  donnée  ; 
menant  donc,  par  le  pôle  suivant  p'  et  pr  chacun  de  ces  sommets,  une  ligne 
droite  ab,  elle  ira  rencontrer,  de  nouveau,  la  courbe  donnée  en  m— i 
points  b,  qui  pourront  être  pris  pour  les  trobièmes  sommets  d’autant  de  poly- 
gones corre^ndans  à la  même  Section  ae  du  premier  côté  ; donc  les  points 
ou  sommets  b ainsi  obtenus  seront,  en  tout,  au  nombre  de  m (m  — i). 

En  continuant  i opérer  ainsi,  de  prorhe  en  proche,  et  n éunt  le  nombre 
total  des  côtés  du  polygone,  on  voit  qu’on  obtiendra  enfin  m(m — t)"^ 
sommets  <2  sur  la  courbe  donnée,  et  pr  conséquent  un  égal  nombre  de 
directions  du  dernier  côté  de  et  de  sommeb  e correspondans  à la  direction 
choisie  pur  le  premier  côté  ae  du  plygone. 

On  put  d’ailleurs  s’assurer,  pr  un  raisonnement  tout -i- fait  analogue  à 
celui  déjà  employé  plus  haut  (SJg),  qu’il  passe,  en  général,  »n(m— l)"^ 
branches  de  la  coiube  inconnue  par  chacun  des  pmts  fixes  exu-êmes  p et 
et  non  davantage;  donc  il  exbtc,  en  tout,  ani(* — i)"^  pinu  de  ccUc  courbe 
sur  une  même  direction  ne,  lesquels  d’aillcuis  peuvent  être  récb,  imaginai- 
res, etc.;  et  porunt  tel  est  aussi,  en  général,  le  degré  de  la  courbe  que 
preourt  le  sommet  e du  plygone  dans  les  diverses  positions  qu’il  peut  prendre. 

548.  D’après  tout  ce  qui  a déjà  été  dit  (54oet54i)  pur  le  cas  général 
où  les  directrices  des  soromcls  du  plygone  sont  quelconques,  je  crob  inutile 
de  m’étendre  sur  les  moyens  de  conslmire,  soit  la  tangente  en  un  pint  quel- 
conque e de  la  courbe  que  décrit  le  sommet  libre  du  plygone , soit  les  tangentes 
aux  diverses  branches  de  celte  courbe  qui  jiaasenl  pr  les  pints  fixes  p et;»". 
Quant  aux  cas  prticuliers  où  plusieurs  des  points  fixes  se  trouveraient  à la 
fois  sur  la  droite  qui  renferme  les  points  extrêmes  peipf , ou  sur  la  conrbe  ^ 
unique  qui  dirige  les  sonunets  du  polygone , on  ne  saurait  éprouver  plus  de 
diificultés , attendu  que  les  raisonnemens  sont  absolument  les  mêmes  que  pur 
le  cas  général  olé.  , , ^ 
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Amai,  par  exemple,  que  tou»  le»  point»  fixe»  nient  placés  sur  une  seule 
droite  f>p"',il  paraîtra  évident  (54t)quc  m(m — 1)"“  branches  de  la  courbe, 
décrite  par  le  sommet  e,  deviendront  des  lignes  droites,  confondues  en  une 
seule  avec  celle  dont  il  s’agit,  et  que  par  conséquent  le  degré  de  celte  courbe 
se  réduira  nmplemcnt  à m(m — 

Pareillement  encore,  supposons  que,  dans  le  cas  où  les  points  fixes  sont 
quelconques,  l’un  deux,  swi  placé  sur  la  courbe  qui  dirige  les  sommets 
du  poljgoue  ^ il  est  facile  de  voir  que  ce  point  pourra  être  pris  pour  le  sommet 
b du  polygone , lorsqu’on  »e  donne  la  direction  de  ae , ou  pour  le  sommet 
a,  lorsqu'on  se  donne  celle  de  <fe,  ce  qui  n’a  pas  lieu  pour  le  cas  où  (544) 
les  direcüicc»  de  ce»  sommets  sont  indépendante»  entre  elle»  : or,  il  résidte  de 
U,  et  des  raisonnemens  de  l’endroit  cité,  que  non-seulement  m (fn — 1)“~* 
branches  passant  pr  détiennent  des  droites,  mais  qu’il  en  est  ainsi  encore 
pour  l’aoue  point  fixe  ^ ; la  courbe  se  réduit  donc  alors  au  degré  2ih(m — 

— am(m  — i)"^  = ani(m — a)(m — i)""*. 

Enfin  si , revenant  au  cas  général  où  les  points  fixes  sont  quelconques , on 
suppose  qu’une  partie  seulement  des  sommets  du  polygone  s’appuient  sur  une 
même  courbe , tandis  que  les  directrices  qui  appartiennent  aux  autres  sont  in- 
dépendantes entre  elles , on  prouvera  sans  peine , au  moyen  des  conndéra- 
tions  qui  précèdent , que  le  théorème  de  fart.  538  aura  encore  lieu , pourvu 
qu'on  remplace  le  degré  de  chacune  des  directrices  des  différens  sommets , qui 
apprticnnent  actuellement  à une  même  courbe , par  le  degré  de  cette  courbe 
diminué  d'ime  unité  ; si  ce  n’est  toutefois  pour  la  directrice  du  premier  de  ces 
sommets , qui  devra  conserver  le  degré  même  qui  lui  est  propre. 

549.  Pour  compléter  le  sujet  qui  nous  occupe , il  nous  resterait  à examiner 
la  nature  de  la  courbe  sur  laquelle  roule  le  dernier  côté , supposé  libre , ou 
les  diagonales  d’un  polygone  d'ailleurs  assujetti  à des  conditions  analogues  à 
celles  admises  dans  ce  qui  précède.  Noos  aurions  aussi  i examiner  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  beaucoup  plus  général  où  les  directrices  des  sommets  du  po- 
Ivgogue  étant  toujours  quelconques,  les  côtés  rouleraient  sur  de»  courbe»  de 
degrés  donnés , au  lieu  de  pivoter  simplement  sur  de»  |>omts  fixes.  A cet  effet, 
nous  établirions  d'abord  les  trou  principes  généraux  qui  suivent  : 

1°.  c D’un  point  donné  k volouté,  sur  le  plan  d'une  courbe  géomélriipic 
» du  degré  m,  on  peut  mener,  en  général  et  au  plus,  mjm — 1)  tangentes  k 
cette  courbe.  » 

3”.  » Le  degré  d'une  courbe  géométrique  donnée  sur  le  plan  d’une  section 
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> conique  arbitraire  étant  m , celui  de  sa  polaire  réciproque  (a3a  et  snh’.)  est 
» en  général  et  an  plus  m (m — i).  , 

3°.  « Deux  courbes  géométriques,  Tune  du  degré  m,  l'autre  du  degré  rij 
» étant  tracées  sur  un  même  plau , le  nombre  des  tangentes  qui  leur  sont 
» communes  est,  en  général  et  au  plus,  mn{m — i)(ri — i).  » 

De  ces  trois  principes  (*),  le  premier  a sa  démonstration  dans  la  loi  de  con- 
tinuité ) le  second  dérive  immédiatement  du  premier  (a34)  ; ki  trokième  rc-i 
suite  du  second  et  du  principe  qui  a été  cité  (538)  combiné  avec  la  théorie 
des  polaires  réciproques  ; ce  dont  on  a déjà  vu  un  exemple  particulier,  art.  4oo, 
à l’occasiou  des  courbes  du  deuxième  degré. 

Mais  il  est  aisé  de  pressentir , au  simple  énoncé  de  ces  principes,  que  les  ré- 
sultats auxquels  on  parviendrait , quant  au  degré  des  courbes  parcourues , 
seraient  ncccssairemcut  Ibrt  compliqués  et  u'oITriraieut  ainsi  qu’un  bien  làible 
intérêt.  C'est  pourquoi , au  lieu  de  nous  engager  dans  ces  nouvelles  recherches, 
nous  allons  terminer  en  montrant , d’une  manière  succincte , comment , de  ce 
qui  précède , on  peut  passer  de  suite  au  cas  où  certains  angles  des  polygones 
que  Ton  considère  sont  constans , quoique  mohiles  autour  de  leurs  sommets  ; ce 
qui  embrassera  naturellement  les  principaux  résultats  énoncés  par  Mao-Laurin^ 
daiu  le  N°. , déjà  cité  (538,  note  a*.) , des  Transactions philosoplûques. 

Cas  où  certains  sommets  du  polfgone  restent  fixes , en  même  temps  que 
leurs  angles  mobiles  conservent  une  ouverture  constante. 

55o.  Commençons  par  ne  considérer  qu’un  seul  angle  ACB  (Fig.  too), 
mobile  autour  de  son  sommet  C , dans  le  plan  d’une  figure  quelconque  ^ tra- 
çons , de  ce  sommet  comme  centre , une  circonférence  de  cercle  d'un  rayon 
d'ailleurs  arbitraire  ^ menons-y  une  tangente  quelconque  ad  terminée  aux 
deux  côtés  de  Tangle  ACB,  considéré  dans  une  de  ses  positions  autour  du  cen- 
tre C;  achevons,  à volonté,  l'hexagone  circonscrit  abpficdj  les  diagonales 
qui  joignent  les  sommets  opposés  de  cet  hexagone  viendront  se  couper  en  un 
même  point  e (ao8). 

Cela  posé,  si,  laissant  fixes  les  cinq  premiers  côtés  oh,  bp^  pp\  cd 
de  cet  hexagone , et  par  conséquent  aussi  la  diagonale  bc , on  contraint  le 


(*)  Nous  SToni  démontré  ces  principes  du»  un  article  inséré  é 1a  pag.  ao8  du  tome 
VIII  de>  AntuUt  d*  MatUmatiques. 


Digitized  by  Google 


SECnO.N  IV.  CUAPITOE  m.  343 

âxième  côté  ad  i se  mouvoir  entre  ceux  qui  lui  sont  adjacens,  de  façon  que 
le  croiiemcnt  e des  diagonales  af/,  pd  qui  lui  ap])artiennent  soit  sur  la  troi- 
sièrae  diagonale  be  qui  reste  fixe  , le  côté  ad^  dont  il  s’agit , roulera  peqiêtucl- 
lement  sur  le  cerde  proposé.  Or  il  suit  de  là  (46a)  que  l’angle  au  centre  ACB , 
qui  répond  à ce  côté , demetu-era  invariable  de  grandeur  en  occupant  succes- 
sivement toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  C ; donc  le  mouve- 
ment d’un  angle  constant  quelconque,  qui  tourne  autour  de  son  sommet 
consdéré  comme  pomt  fixe  ou  pôle , peut  être  remplacé  par  celui  de  l'angle 
aCd  d'un  quadrilatère  aCdea  dont  le  sommet  C,  appartenant  à cet  angle, 
est  fixe , tandis  que  les  trois  autres  s'appuient  respeetnement  sur  les  droites 
oô,  ôc,  ed  données  de  position,  et  que,  d’ailleurs,  les  côtés  ae  et  de ^ non 
adjacens  à cet  angle , pivotent  sur  les  pobits  fixes  p'  et  p,  également  donnés 
de  poadon  sur  le  plan  de  la  figure. 

Supposons  maintenant  que  l'angle  constant  ACB,  mobile  autour  de  son 
sommet  C , fasse  partie  de  ceux  d’un  pc^gouc  variable  dont  les  sommets  A 
et  B,  adjacens  à cet  angle,  soient  astreints  à parcourir  des  lignes  courbes 
quelconques;  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  mouvement  des 
côtés  de  cet  angle , et  par  conséquent  celui  des  sommets  A et  B sur  les  courbes 
dont  il  s'agit , pourra  être  exactement  remplacé  pr  le  mouvement  de  ht  por- 
tion de  polygone  Aaedb  dont  les  quatre  côtés  An,  ae,  ed,  dh  pivotent  res- 
pectivement sur  les  points  fixes  C , p',  p,  C,  et  dont  les  sommets  intermé- 
diaires a,  e,  d sont  astrenits  à décrire  les  droites  données  ab,bc,  cd. 

Par  conséquent,  si  le  polygone  variable  que  l’on  considère  possède  un 
nombre  quelctftique  d’angles  coustans,  mobiles  autour  de  leurs  sommets,  et 
dout  les  côtés  s'appuient,  pr  leurs  extrémités  respetives,  sur  des  courbes  de 
degrés  quelconques , on  purra  le  remplacer  pr  un  autre  plygone , dans  le- 
quel tous  les  côtés  pivoteront  sur  des  points  fixes  et  dont  tous  les  sommets , 
à rexception  du  sommet  libre , s'appuieront  sur  des  directrices  données  ; les 
unes  courbes  et  qui  appartiennent  à Pancien  polygone , les  autres  droites  et  qui 
y auront  été  introduites  par  les  opérations  qui  précèdent.  Donc  on  purra 
toujours  déterminer  le  degré  de  la  courbe  que  décrit,  dans  son  mouvement, 
le  sommet  libre , au  moyen  des  principes  posés  dans  ce  qui  précède  ; et  l’on 
voit  que  ce  degré  ne  dépendra  absolument  que  du  degré  des  directrices  tin 
plygone  prirnhif,  puisque  toutes  celles  qu'on  y aura  introduites  subsidiaire- 
ment seront  des  lignes  droites.  Par  exemple , on  purra  énoncer,  entre  autres , 
ce  tbeorème  général  (538)  : 
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Si  ton  suppose  que  tous  les  angles , de  rang  pair , d’un  pofygone  va- 
riable qui  a lui-méme  un  nombre  pair  de  côtés , soient  constans  et  se  meu- 
vent autour  de  leurs  sommets  respectifs  considérés  comme  pôles  ^ tandis 
que  tous  les  sommets  de  rang  impair  y un  seul  excepté  y soient  astreints 
à demeurer  sur  des  lignes  courbes  de  degré  m , n,  p...  ^ prises  pour  di- 
rectrices; le  sommet  libre  décrira  lui-méme  une  courbe  de  degré  amnp..., 
et  qui  passera  mnp...  fois  par  chacun  des  sommets  fixes  qui  lui  sont 
adjacens  dans  le  pofygone. 

55 1 . Ainsi , quand  tontes  les  directrices  seront  des  lignes  droites , la  oonrbe 
décrite  par  le  sommet  libre  du  polygone  sera  simplement  une  section  conique , 
comme  cela  a lieu  (494)  potur  le  cas  où  tous  les  côtes  du  potygone  pivotent 
sur  des  pomts  fixes  et  où  tous  les  angles  sont  variables.  Quel  que  soit  d'aQ- 
leurs  le  degré  des  diverses  directrices,  on  voit  que  celui  de  la  courbe  du 
sommet  libre  s'abaissera  d’autant  d'unités  (543)  que  les  côtés  extrêmes , ad- 
jacens à ce  sommet , seront  de  fob  susceptibles  de  s'ap[diquer  ensemble  sur 
la  direction  de  la  droite  qui  renferme  les  deux  points  fixes  ou  pôles  auxquels 
appartiennent  ces  mêmes  côtés. 

Au  surplus , CCS  divers  théorèmes  et  tous  ceux  auxquels  est  parvenu  Mac- 
Laurin  y tant  dans  l'endroit  déjà  cité  (549)  ‘P**’  ^ Géométrie  organique  y 

pourraient  s'établir  directement,  soit  au  moyen  du  principe  de  l'art.  47^t 
dù  à Nèivtmu  et  qui  est  un  cas  particulier  de  celui  qui  précède , soit  plus 
généralement  en  s'appuyant  sur  les  considérations  qui  viennent  d'être  mises 
en  usage  dans  le  présent  chapitre , lesquelles  ne  reposent  absolument  que  sur 
remploi  du  principe  de  continuité  et  sur  qtielqiies  notions  qid  se  rapportent 
à la  Géométrie  de  situation.  Ces  diéorèmes  ime  fois  établis , on  en  déduirait 
ensuite  aisément  ceux  qui  leur  sont  analogues  et  où  il  n'est  point  question 
d'angles  constans , en  5up|H>sant  ces  angles  nuis  ou  égaux  à deux  droits  ; et 
c’est  ainsi  qu'en  a agi  Mao-Laurin  pom  arriver  à qucIquesHms  de  ces  théorè- 
mes , dont  la  découverte , avons-nous  dit  (ao4  et  4p4)  y Ini  a été  contestée  par 
Braikcnritlgc. 

Comme  notre  objet  n'est  point  le  même  que  celui  de  ces  géomètres , puisque 
nous  n'avons  pas  préteudu  faire  un  Traité  sur  la  description  des  lignes  courbes, 
nous  croyons  ce  qui  précède  plus  que  suflisaiit  pour  donner  une  idée  des 
méüiodes  qu'ils  ont  employées,  et  roetux  le  lecteiu'  sur  la  voie  de  découvrir,’ 
dans  le  besoin , beaucoup  de  théorèmes  qui  peuvent  leur  être  échappés. 
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Inscription  et  circonscription  d! un  polygone  à des  polygones  donnés. 

55a.  ConTormémcnt  à ce  qui  a été  annonce  (537),  nous  allons  terminer 
ces  recherclics  par  quelques  applications  des  diverses  propriéic's  établies  dans 
le  précédent  chapitre,  applications  dont,  pour  la  plupart,  nous  avons  déjà 
énoncé  les  résultats,  sans  démonstration,  dans  im  article  qui  a été  inséré  à la 
pag.  i4ï  du  tom.  VIII  des  Annales  de  Mathématiques. 

On  voit  d’abord  que  rien  n’est  plus  facile  que  de  résoudre  la  questioa  suivante  : 

A un  polygone.,  donné  à volonté  sur  un  plan,  inscrire  un  nouveau 
polygone  qui  soit  en  même  temps  circonscrit  à un  troisième  ; c'est-à-dire 
tracer  un  polygone  dont  les  sommets  s’appuient  respectivement  sur  les 
cités  du  premier,  et  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  les  som- 
mets du  second. 

Supposons , en  effet , qu'on  rende  libre  Fun  quelconque  des  sommets  du 
polygone  cherché , en  faisant , pour  un  instant , abstraction  de  la  droite  donnée 
sur  laquelle  il  doit  se  trouver;  ce  sommet  décrira  une  section  conique  (4g4) , 
rencontrant  généralement  la  droite  dont  il  s'agit  en  deux  points,  qu'il  sera 
aisé  de  construire  (344)  en  déterminant  seulement  trois  points  de  la  courbe,  ou 
trois  positions  quelconques  du  sommet  libre , outre  les  deux  pôles  ou  points 
fixes  adjacens  à ce  sommet , qui  appartiennent  également  (4p4)  à cette  courbe. 
Ayant  ainsi  la  position  de  l’un  des  sommets  du  polygone  cherché,  on  oh- 
tiendra  successivement,  et  de  proche  en  proche,  celle  de  tous  les  autres  par 
des  constructions  purement  linéaires. 

Le  principe  de  Fart.  5oa  conduirait  également  à des  constructions  faciles 
à exécuter. 

553.  Ce  problème'a  déjà  occupé  plusieurs  géomètres  distingués,  notamment 
MM.  Servob,  Gergonne  et  Simon  Lhuilicr,  qui  en  ont  offert  des  solutions 
plus  ou  moins  élégantes,  qu’on  trouve  insérées  dans  le  11'.  volume  des  Annales 
de  Mathématiques  ^ celle  que  nous  venons  d’offrir  est  conforme  à la  solution 
donnée  par  M.  Servois  à la  pag.  116  du  même  volume.  On  voit  qu’elle 
s’exécutera  avec  la  règle  seulement  dans  les  deux  cas  suivans  : 

i®.  * Quand  les  points  donnés  ou  les  sommets  du  deuxième  polygone  donné, 
par  lesquels  doivent  passer  les  côtés  du  polygone  qu'on  chciche , seront  situés 
sur  une  seule  et  même  ligne  droite  (498)-  » ' 

En  supposant  d'ailleurs  que  la  droite  qui  contient  tous  ces  points  passe  à 
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Pinluii,  la  solution  resicndra  à celle  qui  a été  donnée,  par  M.  Gergonne,  à la 
page  285  du  tome  II  du  recueil  cité. 

2".  « Ouaud  les  côtés  du  polygone  donné , auquel  doit  être  inscrit  celui 
qu’on  clierche , iront  tous  concourir  en  un  même  point  (5o5),  » 

Il  est  évident  que , dans  ces  divers  cas , plusieurs  des  droites  on  des  poinu 
donnés  junivcnt  se  confondre  en  une  seule  et  môme  droite  ou  en  un  seul  et 
même  point,  sans  que  le  nombre  des  sommets  du  polygone  cherché  diminue , 
et  sans  que  la  solution  cesse  de  rester  la  même  (5og). 

55.j . Dans  ce  qui  précède , nous  n’avons  fioint  eu  égard  à l’ordre  particulier 
dans  lequel  se  succèdent  les  sommets  et  les  côtés  du  pojj  gone  inconnu , rela- 
tivement à la  disposition  des  tlroites  et  des  points  donnés  sur  lesquels  ils  doi- 
vent s’appuyer  respectivement.  Or  il  est  évitfent  que  chacun  des  arrangemens 
possibles  et  dilTércns,  soit  de  ces  sommets,  soit  de  ces  côtés,  par  rapport  aux 
droites  et  aux  points  donnés , conduira  h un  problème  particulier,  tout-à-feit 
distinct  des  autres,  et  dont  la  solution  devra  proprement  appartenir  à la  Géo- 
métrie ordinaire. 

La  question  qui  nous  occupe,  prise  dans  toute  sa  généralité,  se  partage 
donc  en  deux  autres  qu’il  est’  essentiel  de  ne  pas  Confondre  ; l’ime  apparte- 
nante à la  Géométrie  de  situation,  cl  Pautic,  dépendante  simplement  de  la 
Géométrie  ordinaire,  que  nous  venons  déjà  de  résoudre.  Celle  qui  est  en- 
tièrement relative  à la  Géométrie  de  situation  se  divise  elle-même  évidemment 
en  deux  questions  essenüellemeut  distinctes  : fune  qui  consiste  à rechercher 

Quel  est  le  nombre  de  poly  gones  réellement  differens,  quant  d la  suc- 
cession des  côtés , qu'il  est  possible  de  former  en  assujettissant  ces  mêmes 
côtés  à passer  respectivement  par  un  nombre  m de  points  donnés. 

Et  l’autre  où  l’on  sc  propose  de  trouver 

Quel  est  le  nombre  des  polygones  réellement  différens,  quant  à la  suc- 
cession des  sommets,  qu'il  est  possible  de  former  en  assujettissant  ces 
mêmes  sommets,  un  seul  excepté,  à s'appuyer  respectivement  sur  m — 1 
droites  données. 

Or  il  est  abé  de  voir  que  le  nombre  des  premiers  polygones  est,  en  général , 
1.2.3 (m — 1) 


Quant  à la  manière  de  les  former,  on  appellera  a, b,  c,  d, ....  fies  points 
par  où  doivent  passer  les  divers  côtés  du  polygone , et  l’on  supposera  que 
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ce*  même»  lettre*  appartiennent  au*si  aux  côté*  correspondans  ; pui*  on  pla- 
cera arbitrairement  trois  de  ce*  lettres ^ celles  a,  b,  c par  exemple , sur  le 
|)érimètre  d'un  premier  cercle  ; le  nombre  des  divers  arrangemens  de  ces 
trois  lettres  ne  saurait  évidemment  surpasser  un , parce  qu’ici  on  peut  les  lire 
indiiréremment  de  droite  à gauche  ou  de  gauche  à droite. 

Pour  passer  de  ce  premier  cas  i.cclui  où  il  y a quatre  lettres  a,  ô,  c,  <1, 
U faudra  intercaler  la  lettre  d successivement  entre  deux  des  trois  premières , 
ce  qui  ne  donnera  évidemment  que  trois  arrangemens  possibles  et  réellement 
difliérens,  qu’il  faudra  écrire  séparément  sur  trois  nouvelles  ciroonféreuces , 
aliii  de  nc  point  les  confondre  entre  eux. 

On  trouvera  pareillement  les  arrangemens  qui  correspondent  à une  cin- 
quième lettre  e,  introduite  parmi  les  antres^  en  l'intercaiant,  pour  chacune 
des  circonférences  dont  il  vient  d'ètre  question. , entre  deux  lettres  consécutives 
des  arrangemens  de  quatre  lettres  qu'elles  représentent  séparément  : on  ob- 
tient ainsi  quatre  arrangemens  possibles^  de  cinq  lettres , pour  chacune  de  ces 
circonférences  ; d'où  il  suit  que  le  nombre  total  de  ces  divers  arrangemens  est 
34  = ta.  Pour  les  distinguer  les  uns  des  autres,  on  pourra  les  écrire,  à 
leur  tour,  sur  autant  de  circonférences  particulières. 

En  continuant  ainsi , de  proche  en  proche , on  parviendra  enfin  à obtenir 
tous  les  arrangemens  possibles  et  difTérens  qui  correspondent  aux  m points 
donnés  5 et  l’on  voit  que  leur  nombre  sera  égal  en  général  à 3.4.5... . (m  — i ) , 
ainsi  que  nous  Pavions  annoncé. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  concevoir  l’usage  qu'on  pourra  faire  de  cette 
espèce  de  tableau  artificiel.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  considère,  en 
particuUer,  un  arrangement  ahed..../;  en  se  reportant  à la  figure  du  pro- 
blème , cela  signifiera  qu’en  faisant  passer  par  a le  premier  côté  du  polygone 
à construire , le  second  devra  passer  par  ù , le  troisième  par  c , le  quatrième 
par  d , et  ainsi  de  suite , et  enfin  le  dernier  par  f. 

555.  Poor  résoudre  la  seconde  question , prenons , à volonté , l'un  des  poly- 
gones particuliers  ainsi  obtenus , qui  difière  de  tous  les  autres  quant  à l’arran- 
gement des  côtés  relativemcut  aux  points  donnés,  par  exemple  celui  abcd,..._f 
que  nom  venons  de  considérer  en  dernier  lieu.  Prolongeons  son  premier  côté 
a jusqu’à  sa  rencontre  avec  les  m — 1 droites  données , il  en  résultera  .w-’-  1 
point*  distincts  qu'on  pourra  prendre  pour  les  deuxièmes  sommets  d'autant 
de  polygones  difTérens;  faisant  donc  pascr  le  second  côté  b par  chaaiu  de 
ces  sommets,  et  prolongeant,’  à son  tour,  ce  côté  jusqu'à  sa  rencontre  avec 

44* 
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les  m — a droites  donne'es  restantes,  et  qui  ne  contiennent  pas  le  deuxième 
sommet  appartenant  de'jà  à ce  côté,  il  en  résultera  m — a points  distincts 
qu'on  pourra  prendre  pour  les  troisièmes  sommets  de  chacun  des  polygones 
diflërens  qui  corrcqmndent  aux  m — i deuxièmes  sommets  déjà  trouvés; 
c'est-à-dire  qu'on  aura , en  tout,  (jn — i)  (ira  — a)  troisièmes  sommets  pouvant 
appartenir  à un  égal  nombre  de  polygones  essentiellement  diflërens. 

Traçons , de  nouveau  , chacun  des  troisièmes  côtés  c qui  correspondent  aux 
(ra — t)  (m — a)  troisièmes  sommets  trouves,  et  prolongeons- le  également 
jusqu’à  sa  rencontre  avec  les  m — 3 droites  données , qui  ne  renferment  ni  le 
troisième,  ni  le  deuxième  sommet  d’où  il  provient;  il  en  résultera,  pour  ce 
troisième  côté  c,  m — 3 pmnts  qu’on  pourra  prendre  pour  les  quatrièmes 
sommets  de  chacun  des  polygones  dliféreus  qui  correspondent  aux  (m — i) 
(m  — a)  troisièmes  sommets  déjà  trouvés  ; c’est-à-dire  en  tout  (m — t){m — a) 
(m — 3)  quatrièmes  sommets  appartenans  à un  égal  nombre  de  polygones  essen- 
tiellement diflërens. 

En  continuant  ainsi , de  proche  en  proche , jusqu'au  dernier  côté  y,  on 
trouvera  évidemment  que  le  nombre  des  polygones  essentiellement  diflërens 
qu’on  peut  former,  pour  un  même  arrangement  abcd...f  àa  côtés  relati- 
vement aux  droites  données , est  égal  à 

(m — i)  (m — a)  (m — 3) ...  3.  a.  i . 

n suit  de  là  que  le  nombre  total  des  polygones  essentiellement  diflërens 
que  l’on  peut  former,  relativement  à Tordre  particulier  de  succession  des  som- 
mets et  des  côtés  par  rapport  aux  droites  et  aux  pomts  donnés,  est,  en  tout  (554)  y 

i.a’.  3’....  (m — «)’ 
a 

Mais,  d’après  ce  qui  précède,  pour  un  ordre  quelconque  de  succession  des 
côtés  et  des  sommets  par  rapport  aux  droites  et  aux  points  donnés , le  pro- 
blème de  Part.  55a  a , en  général , deux  solutions  distinctes  ; donc  le  nombre 
total  des  solutions  eficctives  de  ce  problème , pris  avec  toute  Textension  qui  hii 
est  propre,  est  en  général  t . a’, 3’. .. (ni — i)*. 

556.  Si  Ton  admettait  qu'une  même  droite  donnée  pût  renfermer  plusieurs 
sommets  du  polygone,  et  que  le  nombre  de  ces  droites  fût  d’ailleurs  n,  on 
trouverait , par  le  raisonnement  qui  précède , que  le  nombre  des  po^gones  es- 
sentiellement diflërens , qui  eut  leurs  sommets  sur  ces  droites  et  qui  répon- 
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deot  à unmtoe  ordre  de  succession  des  points  donnés , Mt  égal  à n(n — i)^'i 
le  nombre  des  solutions  effectives  du  problème  serait  donc  alors 

1.3.3....  (m — >)n(n — t)*"': 

nombre  qui  se  réduira  à la  moitié  tontes  les  fois  (553)  que  les  points  donnés 
seront  sur  une  même  droite , ou  que  les  droites  données  convergeront  en  un 
même  point.  C’est  ce  qui  aura  lieu , en  particulier  (5og) , quand»  sera  égal  à a , 
ou  que  le  polygone  devra  être  inscrit  dans  un  angle  donné  j ainsi  le  nombre 
des  solutions  effectives  du  problème  sera  alors  simplement  1,3.3...  (m — i). 

Inscription  aux  sections  coniques  de  polygones  dont  les  côtés  passent 
par  des  points  donnés. 

557.  Les  conâdéralioDS  précédentes,  qui  sont  entièrement  analogues  à celles 
mises  en  usages  art.  547,  s'appliquent  également  au  cas  où  l’on  remplace  les 
droites  données  par  une  section  conique  quelconque  ; mais  alois  il  ne  peut 
plus  être  question  que  de  l'ordre  de  succession  des  côtés  par  rapport  aux 
points  profMsés,  lequel  donne  évidemment  toujours  lieu  (554)  ^ 4-*-'  — '} 

polygones  différens  et  distincts.  Si  l’on  ne  considère , en  particulier,  qu’un  seul 
de  ces  polygcmes , la  partie  purement  géométrique  du  problème  relatif  au  cas 
dont  il  s’agit , pourra  s’énoncer  ainsi  qu’il  suit  : 

jI  une  section  conique  donnée  et  décrite  sur  un  plan , inscrire  un  po- 
fygone  de  m sommets^  dont  les  côtés.,  prolongés  si’ il  le  faut,  passent  res- 
pectivement, et  dans  un  ordre  assigné,  par  datant  de  points  donnés 
arbitrairement  sur  un  plan? 

Ce  problème  est  célèbre  et  a exercé  la  sagacité  d’un  grand  nombre  de 
savans  géomètres  : le  résout,  dans  ses  Collections  mathématiques, 

pour  k cas  particulier  du  cercle  et  du  triangle,  lorsqu’on  suppose  les  trois 
points  donnés  en  ligne  droite.  Cramer  ayant  proposé  depuis  le  problème  de 
Pappus  à Castillon,  en  étendant  Pénoncé  au  cas  où  les  trois  |K>ints  sont 
quelconques,  ce  dernier  en  donna  une  solution  fort  compliquée,  qui  se  trouve 
imprimée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  pour  1776,  et  qui  n'a 
guères  d’autre  mérite  que  celui  d’avoir  été  obtenue  par  PAnalyse  géoméiricpie  des 
Grecs.  Lagrange  en  donna , peu  après , une  autre  solution  très-belle , mais  pu- 
rementalgébiique,  qui  est  insérée  dan»  k même  volume , et  qu'on  retrouve  daus 
la  Géométrie  de  position,  simplifiée  et  étendue  au  cas  où  l’on  demanderait 
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d'infcrirc  su  cercle  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  ctkés,  passant 
par  un  égal  nombre  de  points  donnés.  Le  cas  particulier  du  triangle  a encore 
occupé  Euler  et  scs  disciples  Euss  et  Lexell  (*). 

^ Giordano  di  Oiiàîano^  jeime  na|)olitain,  Rit  le  premier  qui  trouva  une 
sÔiutJuii  géométrique  et  simple  du  cas  général  de  l'inscription  au  cercle  d’un 
polygone  quelconque;  ma»)  quoique  fort  élégante,  elle  exige  l'emploi  du 
compas  et  une  suite  d'opérations  qui , même  pour  le  cas  particulier  du  triangle , 
sont  encore  assez  compliquées.  Malfalti  panint,  peu  do  temps  après,  à la 
même  solution,  en  partant  de  principes  analogues  et,  à ce  qu’il  parait,  sans 
avoir  eu  connaissance  des  résultats  de  Giordano:  les  recherches  de  ces  deux 
géomètres  se  trouvent  imprimées  dans  le  IV.  volume  des  Mémoires  de  la 
Société  italierutCy  et  ont  été  reproduites  depuis  par  S.  Lhuilier,  dans  ses 
Elémens  tVÀnaljse  géométrique  et  dtAnaljse  algébrique , S 146. 

EiU'ui  ce  problème  a aussi  occupé  M.  Brianebon , pour  le  cas  où,  les  points 
donnés  étant  sur  ime  même  droite,  ou  substitue  au  cercle  une  section  coni- 
que quelconque.  Sa  solution,  qui  est  entièrement  basée  sur  le  principe  de 
l’art.  533,  SC  trouve  imprimée  dans  le  X°.  calûer  du  Jowrtutl  de  (Ecole 
Polj  leclinique , parmi  d'autres  recherches  intéressantes  qui , pour  la  pliqsart , 
ont  déjà  été  signalées  dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

Les  solutions  que, nous  allons  ofTrir  et  que  nous  avons  énoncées,  sans  dé- 
monsU'ution , dans  un  article  inséré  à la  pag.  147  du  tom.  VUl  des  Annales 
de  MaÜtématiqucs , paraitront  sur-tout  dignes  de  remarque  en  ce  que , s'appli- 
quant à une  section  conique  en  général , elles  n’exigent  que  l’emploi  de  con^ 
tnictions  linéaii’cs  fort  sim|)lcs  , même  pour  le  cas  de  l'inscriplion  à la  courbe 
d’uu  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

55S.  La  question  se  réduit  évidemment  à assigner  Fun  des  sommets  du 
|M>lygone  demandé,  attendu  que,  ce  sommet  une  (bis  déterminé,  la  solution 
s'achève,  avec  la  règle  seulement,  de  la  manière  la  plus  simple,  soit  que 
d'ailleurs  la  coitrbc  soit  entièrement  décrite  ou  seulement  donnée  (3o4)  par 
cinq  points  quelconques  de  son  périmètre. 

Sup{>osons  donc  qu’on  inscrive  à volonté,  à la  section  conique,  une  poi^ 
lion  de  polygouc  dont  les  côtés,  en  nombre  égal  à celui  des  points  donnés, 
passent  respectivement , et  dans  l'ordre  asûgné  , par  ces  points.  Soient  a et  A 
la  première  et  la  dernière  extrémité  de  cette  portion  de  polygone  ; s'il  arrive 


(*)  IV'.  Voliuae  <iet  Nommtuc  Mémoirm  de  Féterabonrg. 
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que  a et  A SC  confomlciit , et  que  ak  louche  par  consêqoem  la  section  coni- 
que , c’est-à-dire  si  la  portion  de  polygone  se  ferme  d'clle-méme  snr  la  courbe , 
le  polygone  ainsi  obtenu  sera  évidemment  un  de  ceux  que  l’on  cherche. 

Si  au  contraire , comme  il  arrive  en  général , les  extrémités  <i  et  A ne  se 
confondent  ps , en  les  joignant  par  une  droite  «A,  cl  faisant  varier  la  portion 
de  polygone  correspondante,  de  toutes  les  manières  posnbles,  d'après  les  mêmes 
conditions , celte  droite  roulera  en  enveloppant  dans  scs  diverses  positions  (5io) 
luie  même  section  conique  doublement  tangente  à la  proposée.  Or,  la  question 
qui  nous  occupe  revenant  à chercher  la  position  de  la  corde  ak  [tour  laquelle 
celte  corde  est  nulle  ou  tangente  à la  courbe  proposée , et  celte  circonstance 
ne  pouvant  avoir  fieu  ésidemment  que  pour  les  seuls  points  de  contact  de- 
là section  conique  qn’cîlc  enveloppe  avec  celle  ilont  il  s’agit,  on  voft  que  tout 
consiste  simplement  à déterminer  ces  deux  points  de  contact  ou  la  st'eante 
qui  leur  appartient  5 car,  en  prenant  ensuite  l'un  quelconque  de  ces  [tohits 
pour  la  première  on  la  dernière  extrémité  d'une  portion  de  polygone  corres- 
pondante , il  arrivera  nécessairement  que  cette  portion  de  polygone  se  fer- 
mera d’elle-même  sur  la  courbe  proposée. 

La  question  à laquelle  se  réduit,  en  dernière  analyse,  celle  qtii  noiu  oc- 
cupe se  trouve  résolue  tout  entière  dans  le  précédent  cha[>itro  (5iocl5i  1), 
et  sa  solution  est , comme  on  Ta  vu , aase*  simple  et  n’exigo  que  des  cons- 
tructions purement  linéaires  ; mais,  comme  cette  solution  est  indirecte  et  man- 
que de  ^métrie , il  nesera  pas  hors  de  propos  de  faire  voir  qu’on  peut  la  rem- 
placer par  une  autre  beaucoup  plus  élégante. 

55g,  En  cfTct,  pour  obtenir  In  sécante  de  contact  de  la  section  conique 
proposée  avec  celle_  qu’enveloppe  la  corde  ak  dans  toutes  ses  positions,  on 
peut  aussi  se  servir  dti  procédé  général  indiqué  art.  4*4  j qui  exige  simple- 
ment que  Ton  connaisse  trois  positions  quelconques  et  distinctes  de  ak,  les- 
quelles sont  id  fadlcs  à obtenir.  Ceb  posé , tout  consistera , comme  ou  le  voit, 
à inscrire , à la  courbe  proposée , un  hexagone  dont  ces  trois  cordes  soient 
précisément  les  diagonales  joignant  les  sommets  opposés  ; car,  d’après  ce  qui 
a été  dit  à Tcndroit  cité , la  droite  qui  renfermera  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  de  cet  hexagone  sera  précisémeni  la  sécante  de  contact  demandée. 

Comme  cette  construction  donne  lieu  à quatre  hexagones  et  à quatre  sé- 
cantes de  contact  répondantes  à autant  de  sections  coniques  doublement  tan- 
gentes a la  proposée,  il  est  bon  de_^maixjucr  qu’il  n’y  a qu’une  seule  de 
ces  solutions  qui  doive  appartenir  à la  question  qui  nous  occupe,  attendu 
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que  la  corda  ak  ne  peut  également  envelopper,  dans  scs  diverses  positions, 
qu'iuie  seule  et  même  courlre.  Or,  cette  courbe  devant  nécessairement  être 
intcricuie  4 la  proposée,  U sera  lacQe  de  voir,  en  se  sers'ant  des  considéra 
tions  de  Paru  4^8,  que  les  premières  extrémités  a des  trois  portions  de  po- 
lygones qui  ont  donné  les  trois  cordes  ak  devront  être  prises  pour  les  trois 
somincU  de  rang  impair  de  l'hexagone  d-dessus , et  les  dernières  k pour  les 
trois  soimncis  de  rang  pair  qui  letw  sont  opposés  respectivement  ; donc  on 
a cette  nouvelle  solation  du  problème  général  que  nous  avons  en  vue  : 

« Inscrivez  à volonté  et  successivement , 4 la  section  conique  proposée , trois 
» portions  de  polygones  dont  les  côtés,  en  nombre  égal  à celui  des  points 
» donnés,  passent  respectivement,  et  dans  Tordre  asâgné,  par  ces  points. 

» Soient  a,  a',  a"  les  premières  extrémités  de  ces  portions  de  polygones,  et 
> A',  A"  les  dernières,  rc^ectivement.  Soient  considérés  ces  six  points  comme 

» les  sommets  d'un  hexagone  inscrit  à la  scctioa  conique , ayant  pour  sotn- 
» mets  opjtosés  n et  A , a*  et  A',  a"  et  A",  et  les  trois  points  a , a',  a"  pour 
» sommets  de  rang  impair  ^ les  trois  points  de  concours  de  scs  côtés  opposés 
» seront , comme  on  sait , sur  une  même  droite , et  cette  droite  coupera , en 
» général,  la  section  conique  en  deux  points,  dont  chacun  pourra  être  pris 
» pour  le  sommet  cherché  du  polygone.  » 

56o.  Ou  voit  que  ccuc  constmetion  revient , en  définitive , à jo'indre , par , 
de  nouvelles  droites , les  extrémités  d'espèces  difiTérentes  appartenantes  à deux 
quelconques  des  cordes  aA,  o'A',  <x”A',  obtenues  comme  il  sient  d'être  expliqué  ; 
car  leur  point  du  rencontre  sera  préc'isément  un  des  points  de  concours  des 
' côtés  opposés  de  Thexagone  ; c’est-à-dire  (438)  un  des  points  de  la  sécante  de 
contact  cherchée. 

Quelqu'incontestable  que  soit  la  supériorité  de  cette  seconde  solution  sous 
le  rapport  de  la  généralité  et  de  la  symétrie , nous  croyons  cependant  des’otr 
observer  que , lorsque  les  points  donnés  sont  peu  nombreux , l’autre  semble 
lui  être  préférable  sous  le  rapport  de  la  simplicité , attendu  qu’elle  exige  le 
tiacc  d'un  moindre  nombre  de  lignes. 

Toutes  ces  constructions  ayant  d’ailleurs  une  partie  arbitraire , on  peut  pro- 
fiter de  ce  qu’elles  présentent  d’indéterminé  pour  les  rendre  plus  simples.  On 
l>eut , par  cxcm|>lc , làire  passer  Tun  des  côtés  extrêmes  de  la  portion  de  po- 
lygone par  les  deux  premiers  ou  les  deux  derniers  des  points  donnés.  Ce 
côté  comptera  alors  pour  deux , et  l’origine  de  la  portion  de  polygone  pourra 
èU'e  indistiurtemcul  supposée  à Tune  ou  à Tautre  de  ses  extrémités.  En  appli- 
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quant  ccue  remarque  au  cas  du  triangle , dans  la  première  solution , op  aura 
deux  manières  de  déterminer  le  pomt  P"  (5il',fig.  85)  sur  la  polaire  de  pf. 
On  ]K>um  donc  se  dispenser  de  construire  cette  polaire , et  ^ recherclie  du 
sommet  inconnu  se  réduira  ainsi  au  tracé  de  neuf  fignes  droites  seulement. 
Cette  remarque , appliquée  également  au  cas  du  triangle  dans  la'  seconde  so- 
lution, conduira  précisément  aux  mêmes  résultats.'  •> 

Ou^oit  au  surpliu,  par  ce  qui  précède,  que,  pour  un  ordre  de  succes- 
sion quclconqne  des  points  donnés,  le  problème  peut  avoir ^ en  général,  deux 
solutions  distmetes  ) donc , pris  dans  toute  son  universalité , le  nombre  de  ses 
solutions  distmetes  pourra  s'élever  (556)^4  i.a.3...  (m — i). 


Circonscription , aux  sections  coniques , de  polygones  dont  les  sommets 
s'appuiera  sur  des  droites  données.'' 


56t.  Les  considératioos  qui  viennent  d'être  exposées  conduisent  immédia- 
tement, au  moyen  de  la  théorie  des  pôles,  à la  solution  complète  de  cet 
auux:  problème,  qui  peut  être  considéré,  en  quelque  sorte , comme  le  réci- 
proque du  premier  : 

A une  section  conique  donnée  et  décrite  sur  un  plan^  circonscrire 
un  polygone  de  m côtés , dora  les  sommets  s'appuiera  respectivemerU  sur 
un  même  nombre  de  droites  données , tracées  arbitrairement  sur  ce  plan  P 

En  effet , si  l'on  construit  les  pôles  des  droites  données , et  qu’on  leur  ap- 
plique la  question  résolue  en  dernier  lieu^  si  l'on  circonscrit  ensuite,  è la 
section  conique , les  polygones  qui  ont  pour  points  de  contact  des  côtés  les 
sommets  des  polygones  inscrits  ainsi  obtenus,  il  est  évident  que  les  sommets 
de  ces  nouveaux  polygones  appartiendront  respectivement  (5a4)  aux  drversas 
droites  données.  D'après  cela,  le  nombre  de  ces  polygones  sera  encore  égal 
i i.a.3...  (m — i),  comme  d-dessus. 

Cette  solution  est  indirecte  ; mais  soit  qu’on  applique  aux  solutions  du  pro- 
blème de  l’art.  557  principes  de  la  théorie  des  polaires  réciproques , soit 
qu’au  contraire  on  se  serve  immédiatement  des  principes  établis,  dans  le  précé- 
dent chapitre  (5a4  et  surv.) , sur  les  polygones  circonscrits,  en  les  combinant  avec 
les  rôultats  obtenus  art.  4 <6  et  419,  on  parviendra,  d’une  manière  égale-^ 
ment  facile , aux  diverses  constructions  qui  résolvent  le  nouveau  problème 
sans  aucune  opération  auxiliaire.  Ainsi,  par  exemple,  on  arrivera  à cette  so- 
lution qui  ne  le  cède  en  rien,  pour' l’élégance  et  la  simplicité,  è ceOe  de 
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Part.  559,  relath'c  aux  polygones  inscrits  dont  Tordre  de  succession  des  côtés 
et  des  points  fixes  est  assigné  : 

» Circonscrivei  à volonté  et  successivement,  à la  section  conique  pro- 
> posée , trois  [K>rtions  de  polygones  d'autant  de  sommets  qu’il  y a de  droites 
* données,  et  dont  les  sommets  soient  respectivement,  et  dans  l'ordre  as- 
» signé,  sur  ces  droites.  Soient  a,  a*,  a"  les  premiers  côtés  de  ces  pon- 
» dons  de  polygones , et  A , A",  A"  les  derniers  resjiectivcment.  Soient  con- 
» âdérccs  ces  six  droites  comme  les  côtes  d’un  hexagone  circonscrit  à la  courbe, 

» ayant  pour  ses  côtés  opjKtsés  <i  et  A , n'  et  A*,  a"  et  A",  et  les  trois  côtés 
» n , a',  a"  |>our  côtés  de  rang  impair;  les  trois  diagonales,  joignant  les  som- 
» mets  opposés  de  cet  hexagone , se  couperont , comme  Ton  sait  (ao8) , en 
» un  même  point  ; et  la  polaire  de  ce  point  déterminera , par  son  intersec- 
» tion  avec  la  courbe , deux  points  dont  chacun  pourra  être  pris  pour  le  point  ‘ 
» de  contact  de  cette  coiube  avec  le  côté  cherché  du  polygone.  » 

56a.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  en  dernier  lieu  a aussi 
occupé  plusieurs  géomètres  de  mérite  ; il  a d'abord  été  proposé  par  M.  Ger- 
gonne , pour  le  cas  particulier  du  triangle  et  du  cercle , à la  page  i ^ du  tome 
premier  des  /Annales  de  Mathématiques.  M.  Encontre  a ensuite  fiiit  voir, 
page  1 33  du  même  volume , que  sa  solution , pour  le  cas  général  de  la  cir- 
conscription au  cerdc  d'un  polygone  quelconque,  pouvait  se  ramener,  au 
moyen  de  la  théorie  des  pôles , au  problème  analogue  relatif  aux  polygones 
inscrits,  déjà  résolu  par  les  géomètres. 

Cette  solution , comme  on  voit , était  indirecte  et  exigeait  l'emploi  de  U 
règle  et  du  compas  réunis , ainsi  que  celle  d'où  on  la  déduisait  ; M.  Ger- 
f onne , quelques  pages  après , en  énouça  une  autre  entièrement  dq;ecte , re- 
lative BU  cas  particulier  du  triangle , et  qui  fat  étendue  aux  sections  coniques  et 
démontrée  enfin  géométriquement , par  MM.  Serrois  et  Rocliat , aux  pag.  338  ' 

et  34a  du  volume  déjà  cité  : comme  elle  est  fort  élégante,  je  crois  qu'on 
verra  avec  plaisir  comment  eUc  peut  se  déduire  des  principes  qui  précèdent. 

Soient  AB , BC , AC  (Fig.  85)  les  droites  données  sur  lesquelles  doivent  s'ap- 
puyer les  sommets  respectifs  du  triangle  circonscrit  à la  courbe  ; soient  p', 
fJ'  les  pôles  respectifs  de  ces  droites , par  lesqucU  doiveiK  passer  les  côtés  du 
triangle  polaire  inscrit  qui  a scs  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  du 
premier  (5a4);  en  traçant,  à volonté,  le  quadrilatère  inscrit  aôcré,  comme 
il  a été  expliqué  (5ii),  tout  consistera  (558et56i)  à rechercher  la  sécante 
de  contact  commune  de  la  section  conique  pro[>osée  et  de  celle  qu'enveloppe 
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le  côté  libre  ad  de  ce  quadrilatère  dans  les  diverses  positions  qu’il  peut  prendre. 
A cet  elTet  on  pourrait  construire  les  deux  points  P*  et  P"  comme  à l'endroit 
cité  (5 1 1),  puisqu’ils  appartiennent  à la  direction  de  la  droite  dont  il  s’agit; 
mais  on  arrivera  encore  au  même  but  à l’aide  des  considérations  suivantes. 

D’après  la  construction , les  trois  points  1*"  sont  tels  que  l’un  quel- 

conque P d’entre  eux  est  le  pôle  de  la  droite  /PP"  qui  renicrme  les  deux 
autres;  donc  cette  droite  p"P"  doit  (196)  renfermer  le  pôle  de  toute  droite  P//p 
paaant  par  P ; or  le  pôle  de  p/é  est  évidemment  k rintersecdon  11  des  po- 
laires AD  etfiC  de  P et  P*  ; donc  les  trois  points  D,  p"  cl  P"  sont  sur  une  même 
droite,  et  par  conséquent  on  peut  obtenir  immédiatement  le  point  P"  au  moyen 
des  deux  autres  et  sans  passer  par  les  construcdoiis  de  l’art.  5 1 1 ; on  aura 
donc  ainsi  un  des  points  de  la  sécante  de  contact  cberchée. 

Maintenant , si  l’on  joint  le  sommet  C du  triangle  donné  ABC , avec  le  pôle  p 
du  côté  AB  qui  lui  est  opposé , par  une  droite  Cp,  on  prouvera , de  la  même 
manière , que  le  point  P où  eUe  ira  rencontrer  ce  côté  appartiendra  également 
i la  sécante  qui  renferme  le  point  de  contact  du  côté  du  triangle  circonscrit 
dont  les  extrémités  sont  sur  les  droites  AD  et  AC  ; donc  cette  droite  sera  entière- 
ment connue  de  position  aussi  bien  que  le  côté  dont  il  s’agit,  et  par  con- 
séquent le  problème  proposé  sera  complètement  résolu  par  des  constructions 
purement  linéaires. 

Ces  résultats,  qui  sont  exactement  conformes  à ceux  obtenus  par  MM.  Ger- 
gonne , Servois  et  Rocliat  aux  endroits  dtés  des  Annales  de  Mathématiques ^ 
peuvent  ésidemment  s’énoncer  ainsi  ; 

a Ayant  déterminé  (Fig.  91)  les  pôles  respectifs  p,  p',  p"  des  côtés  du  triangle 
» donné  ADC,  par  rapport  è la  section  conique , on  joindra  chacun  de  ces 
» pôles , par  une  droite , avec  le  sommet  opposé  au  côté  d’où  il  provient  ; 
» cette  droite  ira  déterminer  sur  ce  côté  un  point,  ce  qui  donnera  en  tout 
» trois  points  pareils  A',  B*,  C':  or  ces  trois  points  étant  joints,  deux  à deux, 
» par  de  nouvelles  droites , donneront  lieu  à im  triangle  A?ifÇS  inscrit  au 
» proposé,  dont  les  côtés  détermineront,  par  leurs  intersections  avec  la  courbe, 
» les  six  points  de  contact  apprtenans  aint  deux  triangles  .i  la  fois  circonscriu 
» à cette  courbe  et  in.scrits  au  proposé,  s 
n est  évident  que  ces  relations  font  partie  de  celles  qui  appartiennent  au 
système  de  trois  points,  pris  k voltmté  sur  le  plan  d'une  section  conique,  et 
aux  polaires  de  ces  trois  points  ; reiatioos  qui  ont  étô  exposées , pour  la  plupart , 

aux  art.  419  et  434.  ^ 

45* 
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Cas  où  les  points  donnés  sont  sur  une  même  droite  ^ et  où  les  droites 
données  concourent  en  un  même  point. 

563.  Parmi  le  grand  nombre  de  cas  particuEers  que  peuvent  ofTiir  les  pro* 
blêmes  généraux  des  art.  557  et  56i , il  en  est  deux  qui  paraîtront  tout-à- 
fait  dignes  d'intérét,  soit  par  les  circonstances  qu’ib  présentent,  soit  par  la 
simplicité  de  la  solution  qui  leur  est  relative  ; l'un  et  Pautre  sont  des  consé- 
quences tellement  évidentes  des  principes  établis  art.  5i3,  5a5,  et  5ap  du 
précédent  chapitre,  que  je  crob  pouvoir  me  borner  au  simple  énoncé  des 
résultats. 

ji  une  section  conique  donnée  inscrire  un  polygone , de  tant  de  som- 
mets qiéon  voudra.,  dont  les  côtés  passent  respectivement.,  et  dans  un 
ordre  assigné,  par  aiUant  de  points  donnés , situés  sur  une  mime  ligne 
droite? 

Solut.  Inscrivcc  à volonté , k la  courbe , une  portion  de  polygone , dont  les 
côtés  passent  respectivement  par  les  points  donnés.  Le  nombre  de  ces  points 
pourra  être  pair  ou  impair. 

Le  nombre  des  points  donnés  étant  pair,  si  le  polygone  ne  se  ferme  pas  de  lui- 
même,  le  problème  ne  pourra  être  résolu } et  si , au  contraire , il  se  ferme  de  lui- 
même  , tout  autre  se  fermera  également ,'  et  conséquement  le  problème  sera  sus- 
ceptible d'un  nombre  indéfini  de  solutions , c’est-à-dire  qu’il  sera  indéterminé. 

Le  nombre  des  points  donnés  étant  impair , la  corde  qui  joindra  les  deux 
extrémités  de  la  portion  de  pol3rgone  ira  couper  la  droite  unique , qui  contient 
les  points  donnés , en  un  nouveau  point  dont  la  polaire , par  sou  intersection 
avec  la  courbe , déterminera  deux  points , dont  chacun  pourra  être  pris  pour 
le  dernier  sommet  du  polygone  demandé. 

A une  section  conique  donnée  circonscrire  un  pofygone , de  tant  de 
côtés  qu’on  voudra , dont  les  sommets  s'appuient  respectivement , et  dans 
un  ordre  assigné,  sur  un  égal  nombre  de  droites  données,  concourant 
toutes  en  un  seul  et  môme  point  ? 

Solut.  Circonscrivez  à volonté,  à la  courbe,  une  portion  de  polygone 
dont  les  sommets  s^appuient  respectivement  sur  les  droites  données.  Le  nom- 
bre de  ces  droites  poiura  être  pair  ou  impair. 

I.e  nombre  des  droites  données  étant  pair,  si  les  deux  côtés  extrêmes  de  la 
portion  de  polygone  ne  se  confondent  pas  en  un  seul , le  problème  ne  pourra 
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être  résolu  ■,  et  n , an  contraire , Os  ccôicidcnt  de  manière  à former  un  poly- 
gone fermé , ce  polygone  et  tons  les  autres  qu'on  pourra  construire  sous  les 
mêmes  condidoos  que  celui^ , résoudront  le  problème , qui  aura  ainsi  un 
nombre  indéfim'  de  soludons. 

Le  nombre  des  droites  données  étant  impair,  la  droite  qui  joindra  le  point 
de  concours  des  côtés  extrêmes  de  la  pordon  de  polygone  avec  le  point  de 
concotirs  des  droites  données , coupera  la  section  conique  en  deux  points , dont 
chacun  pourra  être  pris  pour  le  point  de  contact  de  cette  courbe  avec  le  der- 
nier côté  du  polygone  cherché. 

564.  La  solution  du  premier  des  deux  problèmes  qui  précèdent  conduit 
directement  à la  démonstration  de  la  propriété  suivante , qui  mérite  d'être  citée 
en  passant  : 

Si  deux  pofygones , dtm  même  nombre  impair  de  sommets , à la  fois 
inscrits  d une  même  section  conique^  sont  tels  que  leurs  côtés  corres- 
pondons^ pris  deux  à deux^  se  coupent  en  des  points  appartenons  à 
une  même  droite j je  dis  que  les  droites  qui  joindront,  dans  le  même 
ordre , les  sommets  opposés  aux  dÿjerentes  paires  de  côtés  dont  il  s'agit , 
iront  toutes  passer  par  un  point  unique  e^ant  pour  polaire  la  droite 
qui  renferme  les  points  de  concours  ci-dessus  ^ c'estrà-dire , en  d'autres 
termes , que  les  deux  poljgones  auront  (298)  ce  pôle  et  cette  droite  pour 
CEWTHE  et  ÂXE  D'HOMOEOGIE. 

Considérons  le  cas  particulier  de  deux  triangles  inscrits  AfiC,  A'B'C  (Fig.  101) 
dont  les  côtés correspondans concourent,  deux  à deux,  aux  trois  points 
situés  en  ligne  droite  ; la  démonstration  s’appliqtiera , de  la  même  manière , 
i des  polygones  quelconqties  inscrits,  de  même  ordre,  et  d’un  nombre  im- 
pair de  côtés. 

Pidsqtie  les  points  de  concours  p,  jé,  pê  sont  situés  eu  ligne  droite  et  ap- 
partiennent à la  fois  aux  côtés  de  l'un  et  de  fautre  triangle  inscrit , on  peut 
regarder  eai  deux  triangles  comme  les  deux  solutions  du  problème  cité , ap- 
pliquées à ces  trois  points  5 or  il  suit  de  là  que  deux  sommets,  tels  que  ceux  B et 
B*  qui  sont  oppoaéa  à des  côtés  AC  et  A'C'  concourant  vers  un  meme  pomt 
donné  pê,  doivent  appartenir  à une  droite  BB',  dont  le  pôle  est  sur  la  droite 
qui  renferme  les  points p,  5 donc  (196)  cette  droite  passe  réciproquement 
par  le  point  P qui  est  le  pôle  de  pp';  et,  comme  il  en  est  de  même  de 
chacune  des  deux  antres  AA',  CC,  on  voit  que  tontes  ces  droites  doivent  se 
couper  en  un  même  po'mtj  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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Qii.int.  au  cas  où  les  côlés  des  deux  polygones  seraient  en  nombre  pair, 
ou  voit  que  le  ntênie  nusonnemeiit  ne  serait  plus  applicable  , pumju'il  |>ourrait 
exister  alors  une  iulinilé  de^  poljrgones  inscrits  dont  les  côtés  iraient  (5i3) 
respectivement  concourir  aux  mêmes  points  que  ceux  des  deux  premiers.  Le  ' 
contraire  a évidemment  üéu  pour  U proposition  réciproque  de  celle  qui  pré- 
cède^ car  il  résulte  de  la  théorie  des  pôles^i94),  ou  de  celles  des  centres  et 
axes  d'homologie  (396),  que , si  les  sommets  res])ccti&  de  deux  polygones  ins^ 
criu  quelconques  ap|tartiennent,  deux  & deux,  à des  droites  qui  passent  par  un 
même  point  P,  les  côtés  homologues  doivent  aussi  concourir,  daiu  le  même 
ordie,  sur  la  |K>laire  de  ce  point.  '> 

An  surplus  les  considérations  qui  précèdent,  ou  leurs  analogues  déduites  du 
second  desproblèmq  ci-dessiu,  conduiraient  è des  propriétés  exactement  sem- 
blables pour  les  polygones,  d'un  nombre  impair  de  côtés,  circonscrits  aux 
sections  coniques  : c'est-à-dire  que  deux  tels  polygones  sont  nécessairement 
homologiqnes , dès  l'instant  où  les  droites  qui  joignent  leurs  sommets  homo- 
logues concoureut  en  un  même  |>oint.  '' 

Jnscrifflion^  à une  section  conique  donnée , d’un  poljgone  qui  soit  en 
même  temps  circonscrit  à une  autre. 

565.  Nous  allons  terminer  ces  applications  par  l'examen  de  la  question 
suivante , qm  présente  des  circonstaqces  non  moins  dignes  de  remarque  que 
celles  auxquelles' nous  avons  clé  conduits  d-deisus  (563);' 

Deux  sections  coniques  étant  données  sur  un  même  plan , inscrire  à 
l’une  d'elles  un  polygone  de  tant  de  côtés  qu’on  ‘voudra,  qui  soit  en 
même  temps  circonscrit  à l’autre  F 

SoUit.  iuscrivea  à volonté , à la  première  des  deux  courbes , une  portion 
de  polygone  dont  les  côtés , en  nombre  égal  à celui  des  côtés  du  polygone 
demandé , soient  tous  taugens  à la  seconde.  Si  cette  portion  de  polygone  ne 
se  ferme  pas  d'ellc-mênie  sur  la  combe  à laquelle  elle  est  inscrite,  c'est-à- 
dire  si  ses  sommets  extrêmes  ne  sc  confondent  pas  en  un  seul  et  même  point, 
le  problème  ne  |iourra  être  résolu  en  aucune  manière)  et  si,  au  conü'aire, 
cette  portion  de  jmlygone  sc  fei  me  d'elle-mème , toute  autre , qu'on  essaierait 
de  consU-uirc  d'après  les  mêmes  conditions,  se  fermera  également)  et  con- 
séquenuuent  le  problème  sera  susceptible  d’un  nombre  indéfini  de  sointions, 
c’est-à-dire  qu'il  sera  indéterminé.  > 
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Pour  ic  prouver^  contiderom  d'abord  le  ca«  particulier  du  triangle , et  sup- 
posons qu'ajant  essayé  d'inscrire , Il  volonté  ^ à une  section  conique  une  telle 
figure , dont  les  côtés  touchent  une  entre  sectioa  conique  quelconque , il  se 
trouve  qne  les  conditions  duptoblème  soient  remplies  : ADCXi^<  son)  étant 
ce  triangle,  et  A',  C'  les  points  de  contact,  avec  l’une  des  denx  tourbes, 
des  côtés  respectivement  opposés  aux  sommets  A , B , je  dis  que,  si  l'on  vient 
ensuite  h làire  varier  l’angle  BAC  de  façon  ipi’il  soie  constanunent  dreonsent 
à cette  couibe  et  inscrit  it  l'autre , le  côté  fiC , <pii  sous-tend  l’angle  BAC  d.nin 
celle-ci , dciitenrera  lui-méme  perpétucllcmcut  tangent  à la  première. 

En  effet,  s'H.n’en  était  pas  ainsi,  le  côté  BC  cnvclo|q>eniit , dans  scs  di- 
verses positions , ime  troisième  section  conique  distincte  des  aiiti-es  (533  et 
534))  T''  mêmes  sécantes  communes  qu'dles  ou  mêmes  points  d'in- 

tersection , et  dont  le  point  de  contact  avec  BC  serait  placé , à chaque  instant 
(53t  et  535),  sur  la  droite  AA'  qui  joint  le  sommet  A de  l’angle  avec  le 
point  do  croisement , D , des  droites  Blf,  CC'  qui  vont  des  extrémités  de  BC  aux 
pohits  de  contact , B*  et  C',  des  côtés  opposés  de  cet  angle.  Ur , ponr  la  po- 
sition actuelle  du  triangle  ABC,  qu'on  suppose  à la  fois  inscrit  à Tune  des 
courbes  proposées  et  circonscrit  à fautre,  cette  construction  est  précisément 
(i6i)  celle  au  moyen  de  laipicUe  on  obtiendrait  le  point  de  contact  du  côte 
BC  avec  la  courbe  qui  dirige  les  côtés  AB  et  AC  ; donc  cette  courbe  et  celle 
qu'enveloppe , par  bypotbèse , le  côté  BC  dans  le  mouvement  de  l'angle  A , 
se  toucheraient  au  point  A',  ou  auraient  deux  points  confondus  en.  un  seul 
avec  cdiû-lù;  ce  qui  est  visiblement  absurde,  à moins  quelles  ue  se  con- 
Ibndent  en  une  seule  et  même  courbe. 

Eu  effet,  les  deux  points  dom  il  s'agit  devant,  en  même  temps,  appar- 
tenir (533  et  534)  " troisième  courbe  qui  dirige  le  sommet  A de  l'angle 
que  l'on  considère,  les  deux  sections  coniques  proposées  auraient,  contre 
l'hypotbèsc  , un  élément  commun , et  ne  seraient  pas  quelconques.  Bien  phs, 
en  supposant  même  que  cette  circonstance  particulière  eût  beu  pour  les  courbes 
proposées,  on  voit  que  le  côté  BC  devrait  être  nul,  ce  qui  exigerait,  con- 
Imircment  encore  à i’bypotlièse,  que  le  triangle  dont  on  s'occupe  en  parti- 
ctilier  s'évanouit  ou  qu'il  cesmt  d'exister. 

Ainsi  donc , que  les  section»  conûjues  proposées  s’entrecoupent  ou  se  tou- 
chent , s'il  arrive  qu’on  puisse  inscrire , à l’une  d’elles , un  n iongle  qui  soit  en 
même  lcm|)S  circonscrit  à la  seconde , d eu  existera , par  là  même , une  in- 
fioité  d'autres  qni  jouiront  tous  de  la  même  propriété. 


36o  PR0PRIÉTl?3  PROJECTim. 

566.  Considérons  maintfnant  un  quadrilatère  AfiCD  (Fig.  io3),  & la  fois 
inscrit  à une  section  conique  et  circoDscrit  à une  autre  dont  A',  B',  C',  IP 
soient  les  points  de  contact  avec  les  c6tés  respectUs  AB,  BC,  CD,  DA  de  ce 
quadrilatère.  Supposons  que  Ton  fasse  varier  la  portion  de  quadrilatère  CBAD, 
composée  des  trois  côtés  CB,  B.\,AD,  en  Fassujettissant  i demeurer  toujours 
inscrite  c*t  circonscrite  aux  deux  courbes  proposées  ; le  dernier  côté  CD , de- 
venu ainsi  libre,  enveloppera,  en  général,  une  nouvelle  section  conique  pas- 
sant par  les  points  d'intersection  commune  des  deux  autres  (534)  ^ or  je  dis 
que  cette  nouvelle  section  conique  se  confondra  nécessairement  avec  celle 
des  proposées  sur  laquelle  roulent  déjà  les  autres  côtés  du  quadrilatère. 

Pour  le  prouver,  il  suflit  évidemment,  comme  ci-dessus,  de  montrer  que 
C'  est  le  point  de  contact  du  côté  CD  avec  la  nouvelle  courbe.  A cet  efTet,'|e 
trace  d'abord  la  diagonale  AC  du  quadrilatère , forfaiant  avec  les  côtés  AB,  BC 
le  triangle  ABC , et  j'observe  que , dans  le  mouvement  général  de  la  figure , 
cette  droite  enveloppera  une  quatrième  section  conique  (534),  dont  le  point  de 
contact  K avec  AC  s'obtiendra , à chaque  instant , comme  il  a déjà  été  ett- 
pliqué  ct-dc$siu , en  traçant  les  droites  CA' , AB'  qui  vont  des  extrémités  de 
la  diagonale  aux  jioiuts  de  contact  des  côtés  opposés  AB  et  BC , puis  menant, 
par  le  pomt  de  croisement  U de  ces  droites  et  par  le  sommet  opposé  B,  la 
droite  Bil , qui  coupera  AC  an  point  K dont  il  s’agit. 

Pareillement , les  côtés  de  Fangle  inscrit  CAD  demetu^t  constamment  tan- 
gens  à deux  sections  coniques  qui  out  mêmes  sécantes  communes  avec  les 
proposées,  et  dont  K et  D*  sont  les  points  de  contact  avec  les  côtés  de  cet 
angle,  on  obtiendra,  à chaque  instant,  par  une  construction  semblable  (53 1) 
et  qu'on  trouve  indiquée  sur  la  figtu-c , le  point  de  contact  C'  du  côté  libre 
CD  du  quadrilatère , qui  sous-tend  l'angle  CAD  dont  il  s'agit.  Mais  il  est  aisé 
de  se  convaincre,  par  des  considérations  analogues  à celles  employées  dans 
le  chapit.  II  de  la  seconde  section  (i85),  que  les  constructions  qui  pré- 
cèdent, [)our  trouver  le  point  de  contact  du  côté  CD  avec  la  courbe  qu’il 
est  censé  envelopper  quand  il  devient  libre , sont  précisément  celles  par  les- 
quelles on  pourrait  aussi  obtenir  le  point  de  contact  de  ce  même  côté , avec 
la  section  conique  propoK'e , pour  la  position  actuelle  du  quadrilatère  où  il 
est  circonscrit  entièrement  à cette  section  conique  ; donc  nos  deux  prétendues 
courbes  distinctes  se  touchent  nécessairement  au  |)oint  commun  C dont  il  s'agit  ; 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu , par  les  raisons  déjà  déduites  ci-dessus  (565) , sans 
qu'elles  se  confondent  en  une  seiJe  et  même  courbe,  et  sans  que  par 
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coDst-quent  le  quadrilatère  ABCD  demeure  pcrpétucUemeut  circonscrit  à la 
proposée. 

Il  ne  serait  pas  difficile  d'étendre  cette  démonstration  à un  polygone  d’un 
plus  grand  nombre  de  côtés  ; mais  on  remarquera , en  général , qu’en  ren- 
dant libre  l'un  des  côtés  de  ce  polygone , et  le  faisant  mouvoir  de  iàçon  que 
tous  les  autres  demeurent , comme  auparavant , à la  ibis  inscrits  et  circons- 
crits aux  sections  coniques  proposées,  ce  côté  s'appliquera  nécessairement, 
dans  certaines  positions  du  polygone , sur  les  dilTérens  côtés  de.  celui  duquel 
on  est  parti , et  qu’on  suppose  exactement  mserit  et  circonscrit  aux  deux  pre- 
mières \ donc  la  conique  distincte , qu’il  est  censé  envelopper  dans  son  mou- 
vement , aurait  autant  de  tangentes  communes  avec  l’une  des  proposées  qu’il 
y a de  côtés  dans  le  polygone  ; ce  qui  ne  saurait  être  sans  qu'elles  se  con- 
fondent en  ime  seule  et  même  courbe  (209) , puisqu’ict  le  nombre  des  côtés 
est  plus  grand  que  quatre.  Concluons  donc  que, 

« Quand  un  polygone  quelconque  est  à la  fois  inscrit  à une  section  conique 

> et  circonscrit  à une  autre , il  en  existe  une  infinité  de  semblables  qui  jouis- 
* sent  de  la  même  propriété  à l’égard  des  deux  courbes  ; ou  plutôt  tous  ceux 

> qu’on  essaierait  de  décrire , à volonté , d’après  ces  conditions , se  ferme- 
» raient  d’eux-mêmes  sur  ces  courbes. 

« Et  réciproquement , s'il  arrive  qu’en  essayant  d’inscrire  à volonté , ê une 
» section  conique , un  polygone  dont  les  côtés  en  touchent  une  autre , ce  po- 

> lygone  ne  se  ferme  pas  de  lui-même , il  ne  saurait  nécessairement  y en  avoir 

> d'autres  qui  jouissent  de  cette  propriété.  > 

567.  Toutefois,  on  ne  doit  pas  conclure  de  Ui  qu’en  joignant,  par  une 
droite , les  deux  extrémités  d’une  portion  de  polygone  quelconque , entière- 
ment inscrite  à Pune  des  courbes  proposées  et  circonscrite  à l'autre , et  qu’en 
fusant  mouvoir  le  polygone  formé  d'après  ces  conditions , le  côté  libre  dont 
il  s’agit  ne  puisse  jamais  devenir  tangent  à la  section  conique  qu’envelop- 
pent les  autres  côtés  \ le  contraire  a évidemment  lieu , puisque  ce  côté  roule 
sur  une  troenèrae  section  conique  distincte  des  deux  proposées , et  qui  doit 
avoir , en  général , des  tangentes  communes  avec  chacune  d’elles.  Mais  il  est 
facile  de  voir  aussi  que , pour  ces  positions  partTculières  du  polygone , il  doit 
nécessairement  changer  de  forme  et  se  réduire  à un  plus  petit  nombre  de 
côtés. 

Supposons , par  cxem|>le , que , les  courbes  proposées  étant  entièrement  ex- 
térieures Pune  à Pautre , et  le  polygone  dont  il  s’agit  ayant  un  nombre  impair 
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(1c  sommets , on  considère  celles  des  positions  de  ce  polygone  pour  lesquelles 
l'un  quelconque  des  côtes,  adjacents  au  sommet  opposé  au  côté  Ebre,  soit 
nul  ou  tangent  à la  fols  aux  deux  courbes  proposées;  il  arrivera  (*)  évidem-> 
ment  que  les  côtés , <pii  occupent , de  part  et  d’antre , le  même  rang  i compter 
de  celui-là , se  confondront  deux  à deux  en  un  seul , et  partant  que  le  côté  libre 
SC  confondra  aussi  avec  l’un  de  ses  adjacens , et  sera  par  conséepient  tangent 
à la  section  conique  que  touchent  les  autres  côtés;  or  on  voit  qu’alors  même 
le  polygone  aura  changé  de  forme , et  se  sera  réduit  véritablement  à one  por- 
tion ouverte  de  polygone  d'un  nombre  moindre  de  côtés  qui  (Pailleurs 
aura  lieu  évidemment  pour  quatre  positions  distincte»  du  polygone  variable 
(juc  Ton  considère. 

Propriétés  des  poljrgones  à la  fois  inscrits  à wie  section  conique  et 
circonscrits  à une  autre. 

568.  Nous  pouvons  tirer  de  tout  ce  (pii  précède  quclepies  conséquences 
fatales  et  rcmartpiables. 

Soit  ABCD  (Fig.  io3)  im  (piadrilatère  à la  fois  inscrit  à une  section  couitpic 
et  (ârcouscrit  à une  autre  ; nous  venons  de  voir  cpi'il  peut  en  exister  une  in- 
fmité  de  semblables  jouissant  de  cette  propriété , ou  plutôt  (pie  tous  ceux  (pt'on 
essaierait  de  construire  d'après  les  mêmes  conditions,  se  fermeraient  naturel- 
lement autour  de  deux  courbes , et  seraient  par  conséquent  à b fob  inscrits  et 
circonscrits  à ces  courbes;  or  on  remarquera  <pie,  dans  cette  infmité  de  po- 
sitions du  quadribtère  ABCD , les  diagonales  AC  et  BD , qu’on  peut  regarder 
comme  les  cordes  cpii  sous-tendent  chaaine  des  paires  d’angles  respective- 
ment op|x>sés,  on  reraaïquera , dis-je,  <pic  ces  diagonales  enveloppent  toutes 
une  seule  et  même  section  coni(pie  (533) , appartenante  ait  mouvement  d’mi 
angle  générateur  imiipie , à la  Ibis  inscrit  à l’une  des  courbes  et  circonscril  à 
l'autre.  D’ailleurs  chacpie  diagonale  AC  répond  à la  fuis  à deux  positions 
distinctes  ABC,  ADC  de  l’angle  générateur  dont  il  s'agit;  donc  la  courbe  uni- 
(pie  qu’enveloppent  ces  diagonales  est  iuliniment  petite  (53a) , ou  se  confond 
avec  le  poiut  K de  leur  intersection  commune , leipiel  demeure  ainsi  invaria- 
ble de  position  dunmt  le  raouvinnrut  du  qiiadribtèie. 

(*)  On  te  rmdra  aisément  ccnnpte  do  tout  ceei  k l'aide  d’une  figure,  et  en  te  rappelant 
que  nous  prenant,  comme  par-tout  dans  cet  cuvrage,  le  mot  polygone  dans  son  acception 
îa  plut  générale  i enyea  jwig.  3. 
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On  peut  encore  démontrer  les  mêmes  choses , d'une  manière  entièrement 
directe  et  générale , en  obscr^'ant  que  le  point  de  contact  K de  la  diagonale 
AC  avec  la  section  conique  qu’elle  enveloppe,  jwiiit  qui  a déjà  été  cons- 
truit ci-dessus  (S66) , est  précisément  celui  de  son  intersection  avec  la  seconde 
diagonale  DD  du  quadrilatère  (*).  Car  le  point  K étant , par  La  même  raison , le 
|)oint  de  contact  de  la  diagonale  DD  avec  la  section  conique  qu'elle  enveloppe 
dans  son  raonvement , et,  d’après  ce  qui  a ét^  dit  plus  haut , cette  section  coni- 
que se  confondant  avec  celle  qui  appartient  à la  diagonale  AC , il  faut  nécessai- 
rement que  cett^  section  conique  se  réduise  à un  point'imique.  Donc  enfin , 

Si  lui  quadrilatère  simple  quelconque  est  en  même  temps  inscrit  à une 
section  conique  et  circonscrit  à une  autre  ^ tous  les  quadrilatères  sem- 
blables auront  même  point  de  croisement  des  diagonales , et  ce  point  sera 
(53a)  im  des  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes  aux 
deux  courbes.  * 

56g.  Des  considérations  particulières,  et  d’un  autre  genre  que  celles  qui  pré- 
cèdent, nous  ont  déjà  conduits  à ce  théorème  (4^7).  En  le  démontrant,  nous 
avons  aussi  remarqué  que  1e  point  d'mterscctiou  unique  des  diagonales , qui 
est  en  même  temps  (i86)  le  point  de  croisement  des  cordes  de  contact  ap- 
partenantes aux  côtés  rcs|>ectivcment  opposés  du  quadrilatère , a même  po- 
laire par  rapport  aux  deux  courbes  ^ en  sorte  que  c’est  un  (363)  des  points  de 
concours  des  trois  systèmes  de  sécantes  conjuguées  communes  qui  leur  corres- 
pondent, tandis  que  cette  polaire  elle-même  est  précisément  la  droite  qui 
reni'erme  les  deux  autres  de  ces  points. 

Ainsi,  quand  deux  sections  coniques,  tracées  siu*  un  même  plan,  seront 
telles  qu’un  quadrilatère  soit  à la  fois  inscriptible  à l'ime  et  circonscriptible  à 
fautre , on  pourra , par  des  constructions  parement  linéaires , obtenir  direc- 
tement l’im  des  points  de  concours  de  leurs  sécantes  conjuguées  communes , 
et , par  suite , ces  sécantes  elles-mêmes  quand  elles  existeront  (373  et  379).  C’est 
une  nouvelle  circoiutance  à ajouter  à toutes  celles  qui  ont  déjà  etc  signalées , 
soit  dans  la  précédente  section , soit  dans  le  premier  chapitre  de  celle  qui  nous 
occupe,  ponr  lesquelles  les  sécantes  et  tangentes  communes  au  système  de 
deux  sections  coniipcs , données  sur  un  plan , peuvent  s’obtenir  directement 
par  dc's  constructions  du  second  degré,  et  qui  n’exigent  que  Pcmploi  de  la 
règle  et  du  comp.as. 


(*)  C*est  CO  ftoot  on  »*atsumTa  usément  à i'nidn  <io»  considérations  employées  art.  |85. 
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570.  Soit  maintenant  ABCDEF  (Fig.  io4)  un  hexagone  quelconque  i la  fois 
inscrit  à une  section  conique  et  circonscrit  à une  autre  ; supposons  que  Ton 
trace  les  diagonales  qui  joignent  ses  sommets  respectivement  opposés  ; d'ahord 
elles  se  croiseront  toutes , comme  Ton  sait  (ao8) , en  un  seul  et  même  point 
K ; or  le  raisonnement  general  de  Fart.  568  peut , de  nouveau , servir  i prou- 
ver que  la  courbe  unique  ~^WveloppQnt  ces  diagonales , dans  le  mouvement 
jrossible  (566)  du  polygone  autour  des  deux  courbes , doit  nécessairement  être 
iofiniment  petite  ou  sc  réduire  à un  point , qui  est  évidemment  encore  ici  le 
point  de  croisement  K de  ces  diagonales. 

D'ailleurs , la  portion  de  quadrilatère  ABCD , par  exemple , composée  de  trois 
cûtcsi.conscculiis  quelconques  de  Fhexagone  proposé,  s'appliquant  successive- 
ment , dans  les  diverses  positions  du  système , sur  les  cinq  portions  semblables 
déterminées  par  les  autres  di^onales  de  cet  hexagone , on  vok  ^ si  'priori,  que 
la  section  conique  unique  ^34),  enveloppée  par  la  diagonale  AD  on  le  côté 
libre  du  quadrilatère , desTa  toucher  è 1a  fois  et  doublement  cette  diagonale  et 
cliacuue  des  deux  autres  j ce  qui  ne  peut  être  évidemment  à moins  que  cette 
section  conique  ne  soit  hiBniment  petite , et  ne  se  confonde  avec  le  point  K. 

La  même  démonstration 's'appliquant,  mot  à mot,  à un  polygone  quel- 
conque, d'un  nombre  pair  de  sommets,  qui  serait  à la  fois  inscrit  à une  section 
conique  et  circonscrit  à une  autre,  on  peut  conclure  le  théorème  général 
qui  suit  ; 

Un  polygone  quelconque , <f  un  nombre  pair  de  sommets , étant  inscrit 
à la  fois  à une  section  conique  et  circonscrit  à une  autre,  1°.  toutes  les 
diagonales  qui  joignent  les  sommets  respectivement  opposés  de  ce  poly- 
gone se  croiseront  en  un  seul  et  même  point;  2“.  ce  point  demeurera 
invariable  de  position,  quand  on  'viendra  à faire  mouvoir  le  polygone, 
entre  les  deux  courbes , d après  les  conditions  primitives  (56(^,'  3".  ce  point 
sera  (53a)  l’un  des  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes 
à ces  courbes. 

5q  1 . Supposons , en  outre , qu’on  forme  le  nouveau  polygone  AH'CDT/P, 
dont  les  sommets  sont  précist'ment  les  points  de  contact  des  côtés  du  pre- 
mier ABCDEF  ; 'il  résultera,  de  la  diéoric  des  polaires  réciproques  (a3o),  qu’il 
sera  en  même  temps  drconscriptihlc  à une  troisième  section  conique , et  que 
par  conséquent  il  sc  trouvera  absolument  dans  la  même  situation  que  l’autre 
à l’égard  des  courbes  resjrcctives  auxquelles  il  appartient.  Donc  les  diagonales 
•qui  joignit  ses  sommets  opposi's,  et  qui  sont  en  même  temps  les  cordes 
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de  contact  des  cAiés  opposés  du  premier,  se  croiseront  également  en  un  même 
|x>int.  Or  je  dis  que  ce  point  se  confondra  prccisémeut  avec  le  point  K où 
se  croisent  déjà  toutes  les  diagonales  des  sommets  opposés  du  polygone  ARCDEF. 

Pour  le  prouver,  conriderons  deux  côtés  contigus  quelconques , AD  cl  BC , 
de  ce  dernier  polygone , ainâ  que  les  côtés  DE  et  EF  qui  leur  sont  respecti- 
vement opposés,  et  supposons  qu’on  prolonge , jusqu’à  leurs  intersections  en  U 
et  G , ceux  qui  ne  sont  pas  opposés  ; on  formera  le  quadrilatère  DGEll , cir- 
conscrit à l’une  des  sections  coniques  proposées,  dans  lequel  (i8^  les  diago- 
nales BE , GIl  et  les  cordes  de  contact  B'E',  A'D',  q\ii  appartiennent  aux  côtés 
respectivement  opposés,  devront  se  croiser  en  un  même  point.  .Ainsi  chaque 
diagonale  BE,  joignant  deux  sommets  opposés  du  polygone  ABCDEF,  passe 
par  le. point  d'intersection  des  cordes  de  contact  A'D',  B'E'  relatives  aux  côtés, 
adjacens  à ces  sommets , qui  sont  opposés  ^ c'est-à-dire  que  chaque  diagonale  BE 
passe  par  le  point  commun  à toutes  les  cordes  de  contact  des  côtés  opposés 
du  ]>olygone  dont  il  s'agit  ^ donc  enfui  ce  point  est  aussi  celui  où  concourent 
toutes  les  diagonales  de  ce  polj'gonc , comme  il  s'agissait  de  le  démontrer. 

Concluons  aussi,  d’après  la  théorie  des  pôles  et  polaires  (186  et  19.O , que 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  polygone  ABCDEF,  ainsi  que  ceux 
du  polygone  polaire  A'B'C'D'E'F'  sont  tous  rangés  siu-  une  même  droite , ayant 
le  point  K pour  pôle,  tant  dans  lessccüons  coniques  proposées,  que  dans  celle 
qui  est  inscrite  au  dernier  de  ces  polygones. 

572.  Maintenant  soit  formé  le  nouveau  polygone  polaire  A"B"C"D"E"r'  qui 
a pour  côtés  les  tangentes  aux  sommets  du  premier  ABCDEF , il  sera  évidem- 
ment (a3o),  à son  tour,  inscriplihie  à une  quatrième  section  conique  j donc 
il  devra  encore  jouir  de  toutes  les  propriétés  qui  précèdent,  à rég.ard  de 
cette  nouvelle  section  conique  et  de  celle  des  proposées  à laquelle  il  est  cii^ 
conscrit.  On  voit  qu’en  continuant  de  traiter  ainsi,  soit  le  dentier  |>olygonc 
"exlérieur  A''B"C"1)"E"P',  soit  le  dernier  polygone  intérieur  .A'B'C'D'E'F,  il  en 
résulter*  une  suite  de  sections  coniques  et  de  polygones  jouissant , à l’ég.ird  de 
ceux  qui  les  précèdent  et  les  suivent  immédiatement,  de  propriétés  analogncs 
à celles  qui  viennent  de  nous  occuper.  Un  voit,  de  plus,  que  le  point  K, 
commun  à toiu  les  polygones,  aura  même  polaire  dans  toutes  les  courhetav 
Enliu  le  point  K dont  il  s’agit  est  évidemment  (363  et  53a) , pour  toutes 
les  sections  coniques  à la  fois , un  point  de  concours  de  sécantes  conjuguiics 
communes.  Or  on  peut  observer  que  , quand  ces  courbes  ont  même  centre , 
ce  centre  se  confond  néccsiairemcnt  avec  le  pomt  dont  il  s'agit , puisque  les 
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deux  .nutres  points  de  concours  de  sécantes  conjuguées  communes  sont  à 
riurmi.  De  là  résullcrait  donc  beaucoup  de  conséquences  relatives  aux  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à la  fois  au  système  de  deux  sections  coniques 
concennnques j mais,  sans  nous  anèter  sur  ces  conséquences,  nous  allons 
terniiuer  par  quelques  réflexions  générales  tpii  ne  seront  pas  dénuées  de  tout 
intérêt. 

Réflexions  générales  sur  ce  qui  précède. 

5“3.  D'après  ce  qui  précède  et  d'après  tout  ce  qui  a déjà  été  dit  au  chap.  II 
de  la  III'.  section,  on  a dù  voir  que  les  points  de  concours  des  sécantes  con- 
juguées communes  aux  sections  coniques  jouissent  de  propriétés  non  moins 
singulières  que  les  points  de  concouis  des  tangentes  communes  ou  centres  d'ho- 
mologie qui  leur  appartiennent , et  l'on  aura  même  pu  remarquer  que  ces 
propriétés  ont  entre  elles  une  sorte  d'analogie.  Et  en  clPet,  relativement  aux 
arcs  opposés  de  chaame  des  deux  courbes , ce  |>oint  est  un  centre  d'homo- 
logie (a48  et  a<)6)  dont  la  polaire,  commune  à ces  courbes,  est  l’axe  d’homo- 
logie ou  l'axe  de  concours  unique  des  droites  homologues.  Seulement , de  l’une 
à l'autre  courbe , les  points  homologues  ne  sont  plus  nécessairement  rangés  sur 
les  mêmes  raypns. 

<}uant  à ce  qui  concerne  proprement  les  figtires  à la  fois  inscrites  et  cir- 
conscrites aux  deux  courbes,  on  voit  que  leurs  propriétés  doivent  vem'r  sc 
fondre , pour  ainsi  dire , dans  celles  des  ligures  pareilles  relatives  aux  cercles 
concentriques,  puisque  le  centre  commun  de  ceux-ci  est  nécessairement  à la 
fois  un  point  de  concours  de  tangentes  et  de  sécantes  conjuguées  communes. 
D'ailleurs , si  l'on  siqtposc  que  les  sections  coniques  proposées  aient  un  double 
contact,  soit  réel,  soit  idéal,  le  point  que  l'on  considère  devient  en  même 
temps  un  centre  d’homologie,  et  il  jouit  alors  (i38)  de  toutes  les  propriétés 
projectives  qui  appartiennent  au  centre  commun  de  deux  cercles  concentri- 
ques. 

Ainsi  toutes  les  propriétés  de  cette  espèce , relatives  aux  polygones  réguliers 
à la  fols  inscrits  et  circonscrits  à un  système  de  cercles  pareils,  subsistent  éga- 
lement pour  les  polygones,  d'un  nombre  de  sommets  d'ailleurs  quelconque 
et  non  plus  simplement  pair , qui  seraient  en  même  temps  inscrits  et  circons- 
crits à deux  sections  coniques  ayant  un  double  contact.  La  seule  dilTérence 
cousLstc  en  ce  que , dans  le  premier  cas , la  sécante  de  contact  ou  polaire  du 
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point  «pie  l’on  considère  est  à l’infmi,  et  qu’in,  au  contraire,  cette  meW 
droite  est  i disUncc  donnée;  ce  qui  Ikit  que  les  côtes  opposés  des  polycones 
convergent  réellement  sur  elle  au  lieu  d’êu-e  simplement  parallèles,  et  nue  les 
rapporud’egalité  et  de  proportionnaliu;  sont  remplacés  par  les  rapports  beau- 
coup plus  generaux  qui  nous  ont  occupés  dans  les  cLap,  I et  11  de  la  secoiule 
secüon  : de  telle  sorte , par  exemple , que  la  division  en  parties  égales  se  trouve 
remplacée  jwr  la  divîsioii  hanuouique , etc. 

a>ttc  dillérence  disiiarait  cnüèremcnt  quand  la  polaire  dont  U l’agit  paie 
a I mlim  et  que  les  sections  cotiicpies  sont  pr  consc^qÙeut  (9a)  concentriques, 
semblable»  et  sembkblement  placées  ; alors  les  polygones  inscrits  et  cir«nj 
ents  a la  fois  aux  deux  courbes  deviennent  des  espèces  de  polygones  paral- 
lelograminiques,  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles  et  sont  divisé» 
egalement  an  point  de  contact  qui  leur  appartient  respccüvement.  Dans  la 
tnéme  hj-pothese , les  angles  opposés  sont  évidemment  aussi  égaux , mais  c’est 
la  seule  relation  de  cette  nature  qui  leur  soit  commune  avec  les  polygones 
reguLen,  siBccptibles,  de  leur  nature,  d'être  inscrits  et  circonscrits L'même 
temps  a deux  cercles -concentriques. 

appartiennent  essentiellement,  comme  nous-favons 
%u  (Il  . chap.de  celte  section),  aux  polygones  à la  fois  inscrits  et  circonscrits 
a deux  secüons  couine*  qui  ont  un  kyer  commun,  %er  qui  est  aussi 
IKiur  elles  un  centre  d homologie,  ou  point  de  coiicouw  de  tangentes  coni- 
numes;  et  si,  de  plus,  U arrive  que  les  deux  courbes  aient  en  même  temps 
un  double  contact,  c’est-à-dire  (456)  même  jmiaire  focale,  ces  polvgonel 
sans  avoir  leurs  cotes  opposés  juiralléles  comme  dans  le  cas  où  coiJ 

l“TX?  "T  P'“*  analogie  possible  avec 

les  iKil^goncs  reguliem  msaits  et  circonsaits  en  même  temps  à deux  cercles 

< sous  le  rnpimrt  des  rclaüoiis  d’angle»,  soit  sou»  celui  de  la  simple  direc- 
lon  des  lignes;  cette  analogie  serait,  pour  aùisi  dire,  ,iarfaite,  si  iL  sections 
comités  ^uvaicnt  devenir  en  même  lemp.  concentrique»  sans  se  confondre 
ou  SI  seulement  elles  étaient  à la  fois  des  parabole». 

P“  P'*“  l°i“  ce  rapprochement,  ni  l’exa- 
men des  diflercntes  propriété,  qui  peuvent  appartenir  aux  poK-oiiés  à la  fois 

pXntXrr  Hme  .itre.  Venait 

géornétn'mies  on  n ” ? proi>nelfs  pour  ceux  qui  aiment  les  spéculaüons 

ce  oui  niécède  pt'odmra , peut-êü-e , d’avoir  déjà  trop  insisté , dans 

qtiipiecede,  sur  ces  propnetés,  eu  égard  au  degré  de  mérite  ou  d’utilité 
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qiii  peut  leur  être  propre.  Celles  sur -tout  que  nous  avons  présentées,  au 
commencement  de  ce  cliapitrc , sur  les  polygones  variables  dont  les  sommets 
parcourent  des  directrices  courbes  quelconques,  pourront  paraître,  jusqu'à 
un  certain  point,  oiseuses  aux  personnes  qui  aiment^  arant  tout,  les  résultats 
susceptibles  d’une  application  immédiate  et  journalière.  Mais  nous  ferons 
observer  que,  si  de  pareilles  recherches  ne  semblent  pas,  à cause  de  leur 
généralité , inspirer  autant  d'intérêt  que  celles  qui  ne  concernent  que  les 
lignes  droites  et  les  sections  coniques , lesquelles , à raison  de  l'élégante  sim- 
plicité de  leur  forme  et  de  la  faeüité  de  leur  description , sont  presque  les  seules 
employées  dans  les  arts  qui  se  fondent  sur  le  dessin  linéaire , elles  ont  au 
moins  l’avantage  d’exercer  heureusement  l'imagination,  d’agrandir  le  champ 
de  la  Géométrie , et  de  montrer  la  hauteur  à laquelle  elle  est  parvenue  de 
nos  jours. 

Il  serait  même  à désirer  qu’à  l’exemple  de  nos  voisins,  on  ne  laissât  pas 
autant  (Lins  l’oubli  certains  résultats  des  travaux  géométriques  des  siècles  passés , 
et  qu’on  revînt  un  jicu  sur  les  principes , presque  toujours  Giciles  et  souvent 
ingénieux , à l’aide  desipicls  les  grands  hommes  de  ce  temps-là  y étaient  par^ 
venus  ; car  ce  ne  sont  pas  tant  les  vérités  particulières  (pie  les  méthodes  qu'il 
ne  faut  pas  laisser  périr  : peut  être  aussi  (pie  ceux  qiû  cultivent  l’Analyse  al- 
gébrique, pour  ainsi  dire  exclusivement , acipierraient , par4à  , cette  habitude 
de  pressentir  à l'avance  1(»  résultats  du  calcul , que  possèdent  encore  si  bien 
nos  grands  géomètres  modernes  5 car  on  ne  peut  se  le  dissimuler,  et  Neuwton 
lui-même  l’a  dit  : < La  méthode  de  découvrir  est  presipie  tout  (tntière  dans 
la  Géométrie.  » 
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575.  OUS  n’avioiu  d’abord  eu  rintentioa  que  de  parler  d’une  mitmére  subsi- 
diaire des  propriétés  projectives  de  l’espace,  en  indiquant,  chemin  faisant  et  à 
l’aide  de  quelques  mots,  l’extension  dont  pouvaient  tire  susceptibles  les  divers 
Uiéorcnics  relatifs  aux  figures  planes  qui  nous  ont  occupés  jusqu'à  cette  heure; 
mais,  ayant  réfléchi  que  cette  partie  de  uotre  travail  pourrait  être  celle  qui 
oITrirait  le  plus  d’intérêt  aux  yeux  de  ceux  qui  cultivent  la  Géométrie  descrip- 
tive, nous  avons  cru  devoir  rejeter,  dans  un  article  à part,  tout  ce  qui  concerne 
les  figures  dans  l'espace,  en  nous  bornant  toutefois  aux  considérations-lés  plus 
générales  et  les  plus  dignes  d’être  remarquées.  £n  entrant  dans  de  plus  grands 
développemens,  nous  aurions  fait  de  cette  partie  de  nos  recherches  nii  véritable 
Traité,  qui  nous  eût  fait  excéder  de  beaucoup  les  bornes  dans  lesquelles  nous 
avons  voulu  nous  renfermer.  , 

JDes^ures  homologiçMS  dans  teipaetf  ou  de  la  ptrsptclive  rtlief-,  application 
au  tracé  det  bac-reliefs. 

576.  La  première  question  qui  se  présente  c’est  do  voir  comment  on  pourra 
étendre,  aux  figures  situées  en  général  dans  l’espace , les  considérations  ofiertes, 
art.  397  et  suiv. , sur  les  figures  homologiqnes  considérées  dans  un  même  plan , 
ou,  tout  au  plus,  dans  deux  plans  dilTérens.  Pour  >y  parvenir,  rappelons- nous 
d’abord  le  cas  particuUer  où  les  figures  sont  s.  ets.p.  ; car  puisque,  d’après  la 
définition  que  nous  avons  donnée,  aux  endroits  cités,  de  l’homologic  des  figures 
situées  dans  un  plan,  cette  homologie  n’est  qu’une  sorte  de  similitude,  dans  la- 
quelle les  lignes  homologues,  au  lieu  d'être  parallèles,  concourent  à des  distances 
données  et  finies,  il  nous  sera  très-aisé  de  passer  d’une  manière  analogue,  des 
propriétés  déjà  établies  (341)  pour  les  figures  s.  et  s.  p.  dans  l’espace,  aux  proprié- 
tés qui  doivent  être  relatives  aux  figures  homologiquet  enrgénéral. 

Si  Toq  admet,  pour  dé6nitioa  det  polygones  s.  et  s.  p.  dans  retpace,  que 
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ers  polygones  soient  tels  qne  les  droites  qoi  joignent  les  points  homolognet  con- 
courent en  un  même  point | et  que  les  droites  IsomologuOs  soient  parallèles, 
conditions  évidemment  nécessaires  et  suffisantes  ponr  remplit  cet  objet,  et  ponr 
déterminer  d'espèce  l'un  des  polygones  au  moyen  de  l'autre;  il  faudra  aussi  ad- 
mettre en  premier  lien,  pour  le  cas  de  l'espace  comme  pour  celui  du  plan, 
que,  dans  les  figures  homologiques,  les  points  homologues  doivent  être  rangés  sur 
des  droites  coneoumat  en  un  même  point,  centre  d'bomologie  dos  deux  poly- 
gones V c’est Ji-dire  que  les  figures  homologiques  doivent  être  projections  relief 
(i3)  les  unes  des  autres. 

Reste  à voir  quelle  condition  particulière  on  doit  adopter  pour  fixer  le  lieu  des 
points  de  concours  des  droites  joignant  des  points  homologues,  afin  que  Ion  figures 
qui  en  résultent  aient  la  plus  grande  conformité  do  nature  possible  avec  les  fi- 
gures semblables  de  grandeur  et  de  position;  en  un  mot,  il  s'agit  d’examiner 
quelle  espèce  de  condition  doit  remplacer  celle  du  parallcliame  de  cas  dernières 
figures.  Or  l’une  des  conditions  essentielles  k remplir,  c'est  que  tout  ce  qui  est 
plan  dans  l’une  des  figures  reste  plan  dans  l'autre;  c'est-à-dire  que,  si  l’on  conçoit 
un  plan  quelconque  pour  l’un  dé  nos  polygones,  toute  figure  tracée  dans  ce  plan 
devra  être  représentée,  pour  l’autre  polygone,  par  une  figure  plane  homologique 
ou  perspective  ordinaire  de  la  première  par  rapport  au  centre  de  projection  : de  là , 
en  e8èt,  dérive  immédiatement  la  condKion  demandée,  comme  on  va  le  voir. 

n «m  résulte  d’abord  que  tous  les  points  de  concours  des  lignes  homologues , qui 
appartiennent  à ces  plans  respectifs , sont  sur  une  même  droite  ou  axe  d’homo- 
logie , intersection  commune  de  ces  plans  ; la  snrface  unique  lieu  des  points  de 
concours,  si  elle  existe,  doit  donc  être  telle  que  tout  plan,  mené  arbitrairement 
dans  l’espace,  aille  la  rencontrer  suivant  une  droite;  premier  caractère  qui  n’ap- 
partient qu’aux  surfaces  planes.  Reste  donc  à prouver  que  cette  surface  existe  réel- 
lement, ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  reste  à prouver  que  les  différent  axes  de 
concours  ou  d'homologie  des  plans  homologues  de  nos  deux  polygones  se  coupent 
deux  à deux  en  un  point.  Or  c’est  ce  qui  est  évident  à priori,  d'après  ce  qui  se 
passe  pour  les  plans  homologues  respcclife  auxquels  appartiennent  les  pires  d’axes 
dont  il  s’agit.  Concevons",  en  effet,  deux  plans  quelconques  pour  l’un  de  nos 
polygones , et  les  deux  plans  qui  leur  sont  homologues  pour  l’autre  ; d’après  ce  qui 
précède,  les  différens  points  de  la  droite  d’intersection  des  deux  premiers  auront 
pour  homologues  eeux  de  la  droite , intersection  des  deux  autres  ; ces  droites  ap- 
prtiennent  donc  au  même  plan  projetant;  dune  elles  se  coupent  en  im  point; 
donc  il  en  est  de  même  des  deux  paires  de  plana  homologues  que  l'on  considère 
et  des  deux  axes  de  concours  ou  d’homologie  qui  leur  appartiennent.  Mais  on 
point  de  concours  quelconque  de  deux  droites  homologues  peut  toujours  être 
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ceatc  appirtenir  ■ la  droite  de  concoon  de  deux  plans  homologiies  appartenant  rea- 
pecUvemOnt  à cet  denx  droites  i donc  enfin  tout  lea  pointa  de  concoort  postiblm 
des  droites  bomoloftiet  de  l'une  et  de  l'autre  figure  dctenninées  par  nos  deux 
polygones , doivent  appartenir  à un  seul  et  m^me  plan , qn'on  peut  appeler  le 
plan  d'Aomo/ogae  ou  de  concours  de  ces  figures. 

677.  R^ciproquenienl,  si  l'on  admet,  pour  condition  de  l'homologie  de  deux 
figures  rectilignee  on  polycdrales  situées  dans  l'espace,  cpie  les  points  homo- 
logues sont  rangés  sur  des  droites  dirigées  vers  un  même  centre,  et  que  les  droites 
homologues  concourent,  deux  à denx,  sur  un  plan  uniques  ai  l'on  observe,  en 
outre,  que  toutes  lea  propriétés  de  sitsution  des  figures  a.  et  a.  p.  dans  l'espace  , 
dérivent  uniquement  de  la  définition  admise  ci-dessus  jointe  à la  propriété  (ififi) 
des  triangles  situés  dans  l'espace  on  sur  un  plan,  propriété  qui  est  la  même  soit 
que  la  droite  de  concours  se  trouve  on  non  é l'infini , on  en  conclura  aisément  que 
les  propriétés  purement  descriptives  des  figures  homologiqnes  sont  exactement  con- 
formes à celles  qui  ont  lien  pour  les  figures  s,  et  s.  p. , si  ce  n'est  toutefois  que  les 
lignes  homologues,  an  lieu  d’être  parallèles,  sont  concourantes,  comme  il  résidte 
de  la  définition  même  admise  pour  ces  sortes  de  figures. 

Des  figures  rectilignes  et  polyédralcs,  on  passe  d'ailleurs  immédiatement  anx 
lignes  et  aux  surfaces  courbes  quelconques;  en  aorte  que  les  conséquences  qui 
précèdent  sont  générales  et  s'appliquent  à toutes  les  figures  possibles  décrites  ou 
données  é volonté  dans  l’espace.  Ainsi  les  figures  homologiqnes,  telles  que  nous 
venons  de  les  définir  en  dernier  lieu , et  quelle  que  toit  1a  manière  dont  elles  te 
composent,  ont  entre  elles  des  relations  absolument  analogues  à celles  des  figüres 
bomologiqnes  décrites  sur  un  plan;  c'est-é-dire  qu’elles  sont  encore  des  espèces 
de  perspectives  on  de  projections  les  unes  des  autres,  pour  lesquelles  la  droite  de 
concours  on  l'axe  d'homologie  des  deux  figures  est  remplacé  par  un  plan,  snr 
lequel  viennent  s’entrecouper  également  toutes  les  lignes  et  tontes  les  surfaces 
homologues  de  l'une  et  de  l'autre  figure , et  cpn  est  ainsi  le  lien  des  points  de  l’es- 
pace qui  sont  leurs  propres  homologues  par  rapport  à ces  figures. 

578.  Pour  établir  ces  diverses  conséquences,  il  n'est  pas  plus  nécessaire,  dans 
la  cas  de  l'espace  que  dans  celui  du  plan  (^oo),  de  recourir  anx  propriétés  déjà 
établies  pour  les  figures  s.  et  s.  p.  ; car  ce  qui  précède  montre  assez  (*}  comment 
on  peut  y arriver  directement,  sans  s'appuyer  sur  antre  chose  que  sur  la  pro- 
priété évidente  des  trianglea  bomologiqnes,  et  snr  la  définition  qne  noos  venons 
de  donner  des  figures  homologiqnes  en  général.  Bien  plus,  si  l'on  suppose  que 
le  ]dan  d'homologie  s'écarte  à l’infini  dans  l’espace,  on  retombera,  comme  on 


(*)  Nous  trevisndroos  sar  oc  scjel,  ua  peu  plus  loin  (663),  k l'ooessioa  cto  tracS  éc  la  Sgurc 
loaiologifpie  d'nac  6gnrc  donoSo  dons  respaoo. 
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voit  et  ainû  que  nom  l'avaw  déji  fait  remarquer  (Sot)  ponr  le  eu  dea  6gm«f 
planes  Uomulogiques , sur  tontes  les  propri^t^  des  (ijfpires  s.  et  a.  p. , qui  ne  con- 
cernent qne  la  direction  indéfinie  des  lignn  et  non  leur  mesure  | lesquelles  peu- 
vent ainsi  être  établies  indépendamment  de  toute  relation  métrique,  ou  tans 
reconrir  au  principe  de  la  proportionnalité  des  lignes  homologues. 

11  serait  d'ailleurs  inutile  d'insister  sur  ce  rapprochement  entre  les  figures 
homologiqiies  et  les  figures  s.  et  t.  p.  dans  l'espace,  soit  qu'on  compare  entre 
elles  leurs  propriétés  métriques  ou  leurs  propriétés  deseriptives,  pnisqne  nous 
ne  pourrions  que  répéter  ici , en  des  termes  un  peu  plus  généranx,  ce  qui  a déjà 
été  dit  à l'occasion  des  figures  tracées  dans  un  plan  ; nous  nous  borneront  en  con- 
sé<|ucnce  à énoncer  simplement  quelques-unes  des  propositions  qui  résultent  im- 
médiatement de  celles  établies  (s4i)  relativement  aux  figures  t.  et  s.  p.  dans  l’es- 
pace, lesquelles  s'appliquent,  comme  nous  veiious  de  le  faire  observer,  d'une 
manière  analogue  aux  figures  homologiqnes  en  général. 

579.  Considérons , par  exemple , deux  surfaces  quelconques  ayant  un  centre  et 
un  plan  d’homologie)  il  est  clair,  d’après  tout  ce  qui  précède,  que 

1°.  • Ces  surfitees,  nécessairement  du  même  ordre,  auront  une  section  plan* 
commune,  réelle  ou  imaginaire,  suivant  le  plan  d’homologie,  qui  ainsi  est  un 
plan  de  section , réelle  ou  idéale,  des  deux  surfiices.  a 

a".  • Ces  iurfàcet  seront  susceptibles  d’ètro  enveloppées  par  un  même  cAne , 
réel  ou  imaginaire , qui  aura  pour  sommet  le  centre  d'homologie.  • 

3°.  a La  plan  tangrnt  à l’une  des  surfaces  aura , pour  homologue , le  plan  tao- 
geot  à la  seconde,  au  point  homologue  à celui  de  contact  du  premier,  et  ces 
deux  plans  se  couperont  sur  le  plan  d'homologie.  > 

a Tonte  section  plane  de  l’une  dea  surfaces  aura  pour  homologue  une 
section  plane  de  l'autre,  du  même  ordre,  et  qui  appartiendra  an  même  cône  de 
projection  ou  d’homologie } de  plus , les  plans  de  ces  deux  sections  iront  s'entre- 
couper, sur  le  plan  d’homologie , suivant  une  droite  qui  sera  une  sécante , réelle 
on  idéale , commune  aux  deux  courbes  correspondantes.  • 

5”.  • Si  l'on  circonscrit  un  c6ne  à l’une  des  surfaces,  son  homologue  sera  aussi 
un  cène,  du  même  ordre,  oirconscrit  à l’autre,  et  ayant,  avec  le  premier,  le 
plan  d'homologie  pour  section  piano  commune,  réelle  ou  idéale,  a 
6“.  . Etc.  • 

580.  Toutes  ces  propriétés  étant,  en  quelque  sorte,  évidentes  d'après  le  rappro- 
chement que  nous  venons  d’établir  entre  les  figures  homologiqnes  en  général  et 
les  figures  t.  et  s.  p.,  il  sera  très-facile  de  les  multiplier  indéfiniment.  11  résulte 
d’ailleurs,  de  ee  rapprochement,  cette  notion  nouvelle  et  paradoxale,  quoique 
fort  exacte  : 
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Tous  les  points  i t infini  ie  F espace  peuvent  être  censés  appartenir  4 un  Seul 
et  même  plan,  nécessairement  indéterminé  de  situation. 

Ce  principe  n'eit  qn’une  eicteniion  de  celai  de  l'art.  96,  et  peut  a'en  déduire 
directement,  au  moyen  du  principe  de  continuité.  En  elTet , une  lurrace  pinne 
a pour  caractère  principal  d'ètre  toujonx*  coupée,  par  nne  autre  surfiice  pareille, 
sniwnt  une  ligne  droite  unique,  «tuée  è distance  donnée  ouinnuie;  orc'ettli 
ce  qui  a lieu  précisément  k l'égard  de  celle  qu'on  peut  eoneeroir  renfermer  tous 
Ici  points  k l'infini  de  l'espace;  puisque  déjk,  en  Tcrtu  du  principe  cité,  tout 
les  points  k l'infini  d'un  plan  doivent  être  regardes  comme  distribiiés  sur  une 
seule  et  même  ligne  droite. 

D'aiHenrs,  deux  droites  quelconques,  situées  k l'infini , pouvant  être  censées 
les  concours  respectifs  de  deux  paires  de  pians  parallèles,  et  ces  quatre  plans 
s’entrecoupant  en  outre  suivant  quatre  droites  qui  sont  parallèles  ou  concourOBt  ■ 
en  un  même  point,  k l'infini,  appartenant  aux  deux  droites  en  question,  on 
voit  que  tonies  les  droites  k l'infini  peuvent  être  censées  s’entrecouper  deux  à 
deux  ; donc  enfin  toutes  ces  droites,  et  par  conséquent  kms  les  points  k l’infini 
de  l’espace,  peuvent  être  considérés  comme  appartenans  k un  même  plan.  De 
plus,  comme  un  plan  quelconque  peut  se  transporter,  d’une  infinité  de  manières 
difi'érentes,  k l'infini,  et  qu' alors  il  peut  être  censé  renfermer  tous  les  points  de 
concours  des  droites  parallèles , on  voit  que  la  direction  du  premier  est  nécessai- 
rement arbitraire  on  plutèt  indéterminée. 

58 1.  Ce  qui  précède  peut  eers-ir  k justifier  d posteriori,  et  d’une  manière  pour  " 
ainsi  dire  entièrement  rigoureuse,  l'exactitnde  de  celte  notion  générale,  et  a est 
fort  inutile,  pour  notre  objet  actuel,  d’en  apporter  des  exemples  particuliers,  dont 
le  nombre,  au  surplus,  n’est  pas  moins  considérable  que  popr  le  cas  où  lès 
points  k l'infini  que  l’on  considère  sont  tous  sitnés  dans  un  plan  donné , et  qni , 
pour  la  plupart,  présentent  des  circonstances  entièrement  Ihialognes.  Nous  nous 
bornerons  seulement  k remarquer  que,  do  la  même  manière  que  deux  systèmes 
difiérens  de  parallèles,  tracés  sur  nn  plan,  déterminent  complètement  (198)  la 
droite  à l’infini  de  ce  plan,  parefilement  trois  systèmes  de  paréltèles  quelconqiAs 
de  Tespac»  doivent  déterminer  entièrement  le  plan  k l'infini  qui  leur  correspond. 
Ainsi  l'on  doit  pouvoir  résoudre  le  problème  snivant , sans  employer  autre  chose 
que  la  plan  et  la  ligne  droite  r 

é'er  un  point,  donnd  à s^Jpnté  dans  tespace,  mener  une  droite  parallèle  à 
une  droite  donnée,  ayant  et  ailleurs  à sa  disposition  trois  ystèmes  quelconques 
de  parallèles  situées  dans  des  plant  différent  et  non  parallèles  ? 

Quand  1 ou  ne  se  donne  qu'un  seul  système  de  parallèles,  il  no  détermine 
qu  ud  seul  point  k 1 infini , et  l'on  ne  peut  mener  que  des  droites  qui  aillent 
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concourir  en  co  point  ou  qni  loicDt  parallèle*  aux  première*  { mai*  la  solution 
se  réduit  alors  è quelque  clioM  d'extrêmement  simple  pour  le  cas  de  l'espace  : 
en  eflet  si,  par  ce  point  et  par  cbacunc  de*  parallclcs  données,  on  mène  deux 
plans,  leur  intersection  commune  sera  la  droite  demandée.  On  observera  d'ail- 
leurs que,  pour  que  la  construction  s’exécute,  dans  ces  divers  cas,  avec  la  rè^la 
seulement,  U est  nécessaire  qu’on  prenne,  pour  j rapporter  les  objets  de  la 
figure,  deux  plans  et  deux  centre*  de  projection  quelconques  nuis  quel- 
qu'intérèt  que  présentent  ce*  dernière*  considérations,  nous  ne  devons  pas  oublier 
que  notre  objet  véritable  est  l'homologie  des  figures  dans  l'espace. 

58i.  D'après  les  diverses  remarques  qui  précèdent,  il  est  évident  que  tout  ce 
que  nous  avons  dit  (sect.  Il  I , clup.  1),  sur  la  manière  de  décrire , dans  le  cas  du 
plan , l'une  des  figures  liomologiques  au  moyen  de  l'autre  et  de  certaines  donnée* , 
comme.anssi  de  trouver  directement,  et  par  des  procédés  purement  graphiques, 
tout  ce  qui  lui  appartient , s'applique , d'une  manière  analogue , au  cas  où  les  figures 
sont  situées  dans  l'espacei  pourvu  toutefois  qu'on  remplace  l'axe  d'homologie  par 
un  plan,  et  que  le  nombre  des  données  soit  sufiisant  pour  fitire  trouver,  avec  le 
centre  et  l'axe  d'honiologie,  au  moins  un  point  de  la  figure  non  décrite  et  l'homo- 
logue de  ce  point. 

Ainsi , par  exemple , trois  paires  de  points  homologues  quelconques  et  le  centre 
d'homologie  ne  sufiiraient  pins  pour  déterminer  entièrement  l'une  des  figures  eu 
moyen  de  l'autre , il  en  faudrait  nécessairement  quatre.  Or  on  peut  remarquer  qu'en 
joignant  deux  k deux,  per  des  droites,  les  quatre  point*  do  chaque  figure,  on  ob- 
tiendra six  lignes  droites,  de  part  et  d'autre,  qui  formeront  deux  tétraèdres,  et 
iront  se  couper  en  six  points  appartenans  au  plan  d'homologie i de  pins,  ce*  six 
points  seront,  trois  par  trois,  sur  quatre  droites  intersections  des  laces  homo- 
logues des  tétraèdres.  I.es  mêmes  choses  ayant  lieu  nécessairement  pour  deux 
tétraèdres  quelconques  dont  les  sommets  seraient,  deux  à deux,  sur  six  droites  con- 
vergeant en  un  même  point  de  l'espace , il  en  résulte , comme  on  voit , un  théorème 
fort  beau , sur  ces  ligures , et  entiérameul  analogue  à celui  ( 1 67)  qui  est  relatif  aux 
simples  triangles  buuiologiqucs  : c'est-à-dire  que 

Deux  télraèdree  i/ueleonquet , fui  ont  un  centre  d'homologie  ou  do pro^tion, 
ont  aussi  un  plan  d' homologie  ou  de  concours,  et  vice  versé. 

583.  Je  reviens  à la  théorie  générale  des  figures  bomologiques , et,  ponreon- 

(*)  DaM  U GéaœétrM  dcAoripùfc,  oa  presd  d'ordinaire  dea&  pUna  de  projcciioa  recUngulairct 
enue  eu , et  l'on  j ra|iporte  loua  Ica  poînu  de  l’capaee  per  de*  peq>eiuliculairea  abaUatfei  de  ce» 
pointa  nr  chaque  plan  ; e*ett-Wdire  qee  Ton  prend  ira  centre  de  projeedon  parliculier  pour  chaque 
pbtti  et  que  oe  centre  eat  aitad  4 l'infini  dan»  une  direolion  qni  Ui  e»t  perpesdienUire.  On  voit, 
d'nprè»  ceU|  quelln  »nrte  d'opdratiow  en  nnraat  k nmeoaler  ponr  le  en»  féndrri  dont  tt  »’»fil. 
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finner  ce  qui  n*a  été  ûiaplement  qu'avancé  an  commencement  de  l'art.  578, 
i'obierva  qu’en  partant  de  la  conatmction  qui  aert  à décrire  l'une  dn  fig;ures 
au  mojen  do  l’autre,  quand  l'on  en  a un  point  avec  son  homologue,  et  qu'on 
connaît  en  outre  le  centre  et  le  plan  d'homologie,  il  serait  trés-aisé  d’établir, 
à priori,  toutes  les  propriétés  de  ces  sortes  do  figures. 

En  eBTet , il  résulte  de  cette  construction  que , si  l'on  imagine  dans  l'espace 
une  snite  de  triangles  dont  les  cétés  respectifit  ou  letus  prolougemens  pivotent 
oonstammeot  sur  le  point  donné , sur  l'homologue  ii  oe  point  et  sur  le  centre  d'ho- 
mologie, tandis  que  deux  des  sommets  de  ces  triangles  s'appuient  sans  cesse, 
l'on  sur  le  plan  d'homologie,  l'autre  sur  la  figure  donnée,  le  troisième  sommet 
parcourra  lui-mème  successivement  tous  les  .points  de  la  figure  homologique. 

Or  il  est  évident  d priori,  et  d'après  les  notions  les  plus  simples  du  plan  et 
de  la  ligne  droite,  que,  si  le  sommet  qni  appartient  k la  figure  directrice  de- 
meure sur  une  droite,  l'antre  demeurera  pareillement  sur  nue  droite;  que  s'il 
demeure  sur  un  plan,  Pautre  demeurera  également  sur  un  plan,  et  tracera  la 
perspective  ou  projection  centrale  ordinaire  des  points  contenus  dans  le  premier; 
qu'enfin,  ai  ce  point  est  assujetti  k demeurer  sur  une  ligne  ou  snrfacc  courbe 
d'un  certain  ordre,  l’autre  décrira  pareillement  une  ligne  ou  stirlaoe  courbe 
de  cet  ordre,  comprise  dans  le  même  cène  enveloppe  ou  projetant,  et  ayant 
la  même  section  suivant  le  plan  d’homologie , etc.  En  général , on  voit  qu'il 
existera,  entre  la  figure  primitive  et  sa  dérivée,  une  corrélation  de  propriétés  et 
do  construction  entièrement  analogue  à celle  qui  a lieu  pour  le  cas  de  la  pro- 
jection ou  perspective  ordinaire  sur  un  ]Jan  ; c’est-à-dire  que  les  deux  figures 
jouiront  exactement  des  mêmes  relations  prcqectivcs  dans  le  sens  indiqué  au  com- 
mencement de  cet  ouvrage. 

11  est  sans  doute  inutile  de  dire  que  les  mêmes  clioses  auront  lien  également 
pour  les  relations  projectives  qui  sont  purement  métriques  (i3). 

S84.  Quand  il  s’agit  de  représenter  une  scène  quelconque  do  la  nature  au 
moyen  d’un  relief,  le  parti  le  plus  convenable  et  qni  est  le  plus  susceptible  de  rem- 
plir oomplctemeiit  l'elTet  désiré  est,  sans  contredit,  de  représenter  les  objets  dans 
leur  grandeur  et  leur  disposition  naturelles , ou  tout  au  moins  de  les  exécuter  en 
petit  exactement  comme  ils  se  trouvent  en  grand;  c’est-à-dire  qu'alors  tons  les 
objets  du  relief  doivent  être  s.  et  s.  p.  relativement  à ceux  qu'ils  représentent  dans 
la  nature.  Mais,  quand  on  est  contraint,  par  quelques  raisons  particulièrês , de 
restreindre  la  profondeur  du  tableau,  et  qu'on  veut  cependant  conserver  aux 
figures  une  certaine  dimension  en  hauteur  et  en  largeur,  on  a recours  alors  à 
ce  qu’on  nomme  des  bas  reliefr,  lesquels  ne  sont,  à proprement  parler,  que  des 
reliefs  tres-appTatis  et  fixés  d'ordinaire  contre  uue  sorfiiGC  plane,  sur  laquelle  ils 
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nilleiil  d'une  certaine  quantité  t tellecaont , par  exemple , les  figures  qui  i«  trouvent 
sur  les  médailles , et  celles  qu'on  aperçoit  snr  les  murs  de  certains  édifices  publics, 
etc.  Il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  l'ardste  n'a  plus  qu’un  seul  parti  à prendre, 
c’est  celui  de  construire  le  relief  de  façon  que  les  apparences  des  formes  géomé- 
triques, sinon  celle*  dues  aux  effets  de  lumière , soient  rigoureusement  observées , 
dans  le  tableau , pour  une  position  particulière  donnée  de  l'oeil  de  l’observateur  { 
car  on  sent  esses  qu'il  en  doil  être  ici  comme  de  la  perspective  linéaire  sur  une 
surface  plane  ou  courbe,  qui  ne  peut  produire  un  effet  entièrement  satisfaisant 
que  pour  un  point  de  vue  uniquei  • ds 

Le  bas-relief  devra  donc  être  construit  de  telle  sorte  que,  du  point  de  vue 
donné,  Ica  points,  les  lignes,  les  figures  rectilignes  ou  polyédrales,  etc.,  aient 
entre  elles , par  rapport  a.  l'œil  du  spectateur,  la  même  disposition  que  les  objets 
de  la  nature  qu’on  suppose  placés  en  arrière:  c’est-à-dire  qu'ils  devront  appartenir 
aux  mêmes  rayons,  aux  mêmes  plans,  aux  mêmes  cônes  visuels.  Il  faudra , en  outre, 
si  le  fond  du  bas  relief  est  une  surface  plane , il  faudra , £s- je , pour  éviter  autant 
que  passible  les  effets  désagréables  de  lumière , que  les  droites  demeurent  des  droites, 
que  les  figures  contenues  dan*  un  plan,  comme  la  façade  d'une  maison,  la  section 
ouïe  contour  apparent  d'une  certaine  snifiœe,  etc. , conservent  cette  propriété  sur  le 
tableau  comme  dans  la  nature;  en  un  mot,  il  faudra  que  chaque  partie  plane  dont 
il  se  compose  paisse  être  considérée  comme  une  perspective  ordinaire  de  celle 
qu’elle  représente , et  qu'elle  ait  avec  elle  la  plus  grande  analogie  de  ferme  pos- 
sible. Or  il  est  évident  que  toutes  ces  conditions  ne  peuvent  être  remplies  qu’au- 
que  l'on  considère  le  bas-relief  et  la  scène  comme  deux  figures  bomologiqnes, 
dans  le  sens  que  nous  venons  d'envisager  précédemment. 

585.  La  scène  et  le  plan. par  lequel  on  la  suppose  limitée  étant  donnés,  aussi 
bien  que  l’œil  et  le  fend  du  tableau , qui  peut  être  censé  représenter  ce  plan  limite, 
et  qui  est  par  conséquent  le  plan  homologue  du  premier  (*),  on  aura  d^  une 
droite.,  intersection  de  cès  deux  plans , située  tout  entière  dans  le  plan  d’homologie 
ou  de  coneonrs  de*  lignes  homologues  ; de  sorte  qu’il  suffira  de  rechercher  un  autre 
point  quelconque  de_  ce  plan , pour  qu'il  soit  entièrement  déterminé  de  position 
par  rapport  aux  denx  figures.  Or  il  reste  enoore  une  condition  essentielle  à rem-  , 
jdir  relativement  an  bas-relief,  c'est  cello  de  a*  plus  grande  saillie  snr  le  plan  du 
fond , .laquelle  est  toujours  fixée  par  quelque  raison  particulière  de  convenance  ou 
de  localité.  I ■ 

.SuppoMms  donc  qp'on  te  donne  le  point  le  plus  taillant  dn  bas-relief,  repré- 

■ - y 

(•)  n eoovicnt  Eau  dosu,  dau  U pratiqu,  dt  aap|xwr  ce*  dau  plau  paralltla,  et  «I— « la 

plaadlioiaalojWUaratiiiêeaattfMMaauaiparaBW,  de  utoa  <]u  tau  las  tystàiut  da  dca^  pl"» 

hauetagaw  dsU  l'na  fMluaqu  jaaiiah  de  oen*  prepcièid.  rr 
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senUht  I0  point  le  plus  avance  de  la  scène^  vers  rceil  du  spectiiteur,  on  aura  tout 
ce  qu*il  fant  pour  fixer  la  position  des  diverses  ^mrtiea  du  tableau  ou  du  bas-relief. 

En  eflet,  ayant  d^jà  deux  plans  homologues  déterminé  selon  ce  qui  précède, 
on  anra^  par  là  mi^me,  une  infimtc  de  paires  de  points  hoinologues  appartc- 
nans  à ces  plans}  joignant  donc,  par  une  droite,  le  point  le  plus  avancd  de  la 
scène  avec  l'un  quelconque  des  points  du  plan  limite  qui  lui  corros}>oud,  et  cons- 
truisant de  même , pour  le  bas-relief,  la  droite  qui  joint  les  points  ltomok>gues  aux 
premiers,  ces  deux  droites  iront  se  rencontrer  en  un  point  appartonant  (S77)  au 
plan  d'homologie , dont  on  connaîtra  ainsi  la  position  absolue  dans  l'espace , et 
qui  servira  à construire,  au  mo^en  du  point  de  vue  et  du  poiut  dounè  sur  le  bas- 
relief,  toutes  les  parties  dont  celui-ci  se  compose. 

Il  est  évident  que  c'est  d'après  des  principes  anslogues  que  l’on  doit  disposer  les 
décors  de  théâtre,  la  scène  elle-mème  et  U salle  tout  entière,  afin  de  rendre  TÜ- 
Insion  la  plus  complète  possible  pour  les  spectateurs. 

586.  Au  reste,  mou  objet  n'est  pas  d'écrire  un  traité  suivi  sur  cette  matière > 
je  me  contenterai  d'avoir  posé  les  principes , qui  ne  me  paraissaient  établis  nulle 
part,  et  qui  sans  doute  n'étaient  suppléés , dans  les  divers  cas,  que  par  des  mé- 
thodes particulières  basées  sur  des  règles  de  convenance  et  de  goût,  connues  seu- 
lement du  petit  nombre  des  vraU  artistes  (*}.  On  sentira  facilement  que  les  cous- 
tractions  générales  qui  précèdent  peuvent  être  remplacées,  dans  certaines  circons»- 
tances,  par  d'antres  beaucoup  plus  courtes  et  plus  faciles  pour  la  pratique;  de 
la  même  manière  que,  dans  la  perspective  ordinaire,  il  existe  des  méthodes  par- 
ticulières beaucoup  plus  expéditives  que  la  méthode  générale  indiquée  par' ta 
Géométrie  descriptive. 

Ainsi,  par  exemple,  on  pourra  considérer  la  scène  comme  coupée  par  iioo 
suite  de  plans  équidistans,  parallèles  au  plan  du  fond  du  tableau,  et  construire 
leurs  perspectives,  également  parallèles  à ce  fond  (art.  684,  note),  au  moyen  de 
VEcheUe  fujante  ou  harmonique  Construisant  ensuite,  sur  ces  derniers,  ta 
perspective  linéaire  des  intersections  qui  correspondent  aux  autres , on  aura  les 
intersections  relatives  an  ba$<relief  ou  tableau.  On  voit,  d'après  cela,  ce  qn'il 
y aurait  à faire  ai  le  fond  du  tableau,  ou  le  plan  eputre  lequel  il  s'appuie,  était 
une  surface  courte  donnée.  Mais  nous  laisserons  aux  artistes  instruits  le  soin 
de  développer  ces  idées  de  la  manière  convenable,  pour  les  mettre  à la  portée 
do  grand  nombre  de  ceux  qui  exécotent. 

(*)  Je  M c<MÉBie  aacnn  Traité  d«  perspective  ub  Toii  ait  posé  des  règles  6acs  pour  U cooslnietiea 
des  bas-rcUcüi  j i'Eocydop^die  cUc-aèac,  qui  traite  de  tout , ac  parle  que  d’uac  meaiSre  vague , d'har- 
monie, de  dtfgradatloa  des  objets,  d'effeia  de  Inmière,  eu.,  en  æ eoatestant,  |Kwir'  le  reste,  de 
renveyer  aux  réglée  de  pcf^ctivd  ordûuire. 
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Des  centres  et  pians  <r homologie  ^ des  points  ^ lignes  et  surfaces- polaires  des 
surfaces  du  second  ordre,  — Contacts  et  osculations  de  ces  surfaces. 

587.  D’après  les  principes  exposes  aux  art.  576  el  585,  la  surface  homologiqiie 
d*une  surface  donnée  du  second  ordre  est  une  autre  surface  du  second  ordre  ayant 
m^essaircmciit  uue  section  plane  commune  avec  la  première  suivant  le  plan  d'ho- 
mologie ^ et  tjui  est  enveloppée  par  un  même  c6no  ayant  son  sommet  au  centre 
d'honiologic  j or  je  dis  que,  si  seulement  deux  surfaces  du  second  ordre  (Cj,  (C') 
sont  cnvelappcca  par  un  même  c6nc , ces  surfaces  seront  nécésskireinent  homolo- 
giques,  et  cela  de  deux  manières  dinVircutes,  par  rapport  au  sommet  du  càne  dont 
il  s'agit;  de  telle  sorte  que  les  plans  d^homologie  correspondans  se  confondront, 
pour  1a  direction,  avec  Tune  ou  l’autre  d^s  brandies  de  pénétration  des  deux  sur- 
faces (C)ct(CO»  branches  qui  sont  ainsi  nécessairement  planes  dans  le  cas  qui 
nous  occupe. 

On  pourrait  aisément  démontrer  ce  théorème  en  partant  dos  propriétés  re- 
latives DU  cas  particulier  de  deux  sections  coniques  tracées  sur  un  mémo  plan; 
mais  on  peut  aussi  y arriver,  d’une  munière  entièretneat  directe,  ainsi  qu'il  suit. 

En  effet,  le  .c8oe  circonscrit  à la  fois  aux  deux  sudbees  (C)et(C')  détermine 
sur  elles  deux  courbes  de  contact,  dont  l'une  est  nétessairement  rbomologtque 
de  l'autre  par  rapport  au  sommet  de  ce  cône;  et,  si  l'on  prend  k volonté,  sur 
la  surface  (G),  \ui  point  quelconque  0,  el  qu'on  mène,  par  ce  point  et  par  le  som- 
met du  c6ne,  une  droite,  elle  ira  déterminer,  sur  .U  8nrfaco(C'),  deux  nouveaux 
points  n',  dont  l’un  quelconque  pourra  être  censé  l’horndogue  du  premier. 
Or  les  deux  courbes  de  contact,  qui  sont  planes , et  les  deuX  points  homologues  a 
eia\  ainsi  choisis,  détenninent  un  plan  d’homologie  (585),  au  moyen  duquel 
et  des  points  <1  et  a'  on  pourra  construire  (58a) la  surface  du  second  ordre  réelJe- 
ment  homologiqiie  de  (O),  laquelle  passera  évidemment  par  le  point  «,  et  touchera 
le  Cüue  enveloppe  suivant  la  même  courl>«  que  (C)..  - 

D’ailleurs  deux  surfaces  du  second  ordre,  qui  ont  une  section  plane  de  contact 
commune  et  passent,  de  plus.,  par  un  même  point  quelconque doivent  nécessaire- 
ment se  confondre  en  une  seule  et  même  surface,  puisqu'il  en  doit  être  ainsi  (2^4) 
de  rinfmité  de  sections  planes  faites  dans  ces  surfaces  par  le  point  commun  a; 
donc  la  surface  du  second  ordre  (C)  est  réellcmcal  l'homologique  de  celle  (C^),- 
aiosi  qu'il  s'agissait  de  le  démontrer*  D'après  la  loi  de  continuité,  cette  conséquence 
s’étend  même  au  cas  où  le  centre  d’homologie  cesse  d* être  un  sommet  de  cùne  enve- 
loppe réel;  el,  comme  il  y a deux  points  at  et  a**  qui  correspondent  à un  même 
pointa  de  (C),  sur  (€'),  on  voit  qu'il  existe  aussi  deux  plans  distiucts  d’homologie, 
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ou  de  sactioo  commune , qui  jouÎMent  de  propriété*  pareille*  k l'égard  des  deux 
surfaces  proposées  et  du  sommet  dont  il  s'agit.  Donc  enün , 

Quand  deux  turface*  du  second  ordre  ont  un  sommet  de  cône  enveloppe  com- 
mun , soit  réel , soit  idéal , elles  sont , de  deux  maniires  différentes , homologiquts 
ou  projections  Tune  de  Fautre  par  rapport  à ce  sommet,  qui  ainsi  est  un  centre 
d'homologie  ; de  plus  ces  surfaces  ont  alors  deux  sections  planes  communes,  réelles 
ou  idéales , dont  les  directions  iruUfinies  se  corifondent  avec  celles  des  plans  d'ho- 
mologie conjugués  à la  J'ois  (aga)  au  sommet  du  c£ne, 

586.  Ou  remarquera,  en  passant,  que,  lorsque  les  deux  surfaces  proposées  sont 
deux  surfaces  coniques,  le  cône  enveloppe  de  ces  surfaces  lU-génère  en  deux  plans 
tangens  à la  fois  à cliacune  d’elles,  et  qu'alors  il  y a une  inlinité  de  centres  d’ho- 
mologie, tons  placés  sur  la  droite  d’iutcrsoctionde  ces  plaiu,  lesquels  jouisscut  indi- 
viduellement des  mêmes  propriétés  par  rapport  aux  deux  surfaces  proposées.  C’est 
ce  qu’au  reste  on  pourrait  conclure  immédiatement  des  propriétés  établies,  dans 
le  P',  cbap.  de  la  IIP.  section,  pour  le  système  de  deux  lignes  quelconques  du 
second  ordre  tracées  sur  un  plan  commun. 

589.  Supposons  maintenant  qu’on  applique,  au  cas  général  qui  nous  occupe, 
les  raisonnemens  établis,  art.  347,  pour  le  centre  de  similitude  de  deux  circonfé- 
rences de  cercle  quelconques  tracées  sur  un  plan,  il  en  résultera  évidemment  le 
théorème  qui  suit  : 

Un  point  quelconque  de  F espace  peut  être  considéré,  par  rapport  d une  surface 
du  second  ordre  quelconque,  comme  le  centra  d'homologie  ou  de  projection  des 
deux  nappes  qui  ont  leurs  courbures  dirigées  en  sens  contraire  à Fégard  de  ce 
point,  et  te  plan  <F  homologie  ou  de  concours  n’est  autre  chose  alors  que  le  plan 
polaire  ou  de  contact  relatif  à ce  même  point,  pris.pour  pôle  ou  pour  sommet 
(F une  surface  conique  enveloppe  de  la  proposée.  ^ ■ 

590.  Ainsi  los  propriétés  du  pôle  et  du  plan  polaire  des  surfaces  du  second  ordre 
et  celles  des  droi'/M  poôw'ss  qui  eu  dérivent  immédiatement,  propriétés  qui  ont 
été  établies  par  MM.  Monge,  Idvet,  Brianchpu  et  Chasles,  daiu  les  recueils  do 
l’Ecole  polytechnique  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  propriétés  du  centre 
et  du  plan  d’hoiuologiei  et  celte  conséquence  subsiste  évidemment,  d’une  manière 
analogue , quand  on  suppose  la  surface  remplacée  par  le  splêiim  de  deux  plans 
arbitraires,  doot  l^pn.quelcopque  peut  d’aiUeurs  pa^r  tout  pntier  k l’infini,  sans 
que  les  propriétés  cpiMw(.4t;,ei^ter. 


L’énoncé  qui  préoède  indiqmijiuéme  beaucoup  plus  que  ce  qu'on  a côutume  dg 
considérer  l’on  doit  ajouter,  comme  chose  évidente  d’après  le  principe  {i55) 

!■ : q ^ -i 

(•)  Géométrie  jaeenmire,  par  O.  Uoogs , V.  38  stauiT.j  XIXI*.  oaUsrda'/ourJw/Af  Asti Po^.. 
lectuiifme,  peg.  OmoMAMs «wtsarftm  AoSt.loB.  Il,  [»g. Ssicl tsas  Itl, pas.  ,1. 
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relnlif  an  quadrilatère  plan  avec  ses  trois  diagonales , que  toute  transpersale  pae- 
sant  par  le  pôle  (ou  centre  d* homologie'^  détermine , sur  la  surj'aee  proposée  et  sur 
le  plan  polaire  (ou  plan  (t homologie'),  trois  points  <]ui,  avec  le  premier,  forment 
un  groupe  harmonique. 

Sgi.  Quand  le  plan  polai>^  passe  à l'infini , l’Iiomologie^devient  similitude (578), 
ou  plus  exactement  encore  symétrie  j le  pôle  se  confond  donc  alors  avec  ce  qu'on 
nomme  le  centre  de  figure  de  la  surface  ; centre  qui , comme  on  voit,  est  Ini-mème 
situé  à l'infini  toutes  les  fuis  que  le  plan  polaire  dont  il  s'agit  est  tangent  à la  sur- 
face proposée , ou  que  cette  surface  est  du  genre  des  paraboldides  ( 1 3s). 

' Be  là  aussi  on  dédnnâit  immédiatement  toutes  les  propriétés  connues  des  dia- 
mètres, des  plans  diamétraux,  des  sections  parallèles,  etc.  des  surfaces  du  second 
ordre,  sur  quelques-unes  desquelles  nous  nous  proposons  de  revenir  un  peu  plus 
loin. 

I.a  facilité  avec  laquelle  noos  venons  de  passer  des  propriétés  du  p61e  à celles  du 
centre,  au  moyen  de  la  notion  établie  art.  58o,  est  très-propre  d'ailleurs  à faire 
sentir  la  justesse  et  l'utilité  de  cette  notion  , qui  peut  même  servir,  comme  on  vient 
de  le  voir  par  l'exemple  qui  précède,  à établir  le  critérium  de  chaque  genre  par- 
ticulier des  surfaces  du  second  ordre,  aussi  bien  que  leurs  dilférens  modes  de  géné- 
ration, au  moyen  des  lignes  droites  et  des  sections  coniques-,  mais  je  n'entrerai 
pas,  pour  le  moment,  dans  le  détail  de  cette  discussion  qui  est  facile. 

3ga,  Enfin  on  déduirait  encore,  de  ce  qui  précède,  toute  la  théorie  des  polaires 
réciproques  des  surfaces  du  second  degré , que  nous  n'avons  jusqu'ici  établie 
^sect.  II , chap.  Il)  que  pour  le  cas  particnlier  des  sections  coniques  tracées  sur  un 
plan } ce  qui  conduirait  à une  foule  de  conséquences , aussi  neuves  qu'intéressantes, 
sur  les  figures  situées  en  général  dans  l’espace  : par  exemple,  on  en  déduirait,  atec 
facilité,  la  démonstration  du  beau  théorème  de  M.  Brianchon,  cité  à l'art.  x3i. 
Mais  il  serait  aussi  long  que  superflu  de  nous  arrêter  au  développement  de  ces  di- 
verses conséquences,  qui  ne  présenterait  qu'nne  répétition  continuelle,  ou  plntét 
qu'une  extension  facile  des  principes  déjà  posés  pour  le  cas  particulier  des  sections 
coniques  i nous  ferons  seulement  remarquer  qu'eu  appliquant  U théorie  des  po- 
laires réciproques,  ainsi  généralisée,  aux  considérations  qui  précèdent  (887),  on 
serait  conduit  immédiatement  à la  proposition  inverse  qui  suit  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  un  plan  de  section  commune,  réelle 
ou  imaginaire,  elles  ont,  par  là  même,  deux  centres  (F homologie  conjugués , som- 
mets des  cânes  qui  enveloppent  à la  fois  ces  surfaces,  et  jouissant  à leur  égard  de 
toutes  les  propriétés  nombreuses,  qui  appartiennent  en  général  à ces  sortes  dé 
points  ; de  plus  elles  ont  une  autre  section  plane  commune,  réelle  ou  imaginaire , 
conjuguée  à la  première.. 
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593.  Pour  le  cis  particulier  de  deux  «pbères  ou  de  deux  surface*  du  second 
ordre  s.  et  s.  p. , ce  que  nous  avons  nommé  (sgi)  l'homologie  directe  devient  simi- 
litude , comme  pour  le  cas  des  sections  coniques , et  le  plan  d'homologie  corres- 
pondant on  de  section  commune  passe  tout  entier  !i  l'inCni.  De  là  résulte  donc, 
pour  les  sphères  et  les  surfaces  du  second  ordre  s,  et  s,  p. , les  diverses  notions  et 
propriétés  analogues  à celle*  étaldies  en  particulier  (sect.  H,  chap.  lII})K>ur  les 
cercles  et  les  sections  coniques  également  s.  et  s.  p.  Ainsi  l'on  voit  tpic  deux  telles 
surfaces  ont  tonjonrs  une  section  plane  commune  à l'infini,  réelle  ou  idéale  et 
qu'elles  en  ont  nécessairement  une  autre,  de  cette  espèce,  située  en  général  à dis- 
tance donnée  et  finie,  snr  le  plan  de  laquelle  concourent  les  droites  et  plans  in- 
versement homologues,  etc.,  ctc.^ 

594.  Enfin  lespropriétés  générales  des  surfaces  du  second  ordre,  qui  out  uii 
centre  d'homologie,  conduisent  encore  sans  peine,  comme  conséquence  particu- 
lière, à la  tliéorie  des  contacts  et  des  osesdations  de  ces  sortes  de  surf^ss;  mais  il 
esta  remarquer  qu'ici  il  n’en  est  pas  de  même  que  pour  le  cas  de  deux  sections  co- 
niques , qui  ne  peuvent  se  toucher  en  un  point  sans  que  ce  point  soit  un  centre 
d'homologie  (3 19);  car  deux  surfaces  du  second  ordre  ne  sont  pas  toujours  suscep- 
tibles d'étre  enveloppées  par  un  même  cène  de  cet  ordre , ou  d'avoir  un  centre  . 
d'homologie;  il  faut  nécessairement (567),  pour  que  celaaiit  lieu,  que  leurs  courbes 
d'intersection  soient  planes. 

Puisque  deux  surfiice*  du  second  ordre,  qui  ont  un  point  do  contact  commun, 
ne  sont  pas  nécessairement  liomologiques  par  rapport  à ce  point,  recherchons 
quelle  espèce  de  conditions  elles  doivent  remplir  pour  que  cela  ait  lieu.. 

Remarquons  d'abord  que  deux  surfaces  quelconques  peuvent  être  tangentes 
de  deux  manières  différentes  en  un  point  commun.  Dans  l'une,  elles  peuvent  n'a- 
voir aucun  autre  point  commun  aux  environs  du  premier;  et  alors  elles  doivent 
être  censé  avoir  une  branche  de  pénétration  infiniment  petite  confondue  avec  ce 
point.  Dans  l'autre , les  deux  surfaces  peuvent  se  pénétrer  en  plusieurs  branches 
de  courbes,  dont  deux  au  moins'passent  parce  point,  qui  est  ainsi  multiple;  il  est, 
en  effet,  évident  que,  dans  ces  divers  cas,  les  surfaces  auront  également  un  élé— 
ment  ou  un  plan  tangent  commun  an  point  dont  il  s'agit. 

Cette  remarque  s'applique  même  an  cas  particulier  du  plan  tangent  à une  sur- 
face donnée;  et  alors,  si  cette  surface  est  du  second  degré,  le  plan  tangent  déter- 
minera sur  elle,  dans  la  presnière  hypothèse,  une  section  plane  infiuiilieiit  petite, 
dont  les  sections  parallèles  seront  nUiptiques  ; dans  l'autre , les  deux  branches  de 
pénétration,  apparlouantes  au  point  de  contact,  devront  nécessairement  se  ré- 
duire au  sjstemc  de  deux  droites  passant  par  ce  point  et  parallèles  anx  asymptotes 
de*  sections  hyperboliques  de  la  surface , qui  sont  elles-  même*  parallèles  au  plan- 
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tangent  \ rar  une  ligne -du  aeccmd  ordre  ne  |>eut  évidemment  avoir  deux  brandies 
distinctes  passant  par  un  point,  à moins  qu'elle  ne  se  confonde  entièrement  avec 
les  taugentes  en  ce  point.  Les  deux  droites  en  question  pouraot  d’ailleurs  être 
cen-sêes  imaginaires  p6nr  la  première  hypothèse,  il  est  permis  de  conclure^  en 
général  ( i m ) , cpie , par  un  point  quelconque  pris  sur  une  surface  do  second  ordre , 
\ , il  passe  deux  lignes  droites,  réelles  ou  imaginaires,  situées  tout  entières  dam  celte 

surface,  et  que  par  conséquent  une  telle  surface  peut,  aussi  en  général,  t*eogeo~ 
drér  de  deux  manières  difl'érentes,  parle  mourement  de  simples  lignes  droites. 

* Pour  t eWpsQtde  ^ F hyperbotoïdè  d dûux  nappeè  et  le  paraboloidt  ûlUpliq^  qui 
présentml  {uirtout  leur  ronvexité'sn  plan  tangent , les  deux  modes  de  génération 
sont  imaginaires,  mais  ijs  sont  évidemment  réels  pour  \hyptrboloid9  â une  nappe 
et  pour  le  paraboloide  hjptrbalique  dont  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
pénètre  nécessairement  U surface.  On  voit  même  que  ce  dernier  ayant  (S^i)  un 
plan  tangest  à ritiiini,  a également  deult^énératrices  k rinûui,  qui  sont  tout  en- 
tières sur  sn  surface;  or  de  lii  et  du  principe  de  l'art.  107,  résulte  immédia teniont 
tout  ce  que  Ton  connaît  sur  la  génération  dn  parabolo'ide  hyberbolique  au  moyen 
de  deux  droites.  * * 

* 5(j5.  Revenons  maintenant  à notre  premier  objet,  et  rcmaitfiotis  que , lorsque 

denx  surfaces  du  second  ordre  ont  un  point  de  contact  commun,  U ne  suilîi  même 
pas,  pour  pouvoir  adirmer  qu'elles  ont  ce  point  pour  centre  d'homologîe,  qu'elles 
aient  simplement  des  sections  planes  communes,  et  qu'elles  soient  aptes  par  con- 
séquent à avoir  en  général  deux  centres  d'homologio  (567);  car  deux  surfaces 
quelconques  du  second  ordre,  qui  se  coupent  siûvant  deux  lignes  planes,  et  qui 
ont  ainsi  d(%x  centres  d'Knmologle distincts  non  sitnés  sur  ces  surfaces,  ont  cepen- 
dant, pour  ]>oiots  de  contaot  communs,  ceux  où  se  rracoulrent,  en  général,  les 
deux  courbes  des  sections  planes  dont  il  t'agit.  Or,  pour  peu  qu'on  rfflrrhissf 
aux  propriétés  du  centre  et  du  plan  d'homologie,  il  sera  aisé  de  voir  que  deux  sur- 
races  du  second  ordre,  qui  ont  un  poin(  de  contact  commun,  ne  pourrout  être  bo» 
mologiques  par  rapport  h ce  point , qu'autant  que’  le  plan  tangent  qui  kü  corres- 
pond ne  puisse  être  regardé  comme  un  plan  d'homologie  ou  de  section  commune 
à la  fois  il  CCS  surfaces.  « 

Cela  po&é , si  nous  considérons  deux  surfaces  du  second  ordre  ainsi  (angeutes  en 
un  point  comoiun,  il  est  clair,  d’après  ce  qui  précède  (694),  que,  pour  que  le 
plan  tangenten  ce  point  puisse  être  censé  une  section  plane  commune  aux  deux 
snrfaceS|  il  faut  que  les  deux  génératrices,  réelles  ou' imaginaires,  qui  corres- 
pondent au -plan  taifgent,  se  confondent  ponr  l’uoe  et  l'autre  surface,  ou  soient 
les  mêmes  ; c*est>à<dire  que  les  sections  pl.vnes,  parallèles  au  plan  tangent  commun 
devront  être  s.  et  s.  p.  : elliptiques  d’ailleurs  si  le  plan  tangent  détermine  une 
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scclion  plane  commune  inilniment  petite  dans  les  surfaces  ; livpcrliollqnes  si,  au 
contraire,  ce  plan  rcnfemic  deux  génératrices  communes  à ces  surfaces. 

Enfin  les  mêmes  conditions  seront  ésidemment  remplies,  r-ii  général,  si  les  deux 
surfaces  du  second  ordre  ont  une  section  plane  commune  nniqtic,  indépendante 
du  point  de  contact  ; car  le  plan  de  section  ou  d'homologie,  conjugué  à celui  là, 
renfermera  ce  point  et  ne  pourra  être  évidemment  autre  chose  que  le  plan  tangent 
même  qui  lui  correspond  ; autrcmciSt,  en  effet,  il  serait  sr-caut  et  donnerait  une 
seconde  branche  de  pénétration  des  deux  surfaces , ce  qui  est  contre  1 II)  |Mithi^. 

5g6.  Dans  les  deux  cas  précédons,  qui  reviennent  idculif|ueiftcnt  au  même 
comme  on  voit,  et  qui  ne  peuvent  exister  l’un  sans  l'autre,  les  deux  surfaces 
du  second  ordre  proposées  auront  le  point  de  contact  commun  poiu'  ceiilre  d’ho- 
inologie,  et  le  plan  de  section  cuiniunne  correspoudantc  pour  plan  d'homologie 
conjugué  à ce  centre;  jiar  conséquent  on  |K>urra  se  servir  des  procédés  indi- 
qués ci-dessus  (58s  et  583),  soit  pour qlonstruire  l'mie  des  deux  surfaces  au 
mojen  de  l’autre  et  de  certaines  données,  soit  pour  déterminer  directement  tout 
ce  qui  lui  appartient. 

Or  je  dis  que  les  mérites  choses  auront  lieu  cucorc , pourvu  seulement  que  les 
surfaces  proposées  aient  un  contact  du  second  ordre  au  point  commua  dont  il 
s’agit.  , ^ 

En  effet,  quelle  que  soit  alors  la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces, 
on  pourra  toujours  prendre  sur  elle  doux  points,  autres  que  le  point  de  contact, 
•t  qui  détermineront  avec  lui  un  plan,  lequel  rencontrera  ces  surfaces  suivant 
deux  lignes  du  second  ordre  ayant  cinq  points  communs,  dont  trois  confondus 
en  un  seul  au  point  de  contact  ; oc  c'est  ce  qui  ne  peut  être  évidemment  (104)  à 
moins  qu'elles  ue  se  confondent  en  une  seule  et  même  courbe , commune  à la 
fois  aux  deux  surfaces  proposées,  et  par  conséquent  sans  que  U courbe  d'inter- 
section de  ces  surfaces  ne  soit  plane.  On  voit  d'ailleurs  que  les  deux  surfaces 
ne  sauraient  avoir  d'autre  branche  d'intersection , si  ce  n'est  celle  infiniment 
petite  qui  se  trouve  confondue  avec  le  point  de  contact;  donc  ce  point  sera 
un  centre  d'homologie  de  ces  surfaces,  conjugué  au  plan  de  sectiou  distincte 
dont  il  s'agit,  et  par  conséquent  comme  tel  il  jouira  des  diverses  propriétés  déjà 
souvent  signalées. 

S97.  Pour  paiMrde  là  an  contact  du  troisième  ordre,  il  suffit  évidemment  de 
supposer  que  la  seconde  section  plane  devienne  infiniment  jictite  comme  la  pre- 
mière, ou  se  confonde  avec  le  plan  tangent,  qui  sera  ainsi  devenu  doublemcut 
un  plan  d'honiologie  des  deux  surfaces.  Dans  ce  même  cas,  une  seule  condition, 
comme  celle  de  passer  par  un  ]>oint 'quelconque  donné,  suffira  pour  construire 
eatièrement  la  surface  osculatrice  -par  le  procédé  indiqué  (art.  58x  et  583).  11 
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en  faudrait  nécessairement  deux  pour  le  contact  du  second  ordre^  et  trois  pour 
celui  du  premier  ) tout  comme  cela  a lieu  potir  le  cas  particulier  des  lignes  du 
second  ordre. 

Il  est  facile  I au  turpluS)  d’etendre  ces  considérations  à des  surfaces  quelconques  ^ 
et  de  Toir»  pour  le  cas  actuel  f ce  que  devient  le  second  centre  d'homologie. 

£nün,  de  ces  différentes  remarques,  ou  déduirait  immédiatement  toutes  les 
notions  relatives  aux  surfaces  du  second  degré  qui  sont  mutuellement  osculatrices 
en  un  point  ; mats,  au  lieu  de  nous  arrêter  davantage  ^ cet  examen,  il  vaudra 
beaucoup  mieux  que  nous  revenions  sur  lo  cas  général  des  ‘surfaces  du  second 
degré  homologiques,  pour  y ajouter  quelques  éclaircisscmeus  que  nous  avons  dû 
négliger  dans  ce  qui  préçéde,  afin  de  ne  pas  partager  inutilement  l'attention. 

Application  de  la  loi  de  continuité  d la  démonstration  des  principales  propriétés 
des  sections  planes  des  surjaces  du  seco/ui  ordre* 

598.  La  démonstration,  d'où  nous  sommes  partis,  art.  887,  pour  établir  les  di- 
vers théorèmes  qui  précèdent,  est  entièrement  analogue  k celle  qui  a été  mise 
en  usage  à l'art.  >94  pour  le  cas  des  sections  coniques,  et  Tou  voit  qu'elle  repose 
sur  les  mêmes  principes  et  offre  les  mêmes  restrictions.  Les  conféquences  qui  en 
résultent  no  peuvent  recevoir  toute  leur  extension  qu'en  iuvoquant  1a  loi  de  con- 
tinuité j comme  elle,  elle  repose,  en  dernière  analyse,  sur* ce  principe  que, 
« par  cinq  points  pris  à volonté  sur  un  plan , ne  passe  jamais  qu'une  seule  et  même 
« ligne  du  second  ordre •;  principe  qui  peut,  à la  rigueur,  être  regardé  comme  une 
autre  conséquence  de  la  loi  de  continuité. 

£n  effet , si  l’on  suppose  que  l'une  des  deux  courbes  change  de  forme,  par  suc- 
cession insensible,  de  façon  qu'en  conservant  toujours  le  même  d^rc  ou  la  même 
nature,  elle  tendesans  cesse  à dégénérer  en  deux  lignes  droites  ; par  suite  de  la  loi 
de  coiitinuité(fi39),  elle  devra  aussi  sans  cesse  conserverie  mémo  nombre  de  points 
d'intersection  réels,  imaginaires,  etc.,  avec  Vautre;  or  il  est  évident  qu'à  la  li- 
mite, ce  nombre  ne  saurait  surpasser  quatre,  d'après  la  définition  meme  adoptée 
pour  les  lignes  du  second  ordre;  donc  pareillement  les  courbes  proposées  ne  peu- 
vent avoir  plus  do  quatre  points  communs,  et,  si  clics  en  ont  réellement  cinq, 
elles  SC  confondent  nécessairement  en  une  seule  et  même  courbe.  Ce  tour  do 
démonstration  pourrait  encore  servir  évidcmmênt  à prouver  que /ou/es /os  lignes 
du  second  ordre  sont  nécessairement  des  sections  coniques* 

599.  Ainsi  les  diverses  propriétés  des  surfaces  dn  second  ordre,  qui  viennent 
de  nous  occuper  précédemment,  dérivent  immédiatement  et  uniquement  dos 
premières  notions  du  pbn  et  de  la  ligne  droite , pourvu  qu'on  admette , dans 
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toute  leur  éleodue,  les  conséquences  «lu  principe  de  continuité.  A la  vérité  la 
démonstration  de  l'art.  687  repose  encore  sur  ce  théorème  que  ta  courbe  de  contact 
de  deux  surfaces  tjuelcotujues  du  second  ordre  est  plane;  mais  il  est  aisé  de 
voir  que  la  démonstration  de  ce  dernier  théorème  peut  également  être  ctahlic  au 
mo^en  des  mêmes  principes. 

Qnc  l'on  prenne,  on  cOTet,  trois  points  quelconques  de  la  courbe  de  contact 
pour  y faire  passer  un  plan;  ce  plan  coupera  les  deux  surfaces  suivant  deux  lignes 
du  seccmd  ordre,  qui  se  toucheront  aux  trois  points  dont  il  s'agit,  ou  auront  six 
points  communs  confoudus , deux  à deux , en  un  seul  ; ce  qui  ne  peut  être , selon 
ce  qui  précède , à moins  que  les  deux  courbes  ne  se  confondent  en  une  seule  et 
mémo  courbe  commune  à la  fois  aux  deux  surfaces.  Mais  ceUes-ci  ne  sauraient  évi- 
demment avoir  d'autres  points  communs  que  ceux  de  la  courbe  de  contact  ; donc 
cette  <x>urbe  se  confond  tout  entière  avec  la  précédente;  donc  enfin  elle  est 
plane. 

On  serait  arrivé  plus  directement  au  but,  en  observant  «pie  la  courbe  de 
contact  est  nécessairement  telle  que  tout  plan  transversal  arbitraire  ne  la  rencontre 
qu'en  deux  points  seulement  ; or  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  les  seules 
lignes  du  s«>cond  ordre , qui  d'ailleurs  sont  toutes  planes:  s'il  était  possible,  en 
effet,  qu'il  y eût  des  lignes  du  second  ordre  è double  courbure,  on  pourrait 
toujours  mener,  par  trois  points  quelconques  d'une  telle  courbe,  i^in  plan  transver- 
sal ; ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  à moins  que  la  courbe  ne  soit  comprise 
tout  entière  dans  le  plan  transversal. 

600.  On  démontre  d'ailleurs,  avec  une  égale  làcilité,  les  diverses  autres  pro- 
priétés générales  des  surfaces  du  second  ordre  et  des  lignes  qui  s'y  trouvent  ren- 
fermées, pourvu  «pi'on  admette  toujours  le  principe  de  continuité. 

Remarquons  d'abord  que  deux  sections  planes  quelconques  d'une  surface  du 
se«mnd  ordre  ont,  en  général,  deux  points  réels  communs  situés  sur  la  droite 
d'intersection  de  leurs  plans;  c'est-à-dire  que  cette  droite  est  une  sécante  commune, 
«pii  devient  idéale  quand  les  deux  (wints  en  «picstion  sont  im]K>ssibles  ou  ima- 
ginaires, et  «pii,  en  vertu  du  principe  cité,  n’en  conserve  pas  moins  tout«:s  ses 
propriétés  primitives  (*). 

Cela  posé,  «mnsidérons , par  exemple,  «leux  surfaces  du  second  ordre  ayant 
une  section  plane  commune,  réelle  ou  idéale;  je  dis  que,  «mnformément  à ce 
qui  a déjà  été  établi , d’imo  manière  différente,  dans  ce  qui  précède  (89a),  ces 
surfacts  auront  nécessairement  une  autre  section  plane  commune  conjuguée  à 
la  première;  ou,  en  d'autres  termes: 

(*)  Noos  avons  - «Irmootré  las  mêmes  cbases  rigourcosciacal , orl.  65,  eai»  raco«irir  an  priacipa 
da  aemtiaiiiU. 
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Si  l*une  des  branches  d intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  plane , 
r autre  le  sera  pareillement. 

Pour  le  prouver,  supposons  que  l’on  prenne,  & volonté,  trois  points  sur  la 
seconde  bnincbe,  pour  y faire  passer  un  plan;  il  ira  déterminer  deux  points 
reek  ou  imaginaires  sur  l’aulrc,  qui  seront  communs  à la  fois  aux  deux  surfaces, 
et  par  lesquels  devront  passer,  aussi  bien  que  par  les  trois  premiers,  les  deux 
lignes  du  second  ordre  qui  résultent  de  l’interseclioii  de  ces  surfaces  respectives 
par  le  plau  transversal;  ces  deux  lignes  auraient  donc  cinq  points  communs:  or 
cela  ne  j>eut  être  à moius  qu’elles  ne  se  ronfuiident  en  une  seule  et  même  courbe 
avec  la  seconde  brandie  dont  il  s’agit,  laquelle  est  ainsi  nécessairemeut  plane, 
eomnie  la  première. 

6oi.  Considérons  encore  ce  l>eau  théorème,  diî  a Monge  et  que  M.  Cbasles 
a ensuite  démontré  (*)  en  se  servant  du  principe  de  l’art.  428,  relatif  au  cas 
particulier  des  sections  conir|iies  : 

Quand  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré  sont  circonscrites  à une 
meme  troisième  surface  de  ce  degré  y elles  ont  toujours  deux  sections  planes 
communes  f réelles  ou  idéales , dont  les  plans  passent  par  la  même  droite  que 
ceux  de  contact  de  ces  surfaces. 

En  eflet , les  deux  courbes  planes  de  contact  de  ces  surfaces  étant  à la  fois 
sur  la  troisième,  ont  deux  points  communs,  réels  ou  imaginaires,  situés  sur 
la  droite  d'intersection  de  leurs  plans,  pour  chacun  desquels  les  trofs  surfaces 
ont  évidemment  à la  fois  même  plan  tangent  ; or,  ces  deux  points  appartenant 
à la  courbe  de  pénétration  dont  on  recherche  la  nature,  il  arrivem  qu’en  pre- 
nant, B volonté,  un  troisième  point  sur  celle  courbe,  pour  délemiiiier  atcc  les 
deux  autres  un  plan,  ce  plan  produira,  dans  les  deux  surfaces  correspondantes 
à cette  courbe  d’intersection,  deux  lignes  du  second  degré  qui  auront  trois  p>in(s 
communs,  dont  deux  seront  doubles  ou  des  points  de  contact;  ce  qui  ne  {leut 
être  a moins  <jue  les  deux  courbes  ne  se  confondent  en  une  seule  et  même  sec- 
tion coni<juc  commune  à la  fois  aux  deux  surfaces  que  Ton  considère,  c’est-à- 
dire  sans  qu’une,  au  moins , des  branches  d’intersection  de  ces  surfaces  soit  plane; 
donc  ranlrclescra  également  (600),  comme  ü s’agissait  de  le  démontrer.  On  voit, 
de  plus,  que  ces  deux  sections  cl  celles  de  contact  des  surfaces  qui  leur  cor- 
respondent ont,  toutes  qiuitre,  une  sécante  réelle  ou  idéale  commune. 

60»,  On  prouveniit,  d’une  manière  tout  aussi  simple,  que,  réciproquement, 
quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  deux  sections  planes  communes^  il  en 
existe  une  injinilé  d autres  qui  leur  sont  à la  fois  eirconseriies  ^ et  parmi  les- 
quelles il  en  est  deux  qui  sont  des  surfaces  comques  du  second  ordre.  y 

s^^^-Corrcjpondiïnte'Potyitchnitjutf  lom.  III,  p*g.  rt  roiv. 
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Cette  dernière  partie  dn  llicorème  revient  d'ailleurs  à ce  qui  a déj^  été  dit  pré- 
cédemment (59s)  sur  les  surfaces  du  second  degré  homologiqucs. 

603.  Les  raisonnemens  qui  pn'-cèdent  peuvent  évidemment  servir  aussi  à établir 
cet  autre  théorème , également  dù  à Monge  et  démontré  ensuite,  par  M.  Chasles, 
à l'endroit  déjà  cité  : 

Quand  deux  turfaees  du  tecond  ordre  ont  deux  points  de  contact  communs, 
ellm  s'entrecoupent  suivant  deux  courbes  planes , réelles  éu  imaginaires , passant 
par  ces  deux  points  ; de  telle  sorte  que  la  droite  tT intersection  de  ces  plans  a , 
pour  polaire  réciproque,  la  droite  d intersection  des  plans  tangens  aux  points 
de  contact  communs, 

La  proposition  inverse  est  en  quelque  sorte  évidente  à priori  (595);  cepen- 
dant, comme  les  sections  planes  des  deux  surfaces  peuvent  ne  pas  s’entrecouper, 
on  voit  qu'alors  ces  deux  surfaces  ont  un  double  contact  idéal  suivant  la  droite 
commune  aux  deux  plans  de  section , laquelle  étant  réelle  n'en  conserve  pas  moins 
sa  polaire  réciproque,  bien  que  celle-ci  soit  devenue  le  concours  idéal  de  deux 
pLns  tangens  imaginaires  communs  aux  deux  surfaces. 

604.  ('onsidérons  encore  deux  sections  planes  quelconques  d'une  surface  du 
second  degré , elles  auront  (600)  deux  points  réels  ou  imaginaires  commuas , c'est- 
à-dire  une  sécante  commune  placée  à l'intersection  des  deux  plans;  menons  les 
plans  tangens  aux  points  communs  correspondans , ils  se  rencontreront  suivant 
une  droite  polaire  réciproque  de  la  première  ; par  cette  droite  et  par  un  point  quel- 
conque de  l'une  des  deux  courbes , menons , de  nouveau , un  plan , il  ira  détei^ 
miner  sur  l'autre  courbe  deux  points;  joignons  enGn,  par  une  droite  , l'un  de  ces 
points  avec  le  premier,  elle  rencontrera  celle  d'intersection  des  plans  tangens  , 
en  un  point  qui  sera  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  renfermant  à la  fois 
les  deux  courbes  proposées. 

En  effet,  si  l’on  projette,  do  ce  point,  l'une  d’elles  sur  le  pbm  de  l'autre,  il  est 
évident  que  la  projection  aura,  avec  cette  autre,  trois  points  communs  dont  deux, 
apparteiians  à la  sécante  commune  ci-dessus,  sont  des  points  de  contact  de  ces  cour- 
bes; ce  qui  ne  peut  être  à moins  qu'elles  ne  se  confondent  on  une  seule  et 
même  courbe. 

Comme  au  point , pris  à volonté  sur  l'une  des  deux  conrbes  proposées,  correspon- 
dent toujours  deux  points  sur  l’autre,  on  voit  qu’il  existe  pareillement  deux  cônes 
passant  par  ces  courbes , lesquels  sont  par  conséquent  oonjugués,  La  démonstration 
s’appliquant  d'ailleurs,  mut  à mot,  an  cas  de  deux  sectious  cçtuiques  quelconques 
ayant  une  sécante  réelle  ou  idéale  commune  dans  l’espace , il  en  n':sulte  immé- 
diatement ce  théorème  connu  t 

Par  deux  sections  eoniques situées  ou  non  situées  sur  une  surface  du  se~ 
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cond  ordre  f mûrs  ttyant  une  sécante  réelle  ou  idéale  commune  ^ on  peut  toujours 
Jaire  passer  deux  cônes  de  cet  ordre. 

605.  Ainsi  deux  semblables  courbes  sont,  de  deux  manières  difTcrentes ^ pro~ 

jections  Tune  de  l'autre  par  rapport  au  sommet  de  chaque  cène  s c^est-a-dire  qu'celles 
jouissent,  comme  telles,  des  propriétés  que  nous  avons  déjà  souvent  signalées.  Si 
donc  011  suppose  que  ces  courbes  appartiennent  à une  même  surface  du  second 
ordre,  et  qu'on  conçoive,  par  le  centre  de  cette  surface  et  par  le  sommet  de 
l'un  quelconque  des  cènes,  une  suite  de  plans sccans,  il  en  résultera,  sur  cette  sur- 
face, des  sections  coniques  diamétrales  passant  toutes  par  un  ou  deux  mêmes 
jHjiuts,  lesquels  jouiront,  par  rapport  aux  courbes  proposées,  de  toutes  les  pro- 
priétés projectives  qui  appartiennent  au  centre  d'homologie  des  ligures  simplement 
décrites  sur  un  plan,  pourvu  qu'on  remplace  toujours  les  lignes  droites  par  des 
sections  diamétrales.  * 

On  arriverait  encore  au  même  but,  en  observant  que  ces  propriétés  appartien- 
nent (290)  aux  sections  coniques  qui , sur  un  plan  quelconque , sont  la  projection  des 
deux  premières  par  rapport  au  centre  de  la  surface.  On  voit,  de  plus , que  la  même 
extension  a lieu  pour  toutes  les  autres  propriétés  projectives  qui  peuvent  apparte- 
nir individuellement  à chacune  de  ces  sections  coniques  ou  à leur  système  com- 
mun. Enfin  on  remarquera  que  les  sommets  de  deux  cônes,  ainsi  conjugués,  sont 
réciproqnénnoi  tels  que  le  plan  polaire  de  l’un,  relativement  à la  surface,  passe 
par  r^nUn^et  par  la  sécante  commune  des  deux  courbes  planes  que  Ton  consi- 
dère | en  sorte  que  la  distance  de  ces  sommets  est  divisée  harmoniquement  (Sgo), 
et  par  les  deux  plans  des  courbes  dont  il  s'agit , et  par  la  surface  du  second  ordre 
qui  renferme  à la  fois  ces  deux  courbes.  • 

606.  Considérons  trois  sections  coniques  quelconques  dans  l'espace,  apparte- 
nantes ou  non  à une  surface  du  second  ordre , mais  ayant , deux  à deux  , une  sé- 
cante commune , réelle  on  idéale,  située  à l’intorsecUon  de  leurs  plans  respectifs; 
on  voit  que  les  trois  sécantes  dont  il  s'agit  iront  concourir  en  un  même  point  de 
l'espace.  Cela  posé,  concevons  les  trois  systèmes  de  cônes  conjugués  qui  renfer- 
ment , deux  à deux,  les  trois  courbes  proposées  ; il  est  évident  que  le  plan  tangent 
à deux  de  ces  cônes,  non  conjugués  entre  eux,  sera  tangent  à la  fois  aux  trois 
courbes,  et  par  conséquent  à on  troisième  cône  non  conjugue  au  premier;  donc 
les  sommets  de  ces  six  cônes,  c'est«à'dire  les  six  centres  d'homologie  ou  de  pro- 
jection des  trois  courbes,  sont,  trois  par  trois , sur  quatre  droites  et  par  conséquent 
dans  un  même  plan. 

Si  maintenAnt-on  combine  cette  remarque  avec  ce  que  nous  venons  de  dire  pour 
le  ras  de  deux  courlMîS,  on  verra,  en  examinant  ce  qui  se  passe  dans  les  differens 
q>hins  qui  apjwrlienncnt  à une  même  droite  des  centres  d'homologie,  que  les  pro- 
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priétà  projective*  de  n^trois  courbe*  iont  eolièrement  analogues  & ccIIm  (sect.  II , 
chap.  III}  qui  coocement  les  sécantes  communes,  les  axes  et  les  centres  de  simi- 
litude de  trois  cercle*  quelconques  traces  sur  un  m^me  plan;  avec  cette  difTérenec 
cependant  que  oe*  courbes, nu  lieu  d'avoir  une  autre  sécante  commune  cotijuguce 
à la  fois  aux  trras  premières,  comme  cela  a lieu  dans  le  cas  particulier  des  cercles , 
n'en  auront  aucune  de  cette  sorte.  On  pourra  même  en  conclure  que 

tfoû  ligna  du  second  ordre,  situées  à volonté  dans  t espace,  mais  ayant , deux 
à deux,  une  sécante  commune  intersection  de  leurs  plans,  sont  toujours  suscep- 
tibles et  appartenir  à une  seule  et  même  surface  du  second  ordre. 

607,  Supposons  enCn , comme  ci-dessus  (6o5),  que  l’on  projette,  sur  une  surface 
du  second  ordre  et  à partir  de  son  centre,  les  différens  points  et  les  dilfércntes  droi- 
tes relatives  aux  trois  sections  planes  arbitraires  quia’y  trouvent  renfermées;  on 
conclura  encore , de  ce  qui  précède , que  ces  courlws  jouiront  entre  elles  des  diverses 
propriétés  qui  appartiennent  au  système  de  trois  cercles  quelconques  tracés  sur  un 
plan,  pourvu  qu’on  remplace,  par  des  sections  diamétrales,  les  ligne*  droites  qui 
appartiennent  à ce  dernier  système. 

J*  même  remarque  s'étend  évidemment,  en  général,  i un  nombre  quelconque 
de  sections  planes  d'une  surface  du  second  ordre;  c’est-à-dire  que  les  propriétés 
projectives  d’un  tel  système  sont  entièrement  analogues  à celles  d’un  syslifl^  pareil 
de  cercles  tracés  à volonté  sur  un  plan.  •‘r. 

608.  Nous  avons  déjà  observé  {406)  que  toutes  ces  choses  ont  lieu  également 
pour  le  système  de  sections  coniques  quelconques  tracées  sur  un  même  plan , 
lorsqu’elles  ont  une  sécante  commune  reello  ou  idéale;  mais  cette  condition  n’est 
pas  même  nécessaire,  ou  plutàt  on  peut  la  remplacer  par  uue  autre  tout-à-fait 
différente;  car  on  prouve  aisément,  par  un  raisonnement  souvent  mis  en  Mage 
(887,  601 , etc.)  dans  ce  qui  précède,  que 

Trois  sections  coniques  quelconques , tracées  sur  un  même  plan  et  qui  ont  trois 
de  leurs  sécantes  communes,  non  conjuguées  entre  elles , concourant  en  un  point 
unique,  peuvent  toujours  être  considérées  comme  la  projection  de  trois  autres 
sections  coniques,  dans  F espece,  ayant  deux  à deux  une  sécante  commune  à F in- 
tersection de  leurs  plans  respect i/s. 

De  plus,  poi^|g>^selon  ce  qui  précède,  ce*  dernières  sections  coniques  appar- 
tiennent toujours  à même  surface  du  second  ordre , et  que , d'une  autre  part , 
tonte  courbe  traeée  sur  cette  stK&cc  toucÉc,  en  projection,  son  contour  apparent  (*) 
aux  deux  points  communs  à ce  contour  et  à la  première  courbe,  on  voit  que  no* 

(*)  Cette  espraeiîoii,  q*i  m rs|ipone  esseaticllcmcat  eu  ces  de  la  perepeedve,  d^gns  Ici  la  courbe 
de  comectdu  oâne,  eavelcpp*  de  la  serf  eau,  ^a  sa*  comcecccacmtrcdcpiaiecUcujca  d'antrea 
tacaes,  c'est  le  eectù»  rdaiÎT*  an  ]dea  paiaiin  iki  ecats*  d*  prqoctioa. 
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trois  sections  coniques  sont  susceptibles  d‘ètre  enveloppées,  à la  fois,  par  une 
même  quatrième  section  conique,  ou  d'avoir  un  double  contact  avec  elle,  soit 
réel,  soit  simplement  idéal. 

G09.  En  général,  lorsqu’une  section  conique  a un  double  contact,  réel  ou 
idéal,  avec  une  autre  section  conique  tracée  sur  son  plan,  on  peut  toujours  la 
considérer  comme  la  projection  d'une  section  plane  d'une  surface  du  second  ordre, 
qui  aurait  l’auti'e  pour  contour  apparent,  et  vice  versa.  Imaginons  en  effet , par 
celle-ci,  une  surface  quelconque  du  second  ordre,  et  il  y en  a évidemment 
une  inBnité  ; concevons  (5gg)  le  c6nc  tangent  à celte  surface  le  long  de  la  conrbe 
qu’elle  renfernw  ; son  sommet  étant  pris  pour  centre  de  projection  ou  point  de 
vue,  il  est  évident  que  la  courbe  de  contact  sera  le  contour  apparent  de  la 
surface.  Cela  posé,  concevons  que,  par  un  point  de  cette  surface,  projection 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  qui  a un  double  contact  avec  la  première, 
on  mène  un  plan  qui  renferme  en  même  temps  la  sécante  de  contact  commune  & 
ces  courbes  ; il  rencontrera  la  surface  en  une  nouvelle  courbe  dont  la  projection, 
sur  le  plan  du  contour  appareut , aura  avec  l’antre  trois  points  communs,  dont  deux 
doubles  ou  appartenans  aux  mêmes  élemens  3 donc  ces  courbes  ne  font  vérita- 
blement qu’une  seule  et  même  courbe,  ainsi  qu’il  s’agissait  de  le  démontrer. 

Il  suit  de  U évidemment,  et  de  ce  qui  prt'cêde  (6o(>),  que  le  système  d'un 
nombre  quelconque  de  sections  coniques,  ayant  un  double  contact,  réel  ou  idéal, 
avec  une  même  section  conique  donnée  sur  un  plan , jouissent  exactement  entre 
elles  des  mêmes  propriétés  projectives  que  le  système  pareil  d’un  nombre  quel- 
conque de  cercles  tracés  sur  un  plan  commun,  si  ce  n’csl,  toutefois,  qu’elles 
n'auront  pas,  comme  ceux-ci,  une  sécante  commune  en  même  temps  à tout  leur 
système  (94). 

.^insi,  par  exemple,  si  l’on  en  considère  trois  à volonté,  leurs  centres  d’ho- 
mologie, pris  dans  un  certain  ordre  et  de  façon  qu’il  n'y  en  ait  pas  deux  qui 
soient  conjugués  entr’eux,  seront,  trois  par  trois,  en  ligne  droite,  etc.,  etc. 

D'après  l’art.  608,  les  mêmes  choses  ont  lieu  aussi  pour  le  cas  où  les  sections 
coniques  proposées  sont  seulement  telles  que  trois  de  leurs  sécantes  communes, 
non  conjiigées  entr’elles,  concourent  en  un  point  unique  du  plan  qui  les  ren- 
ferme. 

610.  Toutes  ces  propriétés  pourraient  d'ailleurs  s’établir  directement  au  moyen 
de  celles  qui  ont  déjà  été  démontrées,  par  une  autre  marche,  dans  le  chap.  III 
de  la  III".  section,  et  celles-ci  sont  évidemment,  à leur  tour,  comprises  im- 
plicitement dans  les  précédentes.  Or  U est  à remarquer  que  cette  corres- 
pondance est  indépendante  de  la  réalité  ou  de  la  non  réalité  du  double  contact 
des  sections  coniques  que  l’on  considère  3 c’est-à-dire  que  les  diverses  propriétés  qui 
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précèdent  subsistent  également  pour  le  cas  où  le  double  contact  est  idéal.  En  cfTct , 
les  propriétés  dos  sections  planes  d’une  surface  du  second  ordre  sont  cllrs- mêmes 
indépendantes  de  la  position  particulière  de  ces  sections  sur  la  surface;  et,  pour 
que  la  projection  d’une  certaine  section,  sur  le  plan  du  contour  apparent,  ait  un 
double  contact  idéal  avec  ce  contour,  il  sullît  qu'elle  n'ail  aucun  point  commun 
avec  lui  ; ce  qui  est  possible  évidemment  d'une  infîuitc  de  manières  ditl'érenles.  Hien 
plus,  do  ces  considérations  relatives  à l'espace,  on  pourrait  déduire  l’interpréta- 
tion , en  quelque  sorte  rigoureuse , de  tout  ce  qui  a été  dit  sur  le  double  contact 
idéal  des  sections  coniques  ; et  l’on  voit  même  comment  il  serait  possible  de 
les  étendre  au  cas  où  certaines  lignes  détiendraient  entièrement  imaginaires , et 
ù celui  où  ces  lignes,  au  lieu  d’être  simplement  des  sections  coniques,  seraient 
d'un  ordre  quelconque,  etc. 

Mais  revenons  aux  propriétés  des  sections  coniques  qui  ont  un  double  con- 
tact avec  une  section  conique  donnée  sur  un  plan,  et  supposons  que  certaines 
d’entre  elles  se  réduisent  à des  points  isolés,  à des  systèmes  de  deux  droites  indc- 
linies,  i des  portionsde  lignes  droites  (437)  inscrites  ou  terminées  ùla  courbe  dont  il 
s'agit;  cela  reviendrai  admettre  que  les  plans  des  sections,  qu’elles  représentent 
sur  la  surface  qui  a la  conique  proposée  pour  contour  apparent,  soient  les  uns  tan- 
gens  à cette  surface,  les  autres  sécans  suivant  deux  de  ses  génératrices  (SgS),  les 
autres  enfin  dirigés  vers  le  point  de  vue  ou  centre  de  projection  qui  lui  est  relatif; 
or  il  en  résultera  une  infinité  de  propositions,  fort  élégantes,  du  genre  de  celles 
déjà  établies  dans  la  II',  section  de  cet  ouvrage.  Ainsi,  par  exemple,  en  sup- 
posant que  deux  ou  trois  sections  eoniques,  doublement  tangentes  avec  la  pro— 
]KMée,  se  réduisent  au  système  de  deux  ou  trois  cordes,  on  retombera  directement 
(4x4)  sur  les  propriétés  du  quadrilatère  cl  de  l’hexagone  inscrits  aux  si-ctions 
coniques,  etc.,  etc. 

Au  surplus,  nous  ne  devons  pas  oublier,  on  terminant  ce  sujet  vraiemenl  digne 
d'intérêt,  et  qui  nous  semble  bien  piarprc  à montrer  toutes  les  ressources  qu’on 
peut  tirer  du  principe  de  conliuuitc,  nous  ne  devons  pas  oublier,  dis-je,  de  rappeler 
que  M.  Chasles(“J  ct.'avantlui , le  savant  auteur  des  Dh’etoppcnuns  de  Géométrie, 
31.  Dupin  ('*),  avaient  déjà  indiqué,  à l'occasion  du  problème  où  il  s’agit  de 
mener  une  section  plane  tangente  a trois  autres  sectioits  planes  quelconques  d’une 
surface  du  second  ordre,  comment  on  prouvait  passer  de  la  aux  propriétés  des  fi- 
gures rectilignes  iuscriles  aux  sections «oniques. 

Nous  ajouterons , à tout  ce  qui  précède,  qu’on  obtiendrait  aisément  les  proprié- 
tés des  figures  circonscrites  aux  surfaces  du  second  ordre , en  considérant , sur 

{•)  Correspondance  Puljtrchnhjno , tome  lit,  psg.  ty. 

('*)  Hême  recueil,  tooie  II,  page  4^1. 
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une  telle  surface,  les  cènes  circonscrits  qni  ont  ses  diverses  sections  planes  pour 
lignes  de  contact  avec  elle;  car,  d’après  le  théorème  de  Monge  (6oi),^lons  ces 
cènes  s’entreconi>eroiit  suivant  des  conrbes  planes,  dont  les  propriétés , h l'egard 
des  sommets  correspondans , seront  faciles  à découvrir  au  mo)ren  de  celles  qui  ap- 
partiennent aux  conrbes  de  contact  tracées  sur  la  surface,  et  de  la  théorie  des  po- 
laires réciproques  (Sga).  Tout  consiste,  en  effet,  è remarquer  que  le  sommet  d'un 
cène  quel(9onque,  circonscrit  à une  surface  du  second  ordre,  est  le  pèle  du  plan 
do  contact  correspondant,  et  que  la  surface  même  du  cène  est  polaire  réciprd^e 
de  la  courbe  contemie  dans  ce  plan  ; que  les  courbes  d'intersection  de  deux  cènes 
circonscrits  sont  réciproques  polaires  des  surfaces  coniques  qui  renferment  les 
deux  courbes  de  contact  correspondantes,  etc.,  etc. 

Des  courbes  d'intersection  des  surfaces  du  second  degré  en  général;  de  leurs 

droites  diaméti'ales  conjuguées  communes  ; de  leurs  sections  circulaires  et  de 

leurs  uses  principaux. 

6i  I.  Au  lieu  de  considérer,  comme  dans  tout  ce  qui  précède,  des  sections  pla- 
nes faites  dans  une  surface  du  second  ordre,  occupons-nous  des  courbes  k double 
courbure  qui  résultent , en  général , de  l'intersection  de  cette  surface  par  une  autre 
surface  quelconque  du  second  ordre;  nous  trouverons  encore  que  les  branches 
d'une  telle  courbe  jouissent  entre  elles  de  propriétés  analogues  à celles  qni  ap- 
partiennent au  système  de  deux  des  premières  : c'est-à-dire  que  ces  branches  sont 
susceptibles  d’être  placées  sur  une  même  surface  de  cène,  et  sont  par  conséquent 
aussi  homologiques  par  rapport  au  sommet  de  ce  cène;  car  il  est  visible  (58g)  que 
leurs  droites  homologues  concourront  sur  un  même  plan  d'homologie,  qni  sera 
évidemment  ici,  comme  dans  ce  qui  précède,  le  plan  polaire  du  sommet  du  cène 
relativement  à chacune  des  deux  surfaces. 

Reuiarquons  d’abord  que  la  courbe  de  pénétration  est,  en  général,  composée 
de  deux  branches , Tune  d’entrée,  Tantre  desortie,  e(  que  son  degré  est  néces- 
sairement le  quatrième,  puis<]uc  tout  plan  transversal  ne  peut  jamais  déterminer 
plus  do  quatre  points  d’intersection,  communs  aux  deux  surfaces,  appartenans 
aux  deux  lignes  du  second  ordre  qui  sont  dans  ce  plan.  Cela  posé,  considérons 
un  plan  tangent  quelconque  T (*)  aux  deux  branches  dont  il  s'agit,  il  coupera 
Ica  surfaces  suivant  deux  lignes  du  second  ordre  (U)  et  (V)  ayant  un  double 
contact  entre  elles  aux  points  communs  à ces  branches  et  au  plan  tangent,  points 


(S)  Noos  B'âvou  pas  décrit  U figure,  4 cause  de  ta  cosapticalioa.  Dais  U sera  facile  de  la  aep- 
ptccT  au  bcaom. 
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que  noui  Qomraerotu  aeïb;  concerons  pareillement  an  second  plan  tangent  T*  k ces 
branches,  et  soient  (V)  et  (V'J,  a*  et  A*  respectivement  les  nouvelles  lignes  du 
second  ordre  et  les  points  de  contact  qui  en  résultent  { il  est  évident  que  les 
courbes  (U)  et  (U'J  auront  une  corde  commune  mn  (600)  sur  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  T,  T',  et  que  celles  (V)  et  (V')  en  auront  ]>arcillement  une  fnf  sur 
cette  droite i donc,  d'après  un  théorème  que  nous  avons  fait  connaître  C4*9)i  «I 
qu'il  serait  iacilo  d'établir  directement  au  moyen  des  considérations  qui  pré-cédent, 
cMbcunc  des  sécantes  de  contact  ab  et  a^b'  devra,  selon  l’espèce  du  conUct  (416), 
concourir  en  l’un  ou  en  l'autre  des  points  K et  L qui,  sur  la  droite  d'inter- 
section des  plans  T,  T,  divisent  k la  fois  liarmoniqucment  les  cordes  mn,  py  , 
et  sont  aicm  déterminés  de  position  sur  cette  droite. 

Mais  il  existe  nécessairement  une  infinité  do  plans  tangens  pour  lesquels  le 
contact  est  de  l'une  des  deux  espèces,  et  il  e^|^ste  aussi  une  infinité  dont 
le  contact  est  de  l’autre  de  ces  espèces  i en  sorte  que  les  paires  de  plant  tangens 
T et  T',  qui  leur  appartiennent  respectivement,  donneront  lieu  k des  sécantes  de 
contact  ab,  e!V  concourant , les  unes  en  des  points  K , les  autres  en  des  points  L 
de  la  droite  d'intersection  de  cet  paires  de  plans.  Supposons  donc  qu'on  ne  consi- 
dère, en  particulier,  que  la  suite  des  plans  tangens  de  la  première  espèce,  et 
soit  T"  un  troisième  plan  tangent  qui  ait  cette  propriété  avec  ceux  T et  T'  | 
soient  a"  et  A"  les  points  de  contact  correspondans  i il  résultera,  de  ce  que  nous 
venons  do  dire , que  les  droites  ab,  a'V,  o"A"  devront  se  croiser,  deux  k deux , sur 
les  intersections  des  plans  T,  T',  T",  ce  qui  ne  peut  être  évidemment  k moins  que 
ces  droites  n'appartiennent  k un  quatrième  plan,  ou  qu'elles  ne  concourent  au  point 
commun  k la  fois  aux  trois  autres  i or  la  première  hypothèse  est  inadmissible, 

puisqu'on  serait  amené  k conclure  que  l’infinité  de  points  rt.  A,  u'.  A' serait 

située  sur  un  même  plan } donc  la  seconde  seule  subsiste. 

Mais  nous  venons  de  montrer  que  le  point  d'intersection  K des  trois  droites  et 
des  trois  plans  que  l'on  considère,  est  entièrement  déterminé  de  position  au  moyen 
de  deux  de  ces  droites  ou  de  ces  {dans  ; de  plus  il  est  assez  évident  que  tous  les 
plans,  assujettis  même  lui  et  qui  sont  en  nombre  infini,  doivent  se  succéder 
sans  intemiptiüu  ou  d'une  manière  continue  t donc  enfin,  si  l'on  fait  rouler  con- 
venablement le  troisième  des  plans  dont  il  s’agit  sur  les  branches  de  pénétration  des 
deux  surfaces , il  ne  cessera  pas  de  passer  par  le  point  fixe  K,  aussi  bien  que  la  sé- 
cante de  contact  qui  lui  correspond } et  par  conséquent  ce  plan  et  cette  sécante 
décriront  nn  même  cène,  qui  renfermera  k 1a  fois  les  deux  branches  dont  U s’agit. 

Concluons  donc,  confi^rmément  k ce  ipii  a été  avancé  au  commencement  de  cet 
article,  que  ces  deux  branches  sont  homologiques  l’une  do  l'autre  per  rap- 
port au  sommet  du  cène , et  qu'elles  ont , pour  plan  d'bontologie , le  plan  polaire 

So 
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rdatif  à ce  «oramet,  et  (jai  est  nécesMircraent  commun  à la  fois  aux  deux  snrfaws 
proposées. 

6 la.  Réciproquement,  si  un  poiut  quelconque  de  t'espace  est  tel  qu’il  ait 
même  plan  |Mjlaire  dans  deux  surfaces  du  second  ordre,  ce  point  sera  nécessaire- 
ment le  sommet  d'un  cène  passant  par  la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces  ( 
car  tout  plan  renfermant  cc  poiut  déterminera  deux  courbes  du  second  degré 
dans  CCS  surfaces,  lesquelles. auront  même  polaire  par  rapjxirtTiu  point  en  ques- 
tion ï cc  qui  ne  peut  être  à moins  qu’il  ne  soit  (363)  le  point  de  concours  de  deux 
de  leurs  sécantes  conjuguées  communes,  d’ailleurs  réelles,  idéales  ou  imaginaires. 

Je  dis,  eij  outre,  que  le  cône,  formé  par  la  suite  de  tous  ces  systèmes  de  sé- 
cantes conjuguées  communes,  et  celui  qui  renferme  en  général  les  deux  brandies  de 
pénétration  de  denx  surfaces  quelconques  du  second  ordre , seront  cux-mèmcs  du 
second  ordre  seulement  : en  effet,  un  plan  quelconque,  passant  par  le  sommet  do 
l’un  de  ces  cônes,  ne  déterminera  jamais  plus  de  deux  arêtes  sur  la  surface  de 
ce  cône,  et,  par  suite,  une  droite  quelconque  ne  pourra  jamais  rencontrer  cette 
surface  en  plus  de  deux  points. 

613.  Enfin,  puisque,  par  la  courbe  de  pénétration  de  deux  surfaces  du  second 
degré , on  peut  faire  passer  un  cône  de  ce  degré , sur  lequel  elle  se  trouve  comprise 
tout  entière,  à plui  forte  raison  doit-on  pouvoir  y faire  passer,  et  d’une  infinité 
de  manières  différentes , nne  nouvelle  surface  du  second  degré  ; mais  c'est  ce 
qu'on  peut  aussi  démontrer  directement,  ainsi  qu’il  suit  : prenons  un  point  quel- 
conque de  l'espace  pour  y faire  passer  la  nouvelle  surface,  et  concevons,  par 
une  droite  menée  arbitrairement  de  ce  point,  line  suite  de  plans,  ils  coupe- 
ront la  courbe  de  pénétration  des  surfaces  proposées  chacun  en  quatre  points. 
Concevons,  pour  chaque  plan , la  ligne  du  second  ordre  qui  renferme  ces  quatre 
points  et  le  point  pris  k volonté,  la  suite  de  ces  lignes  formera  une  certaine 
surface  continue  qui  sera  nécessairement  du  second  degré  i car  tout  plan  trans- 
versal déterminera,  dans  cette  surface,  nne  courbe  qui  aura  au  plus  quatre 
points  communs,  réels  ou  imaginaires,  avec  la  courbe  correspondante  formée, 
dans  l'une  des  surfaces  proposées,  par  le  plan  transversal , etX[ui  ne  pourra  être 
par  conséquent  que  du  second  degré  ; donc  il  en  sera  de  même  aussi  de  la  surface 
à laquelle  cette  courbe  appartient. 

614.  Les  raisonnemens  établis  ci-dessus  (611)  laissent  assez  apercevoir  qu’il 
y a plus  d'un  cône  du  second  degré  renfermant  à la  fois  les  branches  de  la  courbe 
de  pénétration  des  deux  surfaces  qu’on  y considère , et  que  chacun  de  ces  cônes 
doit  provenir  d'un  même  mode  de  mouvement  continu  du  plan  tangent  T au- 

vtour  de  ces  deux  branches.  Or,  si  l’on  suppose  ces  deux  branches  fermées , ce 
qui  n’ôte  rien  è la  généralité  des  conséquences  qui  vont  suisTC,  il  sera  aisé  de 


Digitized 


SUPPLÉMENT.  3g5 

(*^perccToir  que,  par  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'une  d'ellee,  on 
peut  mener  au  moins  deux  plans  tangens  à U secondo}  or  je  dis  qu'il  existera 
egalement  nu  moins  un  plan  douldemcnl  langent  à 1a  branche  qui  lui  ap|>nrtient. 

Kn  oflet,  celte  dernière  étant  supposée  fermée,  il  existera  toujours  une  inlinitc 
de  plans  langens , en  un  do  ses  points,  qui  la  rencontreront  en  deux  nouveaux 
points!  et,  comme  il  en  existe  également  une  infinité  qui  rencontrent  la  seconde 
branche  en  deux  points,  en  cessant  per  conséquent  de  rencontrer  la  première, 
on  voit  qu'il  y aura  nécessairement  une  position  intermédiaire  du  plan  en  question 
pour  laquelle  il  sera  doublement  tangent  è la  branche  qui  lui  appartient  : on 
pourrait  même  ajouter  qu'il  existe,  en  géttéral,  deux  plans  tangens  pareils,  puis- 
qu'il doit  y avoir  au  moins  un  point  d’entrée  et  un  point  de  sortie  du  plan  tangent. 

Quoi  qu'il  en  soit,  puisqu'un  céiie  du  second  ordre  ne  peut  avoir  qu'un  seul  plan 
langent  en  un  point  donné  sur  sa  surface,  il  est  clair  que  les  quatre  plans  tangens 
que  nous  venons  de  considérer,  jwur  un  même  point  do  la  courbe  do  pénétra- 
tion , doivent  appartenir  à rpialrc  cènes  ou  à quatre  modes  de  mouvement  distincts 
du  plan  tangent.  Je  dis,  en  outre,  qu’il  ne  saurait  y en  avoir  plus  de  quatre. 

6l5.  Pour  le  prouver,  concevons  la  droite  qui  renferme  les  sommets  de  deux 
cônes  qurdeonques 5 il  est  clair  que  tout  plan,  passant  par  cette  droite,  ren- 
contrera les  cônes  suivant  deux  systèmes  de  sricantes  conjugaéea  coramunesraux 
deux  sections  qui  correspondent  à ce  plan  et  aux  surfaces  proposées  •,  donc  (36o) 
chaque  sommet  aura,  dans  ces  courbes,  même  polaire  passant  réciproquement 
par  l'autre  ; donc  pareillement  le  plan  polaire,  commun  a la  fois  aux  deux  surfaces 
et  k l’un  des  sommets  de  cônes,  passera  réciproquement  par  l’antre  sommet  ! 
or  de  là  on  conclut  d’abord  ce  théorème,  dont  la  remarque  de  l’art.  6o5  u’olfre 
qu'un  cas  particulier,  et  qui  entièrement  analogue  à celui  de  l’art,  3fio 
relatif  aux  simples  lignes  dn  second  ordre  i 

Les  sommets  des  différens  cônes  ^ qui  renferment  la  courbe  d'intersection  de 
deux  surfaces  quelconques  du. second  ordre j sont  tels  que  le  plan  polaire  de 
fan  quelconque  dentre  eux  passe  à la  J'ois  par  tous  les  autres, 
fil 6.  Donc  aussi 

Le  notnbre  de  ces  sommets  est,  au  plus,  de  quatre,  et  le  tilraèdre  qui  leur 
appartient  est  tel  qu'une  arite  quelconque  a pour  polaire  réciproque,  dans  fune  et 
dans  t autre  surface,  f arête  respectivement  opposée  de  ce  tétraèdre. 

S’il  pouvait  y avoir  un  cinquième  sommet,  il  faudrait  nécessairement,  d après 
ce  qui  précède,  qu’il  fût  le  pôle. du  plan  qui  renferme  trois  quelconques  des 
autres  sommets  ; c'est-à-dire  qu’il  devrait  se  confondre  avec  le  quatrième.  Donc 
enfin  il  existe,  en  général,  quatre  cônes  renfermant  la  courbe  d'intersection, 
et  il  ne  peut  jamais  en  exister  plus  de  quatre  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

5o* 
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L'on  voit,  en  ontre , que , quand  trois  des  quatre  sommets  de  cdnes  sont  donnls, 
le  quatrième  s’ensuit  nécessairement,  puisque,  d’après  ee  qui  précède,  il  doit 
être  le  pèle  du  plan  qui  renferme  à la  fois  les  trois  autres. 

617.  De  là  ou  déduirait  immédiatement,  comme  cas  particulier,  tous  les  théo- 
rèmes de  Monge  sur  les  droites  diamétralts  eon/uguéu  communes  des  surfaces 
du  second  ordres  théorèmes  qui  ont  été  ensuite  démontrés  analytiquement,  par 
M.  Chasles,  à l’endroit,  déjà  cité  (601),  de  la  Correspondance  polytechnique. 

• En  effet , lorsque  deux  surfaces  quelconques  du  second  ordre  sont  concentriques, 
elles  ont  même  plan  polaire  à l’infini  (58o  et  Sgi)  par  rapport  au  centre  commun  ; 
donc  (61s)  ce  centre  est  le  sommet  d'un  cène  du  second  ordre  qui  renferme 
• la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces,  et  par  conséquent,  les  trois  antres 
sommets  étant  nécessairement  à l'infini  (6i5),  les  cènes  qui  leur  correspondent 
sont  des  cylindres  du  second  ordre  aussi  bien  que  ceux  qui,  ayant  mêmes  sommets 
qu'eux,  sont  circonscrits  respectiTement  aux  deux  surfaces.  Enfin  on  voit  que 
les  deux  surfaces  proposées  ont  trois  plans  diamétraux  conjugués  communs,  ayant 
pour  pèle,  à l'infini,  les  sommets  dont  il  s'agit;  et  ces  plans  deviennent  évi- 
demment des  plans  diamétraux  rectangulaires  de  l’une  des  surCices  du  second 
ordre,  quand  l'antre  est  une  sphère. 

Il  est  d’ailleurs  facile  do  prouver  que,  dans  ces  divers  cas,  les  sommets  de 
cènes,  à l'infini,  sont  toujours  réels. 

En  effet , il  est  évident  que  l’on  pourra  toujours  concevoir  une  troisième  sur- 
face du  second  ordre  concentriqne  aux  deux  proposées,  c’est-à-dire  ayant  même 
plan  polaire  à l’infini  par  rapport  au  centre  commun,  et  qui,  étant  s.'ct  s.  p.  par 
rapport  à l’une  de  ces  surfaces,  aura  avec  l’autre  deux  branchea  distinctes  de  pé- 
nétration commune,  et  par  conséquent  trois  siJmmets  réels  de  cènes  (614) cir- 
conscrits à ces  branches  et  placés  à l'infini,  outra  celui  qui  se  confond  avec  le  centre 
commun;  c’est-à-dire  qu’elle  aura,  avec  cette  autre  surface,  trois  plans  diamétraux 
conjugués  communs.  Or  les  deux  surfaces  s.  et  s.  p.  ont  évidemment  les  mêmes 
systèmes  de  plans  diamétraux  conjugués;  donc  ceux.dout  il  s'agit  sont  communs 
à la  fois  aux  trois  surfaces  que  l'on  considère , et  par  consél^ieat  aux  deux  pro- 
posées ; donc  enfin  il  existe  toujours,  pour  ceUes-ci,  trois  points,  à l’infini,  qui 
ont  mêmes  plans  polaires  dans  chacune  d'elles,  et  qui  peuvent  être  considérés,  an 
moins  idéalement,  comme  le  sommet  d'autant  de  cènes  renfermant  les  branches, 
réelles  on  imaginaires,  de  pénétration  des  deux  surfaces. 

616.  Puisque  tout  plan  diamétral  détermine,  dans  les  deux  surfaces , deux  lignes 
du  second  ordre  concentriqiu» , qui  ont  au  moins  doux  sécantes  idéales  conjuguées 
communes  (365  et  364),  >1  est  aisé  de  prouver  c]ue , parmi  les  quatre  cènes  ou  cj- 
lindres  du  second  ordre  qui  renferment  l'intersection  des  deux  surfil  ces  concen- 


Digitized  by  Google 


SUPPLÉMENT.  397 

triquM  propot^ei,  il  en  exùtc  éfpiicmrnt  an  moins  deux  qui  demeurent  rdds, 
même  lorsque  cette  intersection  est  entièrement  imaginaire.  Ainsi  cette  courbe  a 
toujours  tu  moins  deux  de  ses  projections , sur  un  plan  quelconque,  qui  sont  des 
sections  coniques  réelles  ■ quant  aux  deux  autres  cylindres  oueAnes,  ils  doivent 
nécessairement  être  impoaaibles  ou  imaginaires  en  même  temps  que  la  courbe  de 
pénétration  dont  il  s'agit,  puisqu’autrement  les  sections  planes , passant  par  le 
centre  commun  des  suriâces  proposées,  auraient  plus  de  deux  sécantes  communes}- 
ce  qui  est  impossible  dans  l'h^potbèse  dont  il  s'agit. 

Ces  raisonnemens  s’appliquant , d'une  manière  analogue , au  cas  oè  les  deux  sur- 
faces du  second  ordre , sans  être  concentriques , ont  cependant  un  pAle  commun 
relatif  à un  même  plan,  il  en  résulte  que,  dès  qu'elles  ont  un  tel  point,  elles  en 
ont  nécessairement  trois  antres  qui  sont  réels  en  même  temps  que  le  premier, 
et  qui  peuvent  être  considérés,  avec  ce  point,  comme  les  sommets  d'autant  de 
cAnes  renfermant  les  branches  d'intersection  des  surlàccs  proposées  : on  voit,  de 
plus,  que  deux  do  ces  quatre  points  appartiennent  nécessairemeut  è des  cAnes 
imaginaires,  quand  ces  surfaces  cessent  de  s'entrecouper. 

Je  ne  crois  pas  devoir  m'étendre  davantage  sur  ces  considérations  ; mon  but 
n'étant  ici  que  de  faire  voir  comment  on  peut  arriver  iaciiement,  au  moyen  des 
principes  posés  dans  cet  ouvrage , aux  difrérena.lkéorèmes  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  qu'on  a coutume  do  traiter  par  l'Analyse  algébrique  s je  me  conten- 
terai,pour  terminer  ce  sujet,  de  présenter  un  dernier  exemple  relatif  ii  la  re- 
cherche des  sections  eirculüires  des  surfaces  du  second  ordre , laquelle  te  rattache 
évidemment  il  celle  des  axes  principaux  et  des  ombilics  de  ces  surfaces. 

619.  Concevons  donc  une  surface  du  second  ordre  quelconque,  et  proposons- 
nous  de  rechercher  directement  si  une  telle  sui-lace  a des  sections  circulaires, 
et  en  quel  nombre  sont  ces  sections. 

Traçons  il  volonté  une  sphère  dans  l'espace;  les  sections  circulaires  de  la  sur— 
iacc  proposée,  si  elles  existent,  auront,  avec  les  sections  qui  leur  sont  parallèles 
dans  la  sphère , une  sécante  idéale  commune  située  b l'inhui , ou , si  l'on  veut , 
elles  auront , à l'inimi , deux  pmnts  imaginaires  communs,  car  (s4i  et6oo)elles 
appartiendront , deux  è deux , è un  même  cAne  comme  étant  s.  et  s.  p. 

Tout  consiste  donc  k rechercher  les  points,  k l'infini,  communs  aux  deux 
surfaces , ou  les  sécantes  communes  qui  les  renferment  ; car  tout  plan , passant 
par  l’une  de  ces  sécantes,  eonpera  nécessairement  la  sphère  et  la  surface  pro- 
posée suivant  deux  courbes  a.  et  s.  p.,  c'est-à-dire  suivant  des  cercles  : or  le 
plan , qui  renferme  (58o)  tous  les  points  à l'infini  de  l'espace,  coupe  idéalement 
la  sphère  et  la  surface  proposée  suivant  un  cercle  et  une  conique  qui  ont  quatre 
points  imaginaires  communs,  et  par  conséquent  aixeécanles  cuoimunes,  dont  deux 
uéccssaii-cmcnt  réelles,  comme  on  va  le  démontrer  dans  ce  qui  suit. 
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(^U  posé,  imâginonfl,  dans  le  pUn  à l’iiifini,  une  droite  quelconque  dont 
la  direction  pont  d'ailleurs  être  ceosco  appartenir  à rioteraecUon  de  deux  pUni 
paridlélcs  5 les  poiats  réciproques  (388)  de  ceux  de  celte  droite,  par  rapport  aux 
sections,  àTinfini,  des  surfaces  proposées , seront  (370)  sur  une  troisième  section 
conique  qu'il  s'afpt  actuellement  de  construire,  bien  que  Tune,  au  motos,  des 
deux  autres  soit  imaginaire,  aOu  d'obtenir  (37r  et  373)  les  sécantes  communes 
demandées,  qui  sont  nécessairement  tontes  denx  idéales.  • ' 

Prenons,  à volonté,  un  point  sur  la  droite  dont  il  s'agit;  construisons , pour 
chaque  surface,  le  plan  polaire  de  ce  point,  il  ira  rencontrer  le  plan  à l'infini 
suivant  une  droite,  qui  sera  évidemment  la  polaire  du  point  en  question  par 
rapport  à la  section  correspondante  du  plan  k rinnni.  Les  deux  polaires  ainsi 
obtenues  étant  réelles,  iront  $0  rencontrer  cti  un  point  qui  sera  le  réciproque 
du  proposé  ; donc  on  pont  construire  le  lieu  des  points  réciproques  de  ceux 
d'nne  droite,  donnée  sur  le  pU  n il  rinfioi , sans  connaître  les  deux  sections 
coniipies  qui  leur  appartiennent,  et  maigre  que  ces  sections  coniques  soient 
■msgiuaires,  en  tout  ou  seulement  eu- partie. 

En  répétant  les  mêmes  opérations  pour  une  autre  droite  quelconque  à l'inGni, 
il  en  résultera  une  nouvelle  réciproque , qui  ira  rencontrer  la  première  en  quatre 
points  (371),  dont  un  sera  le  réciptoqne  de  l'intersection  commune  des  deux  di- 
rectrices , et  dont  un , au  moins , des  trois  antres  sera  réel  et  le  concours  de  deux 
des  sécantes  communes  cherchées.  Je  dis,  de  plus,  que  les  deux  derniers  pointa 
d’intersection  seront  aussi  réels  en  même  temps  qne  les  premiers. 

En  eSet , si  l'on  construit , comme  ci-dessus , la  polaire  du  second  point  réel 
déjà  trouvé  par  rapport  aux  deux  conrbea  propoaées , polaire  qui  est  commune  (36o) 
h leur  s^téme , elle  déterminera  dans  cca  courbes  deux  cordes , qui  devront 
être  divisées  à la  fois  harmoniquement  (36 1)  par  les  deux  derniers  points  cher- 
chés. Supposons  donc  que,  par  cette  polaire,  on  mène  un  plan  tranaversal 
arbitraire,  il  reneontrera  la  auifàco  du  second  ordre  suivant  une  section  coniqne, 
et  la  sphère  suivant  nn  cercle,  qui  auront  les  cordes  chdessus  en  commun  avec 
les  sections  relaiives  au  plan  k l’infini  i or  les  deux  points  qu’on  cherche,  snr 
la  direction  commune  de  ces  cordes,  doivent  évidemment  être  tris  (194),  d'sprès 
la  propriété  dont  ils  jouissent  de  diviser  ces  cordes  harmoniquement,  que  la 
polaire  de  l'on  quelconque  d'entre  eux  passe  par  l'autre  ; mais  ils  sont  à l'infini , 
et  oat  polaim  Sont  dm  diamètres  du  cercle  ét  de  la  section  conique  en  question  ; 
Mno  e«  foiuts  appertieoneot  à la  direction  des  diaanètres  conjugués  parallèles  des 
oourbea  dont  il  ■‘agit,  o'mbk<4ifu  aux  aces  rectaugdaires  ou  principaux,  de  celle 
qui  est  une  section  coniqne  quekauqm  ÿ donc  enfin  ces  axes  vont  rencontrer 
la  direction  de  la  droite  à l'infini  aux  deux  points  demandés,-  qui  ainsi  sont 
toujours  réels,  en  même  temps  que  celui  d'où  cette  droite  dérive. 
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Ces  marnes  considérations  pourront  servir,  comme  on  voit,  k construire  l’un 
des  trois  points  de  concours  des  sécantes  conjuguées  communes  aux  sections  à 
l'infini  des  deux  surfaées,  quand  le  troisième  sera  donné,  le  tout,  comme  on  voit, 
par  des  ojwrations  qui  n’exigent  que  l'emploi  de  1a  règle  et  du  compas.  Les 
considérations  des  art.  37g  et  38o  conduiraient  évidemment  encore  au  même  but. 

6x0.  Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin,  que  la  droite  qui  renferme  l'un 
des  trois  points  ainsi  trouvés  et  le  centre  delà  surface  du  second  ordre  étant, 
d'après  ce  qui  précède  , la  mutuelle  intersection  de  deux  sections  diamétrales  cir- 
culaires de  cette  surface,  doit  nécessairement  être  perpendiculaire  à la  fuis  k 
ces  sections,  et  par  conséquent  normale  à la  surface  proposée.  Donc  cette  droite 
est  un  des  axes  principaux  de  la  surface,  et  les  directions  de  ces  axes,  au  nombre 
de  trois  seulement , pourront  se  construire  très-simplement  à l’aide  des  procédés 
qui  vieiTnent  d'ètrc  indiqués. 

fiai.  Maintenant  que  nous  connaissons  les  trois  points  de  concours  réels  des  sé- 
cantes conjuguées  communes  aux  sections  planes  qui  sont  k l'infini  sur  les  sur- 
faces , il  nous  sera  très-facile  de  trouver  ces  sécantes  elles- mêmes,  et  de  prouver 
que  deux  d’entre  elles  sont  réelles  et  «onjugnées,  le  système  des  quatre  autres 
étant  nécessairement  imaginaire:  il  est  évident,  en  effet,  que  tout  ce  que  nous 
avons  dit  (384)  du  cas  où  les  sections  coniques,  appartenantes  k ces  trois  points, 
sont  réelles  mais  n’ont  aucun  point  d'intersection  commune,  s’applique,  mot  k mot, 
k celui  qui  nous  occupe , et  dans  lequel  on  suppose  les  sections  coniques , en  tout 
ou  en  partie,  imaginaires.  Concluons  donc  enfin  que 

Toute  sarfaee  du  second  ordre  a géniralement  des  sections  planes  eircu~ 
laires  (*),  dont  deux  réelles  et  con/aguées,  et  quatre  imaginaires  également 
conjuguées  deux  à deux;  or  les  droites  de  coruours  des  plans,  qui  appartiennent 
respectivement  à ces  trois  systèmes,  sont  toujours  réelles,  et  leurs  directions  sont 
parallèles  à celles  des  trois  axes  principaux  de  la  surface. 

fiaa.  Quand  la  surface  proposée  est  un  paraboloïde , le  plan  k l'infini  lui  est 
tangent , et  alors  la  section  correspondante  se  réduit  k un  point  ou  au  système 
de  deux  ligues  droites  (894),  faciles  k construire  au  moyen  de  deux  sections 
parallèles  quelconques  faîtes  dans  la  surface.  Or  ce  point,  ou  celui  de  rencontre 
des  deux  droites , est  évidemment  un  des  trois  points  de  concours  des  sécantes 
communes  aux  sections  planes,  k l'infini,  tant  de  la  sphère  que  de  la  surface  pro- 
posée; donc  il  sera  facile  d'obtenir  les  deux  autres  de  ces  points,  an  moyen 


B,  je  crois,  W frtwier  dcaiootni,  4 l'aide  da  calcat,  par.  an  poiai  doaad 
4 Tolonlé  sur  bjm  mrtace  iki  aacood  ordre , passent  en  général  deox  sections  circnlaircs  de  cette  snr- 
fsoc , Tojea  le  du  mrfama  tu  Meouttegrt,  publié  per  cct  cetiaable  profeascur. 
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de  cclui-Ià  et  dn  procédé  indiqué  k la  fin  do  l'art.  619,  et,  par  auite  (fiao), 
on  aura  la  direction  des  trois  axes  princi|>aox  de  la  surface  proposée,  dont  la 
construction  n’est  ainsi , pour  le  cas  des  parabololde* , que  du  second  degré  seu- 
lement. 

Ayant  les  axes  de  la  surface  proposée  ou  les  trois  points  qui  leur  correspondent 
k l'infini , on  en  déduira  sans  peine  (fiai)  la  direction  des  plans  de  sections  circu- 
laires, sections  qui  se  réduisent  évidemment  i de  simples  lignes  droites  (g5)  dans 
le  cas  du  paraboloide  hrperboliqne , puisque,  selon  ce  qui  précède,  ces  plans 
doivent  renfermer  respectivement  les  deux  droites  à l'infini  de  la  surface,  desquelles 
il  a déjà  été  parlé  ci-dessus;  c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  les  sections  circulaires 
se  réduisent  à des  systèmes  de  deux  génératrices  de  la  surface,  dont  l'une  à dis- 
tance donnée  et  l'autre  à distance  infinie. 

6a3.  11  sera  d'ailleurs  facile  d'exécuter  les  diverses  opérations,  indiquées  soit 
dans  le  cas  général,  soit  dans  le  cas  particulier,  en  concevant  qu’on  mène,  par 
un  point  pris  à volonté  dans  l'espace,  des  droites,  des  plans  et  des  ednes,  pas- 
sant par  les  points , les  droites  et  les  courbes  situées  dans  le  plan  à l'infini  ; 
et  observant,  en  outre,  que  le  plan  polaire  d'un  pointa  l'infini,  pour  l’une 
des  surfaces  proposées,  se  confond  avec  le  plan  diamétral  conjugué  à la  dircctiqn, 
du  diamètre  qui  renferme  ce  point. 

Par  exemple,  si  l'on  mène,  pour  un  même  point  à l'infini,  les  plans  polaires 
diamétraux  qui  lui  correspondent  dans  les  deux  surfaces , et  sont  par  conséquent 
conjugués  à une  même  direction  de  diamètres  parallèles  appartenans  à ce  point, 
oes  plans  iront  se  rencontrer  en  une  droite,  dont  la  parallèle,  menée  par  le  point 
pris  pour  auxiliaire,  renfermera  avec  elle  le  point,  à l'infini,  réciproque  de  celui 
d'où  l'on  est  parti  ; construisant  donc  ainsi  une  suite  de  droites  passant  par  le 
point  auxiliaire  dont  il  s'agit  et  renfermant  les  dilTérens  points  réciproques  de 
ceux  d’une  droite  quelconque,  à l’infini,  prise  pour  directrice  et  qu’on  suppose 
donnée  par  le  système  de  deux  plans  diamétraux  parallèles  des  deux  surfaces , 
elles  formeront  un  premier  cône  du  second  ordre  rcurermaut  la  section  conique, 
à l'infini,  lieu  des  réciproques  de  cette  droite. 

Un  second  cène  semblable , construit  pour  une  autre  directrice  à l’infini , ou 
pour  une  autre  direction  de  plans  diamétraux  parallèles  des  deux  surfaces , don- 
nera, par  son  intersection  avec  le  premier,  quatre  arêtes  communes  à ces  cônes, 
denU^e  sera  connue  à l'avance  (fiig),  et  dont  les  trois  autres,  d'après  ce  qui 
précède,  se  confondront,  en  direction,  avec  les  trois  axes  principaux  de  la  surface 
proposée,  al  l'on' a choisi  le  centre  de  cette  surCice  pour  sommet  auxiliaire, 
ou  seront  seulement  parallèles  à ces  axes  si,  ce  centre  étant  à l'infini,  on  a 
choisi  im  autre  point  quelconque  de  l'espace  pour  sommet  auxiliaire. 
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614.  Ces  dernièrei  considérations  font  voir  qu’on  peut  aisément  se  passer  du 
secours  de  )a  sphère,  pour  trouver  les  axes  principaux  et  les  sections  circulaires  de 
la  surface  du  second  ordre.  En  effet , puisque  tout  plan  diamdtnl  de  cette  sphère, 
conjugué  i la  direction  d’une  droite  donnée,  est  perpendiculaire  k cotte  droite,  on 
voit  que , pour  obtenir  successivement  toutes  les  arêtes  do  l’un  des  cAnes , relatives  à 
une  directrice  quelconque  donnée  à l'inGni , ou  au  plan  diamétral  qui  la  contient',  il 
suffira  de  tracer,  à volonté,  un  diamètre  de  la  section  comprise  dans  ce  plan , et  de 
rechercher  ensuite  les  plans  diamétraux  dont  l'un  est  conjugué  et  l’antre  perpendi- 
calaire  k ce  diamètre  ; car,  selon  ce  qui  précède,  ces  deux  plans  devront  te  rencontrer 
suivant  l'arête  du cAne,  réciproque  du  diamètre  choisi  en  particulier. 

Il  est  évident  d'aiUenrs  que  l'on  arriverait  de  suite  aux  mêmes  conséqrmnoee, 
k l’aide  de  la  loi  de  continuité,  en  supposant  qne  la  sphère  auxiliaire,  an  lien 
d’être  qnelconqne,  toit  infiniment  petite,  sans  être  précisément  un  point. 

G>mme  on  connaît,  k l’avance,  l'une  des  arêtes  communes  des  deux  cènes, 
puisqu'elle  répond  (6 19)  an  réciproque  du  point  d'intersection  des  denx  directrices, 
B l’infini,  d'où  les  cènes  proviennent,  et  qne  d’ailleurs  ces  cènes  sont  du  second 
ordre,  on  voit  qu’il  inflîra  de  rechercher  seulement  quatre  autres  arêtes  quel- 
conques de  chacun  d'eux , pour  qu'ils  soient  entièrement  déterminés  de  grandeur 
et  de  position,  ainsi  que  les  trois  arêtes  communes  qui  leur  appartiennent  outre 
celle  déjà  donnée.  En  effet,  ai  l’on  considère  ce  qui  se  passe  dans  un  plan  sécant 
quelconque,  on  aura  cinq  points  de  chacune  des  sections  coniques  qui  en  résultent 
dans  les  cènes;  au  moyen  de  quoi  on  pourra  (so3j  les  décrire  entièrement,  et  obte- 
nir, par  suite , leurs  points  d’intersection  appartenans  aux  arêtes  cherchées  (*). 

fis5.  D’après  la  construction  indiquée  en  dernier  lieu  pour  les  arêtes  de  chaque 
cène,  il  résulte  immédiatement  qne,  si  l’on  considère,  en  particulier,  l'un  de  ces 
cènes  et  la  section  diamétrale  de  la  surface,  qui  contient  la  directrice,  k l’infini, 
correspondante,  1^.  les  deux  axes  principaux  de  cette  section;  a°.  le  diamètre 
qui  lui  est  conjugué;  3*.  la  perpendiculaire  élevée  k son  plan  par  son  centre, 
appartiennent  k la  surface  de  ce  cène  on  sont  quatre  arêtes  qui , avec  celle  déjk 
commune  k ce  cène  et  k l'autre,  sufCsent  pour  le  déterminer  complètement. 

Ce  qui  précède  offre  donc  une  solution , aussi  simple  que  possible , du  problème 
où  il  s'agit  de  trouver  les  axes  principaux  d'une  surface  du  second  ordre  çuelcon- 

(*)  Oa  peut  èviur  ès  èfetlta  kèi  foa  In  deax  omikn  par  palau,  ca  rocherdiaM , d’tprks  le 
principe  de  l'art.  S39,  an  carde  banaleftqae  k l'oae  d'eUea,  et  oomlraiaant  Ut  ciaq  pofaut  qui, 
par  rapport  k ca  cercle,  aoeit  hoaaologan  oa  projections  dee  poials  dcoaSs  de  l'aolre  coorbe;  car 
la  question  sera  ramenée  k cdic  de  troorer  les  iatenectioas  do  cercle  et  de  U conique  homologiquea 
des  courbn  propooéce;  preqetant  ensaiu  ors  iataracetMos  sae  Ica  eauebn  dont  il  s'agit,  on  aura 
évldeaiDcnt  les  poiau  demandés. 
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que  ; cl  l’on  voit  m^mc  comment,  par  de»  conMrurlions  analogues,  on  peut  li-ouver 
les  sections  circulaires  réelle»  de  cette  surface,  lesquelles  donnent^  par  l'inter- 
section des  deux  diamètres  conjugues  a leurs  plans  respectifs,  le»  quatre  seul» 
ombilics  qui  peuvent  exister  en  général  sur  cette  surlace , les  huit  autres  étant 
iiécessairemcnt  imaginaires  en  même  tcm|)S  que  les  plans  de»  scctiou»  circulaijrea 
qui  leur  correspondent.  , , 

Je  dis  que  les  points  ainsi  détermines  seront  des  ombilics  de  la  surface,  car 
il  est  visible  que,  pour  uu  tel  point , il  existera  toujours  (5g5}  une  sphère  osculatrice 
pour  laquelle  les  rayons  de  courbure  seront  tous  égaux  autour  du  point  de 
contact  commun , ce  qui  est  le  caractère  principal  des  ombilic».  Le  cas  des  para- 
boloides  est  sur-tout  remarquable  en  ce  que,  pour  le  paraboloïde  elliptique,  deux 
des  ombilics  de  la  surface  sont  nécessairement  confondus  en  un  seul  avec  la 
point  à l'infini  de  cette  surface,,  et  que,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique,  tous 
les  ombilics  sont  à la  fois  impossibles  comme  pour  l'hypcrboloïde  à une  nappe. 

6>6;  Il  nous  serait  fiicile  de  montrer  l'identité  des  résultats,  auxquels  nous  ont 
conduits , presque  forcément , les  principes  qui  font  la  base  de  ces  recherches,  avec 
ceux  obtenus  par  M.  Dupin , dans  son  Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  ordre  (‘)  , 
pour  la  détermination  des  axes  principaux  de  ces  surfaces;  car  la  méthode  de  ce 
géomètre  consiste  à abaisser,  du  centre  de  la  surlàce  proposée,  des  normales  aux 
diiTérentes  courbes  résultantes  de  deux  systèmes  quelconques  de  sections  planes 
parallèles  faites  dans  cette  surlàce  : la  suite  de  toutes  ces  normales  forme  deux. 
cAnes  distincts  du  second  ordre,  dont  la  pénétration  mutuelle  contient  les  axes 
principaux  demandés.  Or,  en  rapprochant  ces  conséquences  de  celles  qui  pré- 
cèdent, an  moyen  du  principe  de  l'art.  49s,  il  paraîtra  évident  que  les  mêmes 
cènes  ont  été  obtenns  de  part  et  d'autre  ; seulement  il  nous  semble  que  les  cons- 
tructions, que  nous  avons  mises  en  usage,  oQVent  quelques  légers  avantages  sous, 
le  rapport  de  la  simplicité  et  de  la  généralité,  en  ce  qu’elles  sont  toujours  appli— . 
cables,  et  qu’elles  donnent  immédiatement,  'par  des  intersections  de  plans,  au- 
tant d'arètes  que  l'on  veut,  de  chaque  c6ne. 

6x7.  On  remarquera,  au  surplus,  que  la  question,  qui  nous  a occupés  dans 
ce  qui  précède  (fiiq),  et  les  diverses  constructions  correspondantes  reviennent 
exactement  à trouver  les  diamètres  conjugués  parallèles  de  deux  surlàces  du  se- 
cond ordre  (fi>7),  en  remplaçant  la  sphère  auxiliaire  par  une  surface  quelconque 
de  e^erdreVjpr,  quand  ces  surfaces  sont  concentriques,  ce  dernier  problème 
rcvlédt Tiddlilut*  à cet  antre  : ' ' "" 

Elonl  donné  F un  des  sommets  de  eSnis  qui  renferment  la  courbe  d' intersection 

(*)  Qoatorti^aie  cabicr  da  Journal  i»  tEooit  ^ pftg.  66  À 69. 


Digitized  by  Google 


SUPPLÉMENT.  4o3 

àc  dtux  surfaett  ifutleoiu/ues  du  second  ordre , ou , si  on  Faims  mieux , h plan 
polaire  commun  de  ce  sommet,  diterminer  directement  les  trois  outres  sommets 
semblables,  à F aide  du  premier. 

Donc,  les  roisonnemcns  établis  sur  le  cas  particulier  demeurant  applicables  au 
cas  général  dont  il  s'agit , |M>unru  qu'on  remplace  le  plan  à l'inSni  par  le  plan 
polaire  qui  lui  correspond,  les  constructions  qui  Tiennent  de  nous  occuper  pour- 
ront anssi  servir  é résoudre  le  problème  énoncé  en  dernier  lieu , en  les  générali- 
sant de  la  manière  convenable , d'après  les  nouveDes  données. 

6a8.  Mais,  si  l'on  ne  connaissait  aucun  des  sommets  des  cAnes  qui^enferment 
la  courbe  de  pénétration  des  deux  surfaces,  ni  aucun  des  plans  polaires  qui  cor- 
respondent à ces  sommets,  il  iâudrait  ttccessairement  avoir  recours  à d'autres 
procédés  et  è d’autres  principes  plus  généraux  encore  que  ceux  employés  dans  ce 
qui  précède;  principes  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  deviner  et  de  découvrir,  d'après 
tout  ce  qui  a déjà  été  dit  sur  la  question  analogue  relative  aux  simples  lignes  du 
second  ordre. 

Enfin  il  ne  nous  serait  pss  difficile  de  nous  élever,  à l'aide  des  considérations  qui 
font  le  sujet  du  présent  peragraplic , à la  théorie  générale  des  lignes  de  courbure 
des  snrfiices  du  second  degré.  A cet  efiet  nons  remarquerions,  avec  M.  Dupin, 
comme  chose  en  .'quelque  sorte  évidente  d'après  la  définition  de  ces  lignes,  que 
deux  surfaces  quelconques  ne  peuvent  s'entrecmiper  par-  tout  à angles  droits, 
eu  être  orthogonales , aans  que  l’intersection  qui  en  résrdte  no  soit  à la  fois 
une  ligne  de  courbure  de  ces  surfaces  ; nous  prouverions  ensuite , avec  le  même 
auteur,  que,  pour  une  surface  donnée  du  second  degré,  on  peut  concevoir  deux 
groupes  distincts  de  surfaces  du  même  ordre,  orthogonales  entre  elles  et  à la 
première,  et  qu’il  suffit  que  les  sections  diamétrales  principales  s' entrecoupent 
respectivement  à angles  droits,  etc.  Mais  c'est  datu  les  ouvrages  mêmes  de  ce 
profond  géomètre  (* *)  qu'il  faut  aller  étudier  les  principes  et  les  dévcloppemens 
de  ces  belles  vérités  géométriques , présentées  avec  autant  de  simplicité  que 
d’élégance;  et  je  me  hâte  déterminer  le  sujet  qui  m'a  occupé,  peut-être  trop 
longuement , dans  ce  qui  précède , en  présentant  une  dernière  réflexion  qui  se 
rattache  immédiatement  au  fond  de  cet  ouvrage. 

Il  résulte  en  «ITet,  des  raisonnemens  et  des  constructions  mis  en  usage  dans 
les  art.  619  et  sniv.,  que  l'on  peut  opérer  sur  les  lignes  du  second  ordre  imagi- 
naires, situées 'ou  non  à l’infini , an  moyen  des  plans  et  des  suriaces  de  cet  ordre 
qui  les  contiennent  et  les  définissent,  comeae  on  peut  opérer  sur  les  sim{da, 
points  imaginaires  à l'aide  des  sections  coniques  et  des, droites  qui  renformeol 

■ - - - 

(•)  DAfetoppeeuetr  ie  GSernttrie , IV*.  mimetre.  XI V*.  cabïel  da  Jourêet  ie  F Mcote  PofytechnipÊê. 
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deux  il  deux  ce»  poinU  (34»,  St*,  38g,  etc)  j c«r  nou*  venotu  de  montrer,  en  parti- 
culier, comment  on  peut  déterminer  le»  pAle»,  polaire»  et  »écante*  commune»  de 
lemUable»  ligne»  donnée»  dan»  un  même  plan.  Or  il  e»t  évident  que,  do  U,  il 
aérait  facile  de  paa«er  aux  »urface»  imaginaire»  du  Kcond  ordre,  et,  parauite, 
aux  notion»  qui  concernent  le»  lignes  et  le»  surfaces  courbes  géométriques  d'un 
ordre  quelconque,  dont  la  description,  purement  graphique,  a toujonis  pour 
élémens  celle  de  quelques-unes  de»  première»;  mai»  il  est,  sans  doute,  fort 
inutile  que  je  m’appc»»nti»!e  davantage  sur  ce»  idées,  dont  le»  application»  ne 
sauraient  manquer  au  lecteur  géomètre. 

« 

Dt  la  projeetion  ou  perspective  relief  des  turfaeet  du  second  ordre  les  unes 
dans  Us  autres,  et  des  propriétés  générales  qui  en  découUnt. 

6»9.  Je  revien»  maintenant  à l’objet  que  j’avai»  principalement  en  vue  dans 
ce  supplément,  c’est-à-dire  à l’homologie  ou  perspective  relief  de»  surfàccs  du 
second  ordre  ; théorie  d’où  doit  résulter  nécessairement  l’extension  des  propriété» 
des  surface»  individuelle»  de  cet  ordre  aux  surlace»  les  plu»  générale»  qu'il  con- 
cerne t car  c’est  un  complément  nécessaire  de  tout  ce  que  j’avais  à dire  sur 
le»  propriété»  projective»  de*  6gure»,  et  de  ce  que  j’ai  déjà  dit,  en  particulier, 
sur  le»  lignes  droites  et  le*  sections  conique». 

Puisqu’une  surface  du  sccoud  ordre  quelconque  a,  en  général,  de»  section* 
circulaires,  il  en  résulte  qu'on  peut  tracer  une  infinité  de  sphère»  qui  aient  avec 
elle  deux  sections  plane»  commune» , réelle»  ou  idéales  ; car  si , par  un  cercle  de  la 
surface  proposée,  on  mène  une  sphère  quelconque,  la  surface  de  cette  sphère 
aura  (6oo)  une  nouvelle  section  plane,  et  par  conséquent  circulaire,  commune 
avec  cotte  sur&ce,  laquelle  sera  conjuguée  à la  première  sans  lui  être  parallèle; 
donc  cette  sphère  aura  nécessairement  (Sga)  deux  centres  d'homologie  conjugués 
avec  la  surface  proposée  ; doue  enfin  « 

La  surface  du  second  ordre  peut , en  général , être  considérée  comme  la  projec- 
tion relief  d'une  sphère,  et  doit  jouir,  comme  telle,  des  mêmes  propriétés  pro- 
jectives. 

63o.  On  devine  tontes  les  conséquences  de  ce  théorème;  mais  poursuivons. 

Nous  venons  de  v<»r  que  la  sphère  peut  avoir,  avec  une  surface  du  second 
ordre  quelconque , deux  sections  communes  circulaires  et  non  parallèles  ; or  cha- 
cun. des  plans  de  ces  sections  est  parallèle  (fiao)  à l’un  des  axes  principaux  de  la 
surface  du  second  ordre , et  par  conséquent  perpendicnlaire  au  plan  principal  cen— 
jugué  à cet  axe  ; donc  ce  plan  diamétral  est  un  plan  commun  de  symétrie  des 
deux  snffnccs  que  l'ou  considère , et  doit  contenir  leurs  centres  d'homologie  ou 
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lOiiimeU  de  mrfaccf  coniques  enveloppes  communes.  Il  n'eh  est  donc  pas  iei 
comme  du  cas  des  sections  coniques,  qui  peuvent  avoir  tons  les  points  de  l'espace 
pour  centres  de  projection  circulaire  ; néanmoins,  si  l'on  conçoit  tant  de  surfaces 
du  second  ordre  que  l’on  voudra , toutes  s.  et  s.  p. , il  sera  encore  facile  de  prouver 
qu’elles  peuvent,  en  général,  être  considérées  comme  les  homologiques  ou  per- 
spectives relief  d’un  égal  nombre  de  sphères. 

Remarquons  d'abord  que  des  surfaces  du  second  ordre  s.  et  s.  p. , et  par  con- 
séquent des  sphères  situées  è volonté  dans  l'espace,  peuvent  toujours  être  consi- 
dérées comme  ayant  une  section  plane  commune  à l'infini , soit  réelle , soit  idéale  { 
car,  d'après  les  notions  déjà  établies  pour  les  sections  coniques  et  les  cercles 
et  90),  toutes  sections , faites  à la  ibis  dans  les  unes  ou  les  autres  de  ces  surfaces 
par  un  même  plan  arbitraire , étant  nécessairement  s.  et  s.  p.  entre  all«,  ont  deux 
points,  réels  ou  imaginaires,  h l'infini  dans  ce  plan,  appartenans  i tout  leur 
système,  et  au  plan  qui  contient  les  pointa  à l’iofiini  de  l'espace. 

Cela  posé , puisque  les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on  considère  sont , denx 
à denx,  s.  et  s.  p. , on  ont  un  centre  de  ûmilitude,  tous  les  axes  et  plans  prin- 
cipaux de  ces  surfaces  sont  nécessairement  parallèles  entre  eux,  et  il  en  est  de 
même  aussi  des  sections  circulaires  qui  leur  appartiennent  | donc  les  plana  prin- 
cipaux qui,  d’après  ce  qui  précède,  contiennent  tons  les  centres  d'homologie  ou 
de  projection  des  différentes  sphères  ayant  des  sections  planes  communes  avec 
les  surfaces  proposées,  sont  parallèles  entre  eux  on  vont  concourir  en  une  droite, 
à l'infini,  sur  laquelle  dmt  nécessairement  te  trouver  le  centre  d’homologie  sus- 
oeptible  de  projeter  à la  fois,  suivant  des  sphères,  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  proposées.  Or  je  dis  qu’il  existe,  en  général  (1 1 1)  et  notamment  pour  les 
ellipsoïdes,  un  tel  point  sur  la  droite  dont  il  s’agit. 

Concevons  en  effet , par  le  centre  de  l’une  des  surfaces  proposées , les  sections 
circulaires  qui  appartiennent  k ce  centre,  et  la  sphère  qui  les  renferme  à la  fois{ 
cette  sphère  déterminera , sur  le  plan  diamétral  qui  est  perpendiculaire  aux  seo— 
lions  circulaires,  un  cercle  concentrique  è la  section  de  ce  plan  diamétral,  et 
qui  aura  avec  elle , en  général , deux  systèmes  de  tangentes  commnnes  parallèles , 
appartenantes  aux  denx  cylindres  du  second  ordre  circonscrits  è la  fois  è la  surface 
proposée  et  i la  sphère.  Mais,  par  hypothèse,  toutes  les  antres  surfaces  du  second 
ordre  sont  s.  et  s.  p.  par  rapport  il  celle-ci  { donc  tons  les  cylindres,  analognes 
aux  premiers,  ont  lenrs  arêtes  respectivement  parallèles,  on,  en  d'autres  termes, 
ce  sont  des  cânes  circonscrits  ayant  mêmes  sommets  à l'infini,  comme  il  s'agissait 
de  le  démontrer. 

Maintenant  concevons,  pour  chaque  cylindre  ou  cène,  l'infinité  de  sphères 
qui  lui  sont  inscrites  { il  est  évkhml  (SSy).  qu’elles  auront  tontes  des  sections 
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pUucs  comfitunaft  »vec  1»  stuùct  du  seoood  ordre  correspondante  ; en  sorte 
u*càl  aucune  aenflon  circulaire  de  celte  surface  par  laquelle  on  iic  puisse  conce- 
voir p;c'i'^er  une  spiiêrc  iti^rile  au  coiic  dont  il  s’af^it^iDonc,  la  même  chodc 
avant  lieu  pour  loule'4  les  autres  surfaces,  et  leurs  sections  circulaires  étant  parai- 
U‘‘lc»#  l coniîoit,  dans  l'espace,  un  plan  (juclconque  parallèJo«<a  .l'iinc  do 
ces  soctiims  et  le.s  différentes  sphères  ]>as5aut  par  les  cercles  qu’il  détorniiiïo  dans 
le.s  surfaces  proj>osécs  et  qui  sout  inscrites  aux  cènes  respectifs  ci-dossus,  chacune 
de  ces  sphères  pourra  être  coiuidéréc  comme  rhomoIoîn<|ne  ou  U projection  rclitf 
d'uue  Siu-face  du  second  ordre  correspondante,  par  rapjwrl  ru  sommet,  à Tiahni, 
«onuium  à tous  les  cônes, >prîs  ]>oiir  centre  d’homolo^lc  ou  de  pi*ojcction,  et 
au  plan  commiiu  de  leelioit  circulaire  , pris  pour  plan  de  eoiieours  ou  d’homologie. 
/ Mais  ce  u'esl  pas  tout,  il  laiit  encore  prouver  (5Baet  563)  que^  dans  ces  difie- 
reijs 'vslêmcs  de  projectiow,  qui  ont  mèmo^ ceulr«>^  et  mémo  plan  d’homologie, 
uu  menu*  jwiint,  appartenaut  au  svstème  général  des  sphères,  a pour  homologue 
le  mémoi  jMjiiil  Rjipirlcuftiit  au  système  général  des  surlaces  qu’elles  représentent  î 
or  cVst  eo, qu’il  est  très-facile  de  prouver  a l’aide  du  pciaci|>e  de  continuité,, 
puisque  les  s|du'rcs  peuvent  être  considérées,  scion  la  remarque  déjà  faite  au 
cottiiucuccoiciit  de  cet  article,  comme  ayant  uue^  infiuité  de  points  imnginaire^ 
communs  k rinlini,  tous  distribués  sur  uu  même  plan,  et  par  cousrqucat  sur 
un  inéino  cercle  imaginaire,  et  que  l’un  queleonquc  de  ces  points  ré|U>iid  tieces— 
■virement  à un  poiul  homologue  unique  également  commuu  à toutes  les  surlàccs 
du  second  ordre,  ui  v*'r«e»rl  ss  Jwv®»’ i -«u-n  - • tII--  ■»  ^ ,, 

i On  arriverait  d’ailtottttia^  piâMWl  tm>yljt<lBohfcirWint  quor  deux  sphères  quel- 
conques, cl  les  surfaces  quelles  reprcscoteiit,  sont  niWcsSairemcDt  dans  le  cas 
du  théorème,  puisque  ces  sphères  ont  des  points  communs , à distance  donnée, 
qui  peuvent  être  n’reU  dans  certaines  positions  générales  des  surfaces  correspon- 
daiiles;  car,  ia  même  chose  ayant  lieu  pour  uwo  de  ces  sphères  combinée  suo- 
cessivement  avec  chacune  de  toutes  les  autres,  la  proposition  ci-dessus  en  ré— . 
suite  uéeessairement.  } a**  uofVrru  al  >,  t h i'  ’ n rifi^iAi 

si  elles  a\aicnt,  à riofiui,  an  pian  do  contact  commun /réel  où  idéal^ilen  MT«lt~ 
de  même  cvidcmnicnt  des’  ssphères  qui  des  rcprcscnlenl  ; concluons  donc  cOj 

théarècoa  ; > 

Le  d'un  nomire  (fuehonqut  de  Murjecee  du  second  ordre ^ s, -et  s.  p. 

ànne  Ceepaee^  e'eet-irdère  ayant  un  plan  de  section  commune  à t infini^  peut  ^ 
en  général f être  considéré ^ ds  deux  mamères  différentes  (687),  «uwne  lapro^ 
jeotion  reUef  dun  égal  nombre  de  sphères  ayant , de  même , une  Section  plane 
idéale  commune  à l'inJim  ; de  plus,  quand  le  plan  ds  section  à tir^î  de  tun  de  ces 
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sjftiints  dtvitiU  un  pUn  dt  oonlaet,  U *n  arrive  àuiant  /mur  T autre  tytlèma^ 
et  le»  turjacee  reapeclives  dont  Us  et  eompotent  aont  ooncenUitfuea,  1 

63 1 . N’ouMioiu  pu  que,  dans  le  dernier  des  cal  dent  U s’agit , oomme  dons  le  en- 
général,  le  centre  de  projection  est  néceasaircment  à l'inCiii  ) en  sorte  que  U pro- 
jection cesse  proprement  d'être  ce  qu’ou  nomme  centrale , irt  se  fait  par  des  sys- 
tèmes de  poralléles  î ce  qui  n’ompêcUe  nullement  d'ailleurs  rjne  les  deux  tigures  ne 
jouiisent  encore  des  mêmes  propriétés  projectives.  ^sslStsmq  ualq  r>j.  1 .> 

Au  surplus,  M.  Chasles  a déjà  remarqué  (î)^  à l'aide  Je  considérations  dé'- 
duites  du  calcul, 'l(u'on  pouvait  étendre , aux  ellipsrùdes  s.  et  s.  p. , certaines  pro- 
priétés qui  npi»rticiinont  aux  sphères;  et,  |K>ur  y parvenir,  il  snppoao  que  l’on 
fasse  croUre  ou  décroître,  dans  un  cerljdn  rap|iort,  les  ordonnées  abaissées,  des 
didérens  points  d'une  siu-focc  du  second  degré,  sur  les  plans  priiiripaux  de  celte 
surface.  M.  Dupin,  avant  lui,  avait  employé  uu  mode  analogue  de  ti-ansformation 
pour  arriver  aux  beaux  tbeorêmes  sur  la  courbure  des  surfaces  rlii  second  ordre 
qui  fout  la  base  de  scs  üévtiloppemens  de  Gi'onUtrie  (“),  et  il  s'cii  était  servi  éga- 
lement pour  établir  quelques  outres  propriétés  de  ces  surfaces,  dans  son  Mémoire 
inséré  au  XIV'.  cahier  du  Journal  de  F Ecole  Polytechnique,  Ce  qui  jvrécède  nous 
semble  plus  général,  outre  que  cel»  l.èissc  apercevoir  de  suite  (SyS  cl  suiv.)  quelle 
esp4''cc  de  dépcudaiiccs  grapbir|uc$  conservent  entre  elles  la  ligure  primitive  et 
sa  dérivée.  , ..'cfiq  s i»  >•-  ■ irsil 

Je  crois  d'ailleurs  inutile  d'examiner  le  cas  général  des  figuces  qoetoawjiwa  dont 
le  centre  d'homologie  ou  de  projection  est  à l'inOnii  et  je  me  dispenserai  pa- 
reillement de  montrer  comment,  des  considérations  relatives  à Ce  cas,  décoOle' 
immédiatement  tout  ce  qui  appartient  an  mode  de  iransfOrmatKm  dont  ilvient- 
d’étre .parlé,  ainsi  qu'a  quelques,  autres,  souvent  employés  dans  les  arts,  et  dont 
M.  Dupin  s'«t  également  servi  avec  avantage  aux  endroits  déjà  cités;  ce  que  je 
ponrraisdire  à ce  sujet  ne  serait  qu’une  application  ou  une  extension  facile  delà- 
théorie  des  figures  homologiqucs  en  général , et  de  oe-  qui  a été  exposé , art.  3a6  et 
suiy. , pour  le  cas  particulier  des  figures  homolagiques  décrites  sur  un  plan. 

63s.  Quant  aux  relations  purement  métriques  concernant  les  figures  bomolo- 
giques  dont  le  centre  de  projection  est  à l'infini , il  est  «ettain  que,  si  elles  eo- 
tisfont  aux  divenea  conditions  étahlies  au  commence  ment  db  cet  Ouvrage,  no- 
tamment aux  art.  1 1,  no  014.7,  biles  auront  lien  en  même  temps  pour  1a  figura 
primitiveet  pour  sa  dérivée;  mais  ces  relations  ne  sont  pas  les  seules  qui  suheistent, 
dans  le  cas  actuel , entre  tes  doux  figures;  il  an  est  uu  grand  nombre  d’antrea 

(•)  CWci^onêiian^a/rttrAnfue;  toma  ni,  pig.’ Ss4  et  S4l..  < ‘ 

(.••)  Saction  I,  I”.  Màowira.  ^ * . - ■ ' ‘ . 
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pirticali^m  <|«î,  poar  la  plupart,  tout  bcile*  à dccouTiir  an  moyen  dea  prin- 
cipes pooÀ  art.  47.  Ainsi , par  ntemple , on  voit  que  les  distances  homologues 
seront  divistiea  en  parties  respectivement  proportionnelles  par  les  points  bomo- 
lognrs  ; les  distances  parallèles  de  l'une  des  Ggnres , resteront  parallèles  entre  elles 
dans  l’antre  et  proportionndles  aux  premières,  et  la  mêmes  chosa  auront  encote 
heu  pour  les  aires  de  la  figure  primitive  qui  seront  contenna  dans  un  seul  plan 
on  dans  da  plans  parallèla)  c'est-à-dire  que  la  aira  de  la  nouvelle  figure  seront 
elles- mèma  dans  un  seul  plan  ou  dans  d«  plans  parallèles,  et  qn'ella  seront  de  plus 
pcoportionnella  aux  premières.  Or,  de  cette  correspondance  entre  la  figura  que 
l'on  considère , découlent  plusieurs  corollaira  remarqnahla  t ainsi  l'on  voit  que  la 
centra,  la  axa,  la  plans  de  symétrie,  enfin  la  centra  de  gravité,  da  ligna, 
da  sim , da  volnma  homologues  seront  homologua , ou  placés  sur  la  mèma 
droita  et  la  mèma  plans  projetans,  etc. 

Les  relations  entre  la  voluma  homologua  sont  encore  plus  simpla  que  cella 
entre  la  aira.  A cet  effet,  on  remarquera  que  le  plan  de  concours  de  deux 
figura  homologiqua,  dont  le  centre  at  à l'infini , divise  (3tfi)  en  partia  propor- 
tionnella  la  projetanta  ou  distança  parallèla  comprisa  entre  la  différens  points 
homologua  ; or,  si  l'on  considère  le  prisme  triangulaire  formé  par  trois  quelcon— 
qua  de  ca  projetanta  et  par  la  triangla  homologues  qui  la  terminent  sur  chaque 
figure,  on  verra,  tans  peine,  que  le  plan  d'homologie  partagera,  de  même,  ce 
prisme  et  tons  sa  semblabla  en  deux  autra , dont  la  voluma  seront  entre  eux 
dans  un  rapport  constant,  égal  à celui  da  ordonnéa  on  segment  formés  sur  chaque 
arête  à partir  du  plan  dont  il  t'agit  i en  effet,  d'après  les  élémens,  a tout  prisme 
a triangulaire,  terminé  par  da  basa  quclconqna,  a pour  maure  le  produit  de  la 
> surface  de  ta  section  perpendiculaire  aux  arèta  par  le  tiers  de  la  somme  de  ca 
■ arèta.  a Donc  il  en  sera  généralement  ainsi  de  tout  prisme  projetant  terminé 
par  da  fàca , plana  ou  courba , homologues  da  deux  figura  i et  parlant  /es 
volumût  homologue»  qutUonguet  feront  encore  entre  eux  ian»  ce  même  rapport. 

En  appliquant  ca  diversa  considérations  aux  figura  qui  noos  ont  occupés 
art.  63o , on  en  déduira , comme  on  voit , une  infinité  de  théorèma  relatifs  aux 
surfa  ca  du  second  ordre  en  particulier,  dont  un  grand  nombre  ont  été  énoncca 
sans  démonstration , par  M.  Dnpin , dans  la  nota  IV  et  V du  Mémoire  inséré 
au  XI  V‘.  cahier  du  Journal  de  t École  Polytechnique,  et  qui,  pour  la  plupart,  ont 
été  reprodnits  depuis,  par  M.  Chasla,  dans  le  111*.  volume  de  la  Correspondanao 
sur  la  même  Ecole.  Nous  regrettons  que  l’apace  nons  manque  pour  entrer  dans 
quelqua  dcvcloppcmena  sur  ce  sujet  aussi  utile  qu'intéressant  ; et  npus  nous  con- 
tenterons, pour  terminer,  de  dire  quelqua  mots  sur  la  cubalure  da  voluma  ou 
portions  de  voluma  des  surlâca  du  second  degré. 
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En  considcraiit,  en  efliet,  que  le  panilléliplpêde  rectangle,  construit  sur  les 
trois  axes  principaux  d'un  ellipsoïde  quelconque,  a,  pour  homologue,  un  culie 
circonscrit  à la  sphère  homologique  de  cette  surface,  on  en  conclura  que  les 
volumes  homologues  quclcouques,  apparten,ins  à ces  surfaces  respectives,  sont 
entre  eux  comme  le  produit  des  trois  demi-axes  de  la  premiO'ro,  au  cube  du 
rayon  do  la  seconde,  ou,  à cause  que  le  moyen  axe  égale  (Û3o)  le  diamètre  de 
la  sphère,  comme  le  rectangle  des  demi-axes  extrêmes  est  au  carré  du  rayon 
dont  il  s'agit  : ainsi,  par  exemple,  le  volume  d'un  ellipsoïde  quelconque  égale 
fraêc;  a,  6,  e,  étant  les  demi-axes  principaux , etc. , etc. 

633.  Nous  venons  de  prouver  (63o)  que  les  propriétés  projectives  des  surfaces 
du  second  ordre  s.  et  s.  p,  sont  les  mêmes  que  celles  qui  appartiennent  en  générai 
à un  système  de  sphères  quelconques  ; or  il  est  à remarquer  qu'il  n'est  pareil- 
lement aucune  des  propriétés  nombreuses  des  cercles,  établies  section  II,  chap.  III, 
qui  ne  puisse  s’étendre,  d'une  manière  analogue,  aux  sphères  et  par  suite  aux 
surfaces  du  second  ordre  s.  et  s.  p.  On  en  sera  parfaitemeut  convaincu,  si  l'on 
réfléchit  que  les  propriétés  des  systèmes  de  sphères  doivent  dériver  uniquement , 
ainsi  que  cela  a lieu  (z85)pour  le  cas  particulier  des  cercles,  de  celles  qui  ap- 
partiennent à leurs  centres  de  similitude  ou  d'homologie;  car  ces  dernières  sont 
exactement  semblables  (SpS)  pour  le  plan  et  pour  l’espace. 

Plusieurs  de  ces  propriétés  des  sphères  étant  déjà  connues  des  géomètres , nous 
renverrons  aux  ouvrages  mêmes  où  elles  sont  exposées  (*},  en  nous  contentant,, 
pour  les  autres,  de  montrer,  par  quelques  exemples,  comment  peut  avoir  lieu 
l'extension  dont  il  vient  d’étre  parlé  ; le  peu  que  nous  eu  dirons,  joint  aux  con- 
sidérations générales  exposées  pour  le  cas  particulier  des  cercles,  suQlra  pour 
mettre  le  lecteur  sur  la  voie  des  démonstrations. 

Considérons  donc  quatre  sphères  (C),  (C),  (C"),  (C"')  situées  arbitrairement 
dans  l’espace,  dont  les  centres  de  similitude,  au  nombre  de  douze,  étant  distri- 
bués, deux  par  deux,  sur  les  six  arêtes  du  tétraèdre  qui  a pour  sommets  les 
centres  de  ces  sphères,  et  divisant  ces  arêtes  en  segmens  harmoniques,  auront 
entre  eux  les  relations  indiquées  dans  la  note  de  l’art.  16a,  comme  cela  a déjà 
été  exposé  par  les  géomètres  qui  viennent  d'être  cités  (**J.  Ainsi  ces  douze  centres 


(*)  Vojn  plis  fantaSHnaMlSt  è et  Sejet,  U JKUut  publié»,  par  M.  Dupin,  • U page  4aadu 
tome  II  de  la  CerraipoaduHt  PafyltilUfm,  et  let  Hèmotret  de  HM.  Gergonne  et  Gaultier,  déji 
citet  art.  tpi,  ttcuoa  II.  pour  la  uaaaîèK  dont  ces  propriètéa  des  eplitree  doivent  a’ëtcndre  eux 

torfteee  éu  eecood  degré  a.  cti.  p. , consultée  le  Mémoire  de  M.  Giesles,  dont  il  e été  lait  men- 
tion art.  63l. 

(")  Vopes  anati  une  démoonralion,  per  lee  principet  de  la  Th/on»  iu  rraanvat/a/,  danal'&M^ 
wr  oetle  Théorie,  per  H.  Caroot.  On  connaît  d'ailleurs  Télégentc  démonstration  qoe  Monge  a,  le 

Si 
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lie  simililude  seront  «tués,  trois  p«r  trois , snr  une  même  droiteet,six  pnrsix, 
sur  un  même  plan;  ce  qui  fait,  en  tout,  aeire  oies  (*69)  et  huit  pians  de  si- 
milUade  renfermant , quatre  à quatre , ces  seixe  axes , et  s'entrecoupant  par  con- 
séquent suivant  chacun  d'eux. 

Cela  posé,  si  l'on  a choisi  arbitrairement  un  plan  de  similitude,  et,  dans 
ce  plan,  les  quatre  centres  de  similitude  provenans  des  sphères  prises  dans  un 
ordre  quelconque  de  succession , tel  que  (C),  (C*),  (C"),  (C"'),  sans  que  cepen- 
dant une  même  sphère  se  trouve  trois  fois  employée  ; ces  quatre  points  appar- 
tiendront aux  sommets  de  l'un  des  trois  quadrilatères  simples  formés  par  la 
mutuelle  intersection  des  axes  de  similitude  renfermés  dans  le  plan  dont  il  s’agit. 
Or , si  l'on  prend , h volonté , un  point  quelconque  snr  la  surface  (C)  de  l’une 
de  CCS  sphères,  puis  l'homologue  inverse  (a4s)  de  celui-ci  sur  la  sphère  (C'), 
puis  le  point  inversement  homologue  h ce  dernier  sur  (G'),  et  ainsi  de  suite  s il 
pourra  airiver  que  le  cinquième  point,  obtenn  de  cette  manière  sur  la  sphère 
(C),  se  confonde  avec  le  point  do  départ.  Cela  étant,  les  sommets  du  quadri- 
latère gauche,  ainsi  tracé,  seront  les  points  de  contact  de  l’une  des  sphères 
tangentes  h la  fois  aux  proposées. 

Dans  le  cas  contraire,  en  traçant  la  droite  indéfinie  qui  renferme  le  premier 
cl  le  dernier  points  trouvés  sur  la  sphère  (C),  cette  droite  ira  percer  le  plan 
de  similitude  en  un  point  qui  demeurera  invariablement  le  même , quel  que  soit 
le  point  de  départ,  et  sera  tel  que  son  plan  polaire  (SSq),  par  rapport  i (C), 
renfermera  le  point  de  contact  de  cette  sphère  avec  l’une  de  celles  q\ii  la  touchent 
en  même  temps  que  les  trois  autres,  et  dont  le  contact  est  relatif  au  plan  de 
similitude  dont  il  s’agit. 

634.  Si,  au  lieu  de  s’arrêter  ainsi  au  cinquième  point  trouvé,  on  continuait  in- 
définiment, et  toujours  dans  le  même  ordre,  à rechercher  les  points  consécuti- 
vement homologues  do  premier,  la  suite  de  tous  ces  points  appartiendrait  ê une 
même  cinquième  sphère,  en  général  variable  avec  le  point  de  départ,  et  qui 
aurait  le  plan  de  similitude  correspondant  pour  plan  de  section  commune , réelle 
ou  idéale,  avec  toutes  scs  semblables,  parmi  lesquelles  se  trouvent  nécessairement 
deux  des  sphères  tangentes  à la  fois  aux  proposées.  La  cinquième  sphère  variable, 
dout  il  s'agit,  ira  donc  déterminer,  snr  chacune  de  celles-ci,  un  cercle  reufermant 


pwtaicr , ilaimSa  de  os  tWortme  ; «lU  est  fondée  nr  U conuderstion  da  plan  langent  eeaamua  am  cSaes 
enveloppes  des  aphérea,  et  ispoae  ainsi , poor  cenalna  caa , snr  railaaiasion  de  la  eontinùté  j on  ponr-  ' n 
rait  aisément  lui  en  substitner  d* antres  exemptes  de  ce  reproobe , si  tuntefoia  on  peat  le  croire  fondé , 
ce  que  nous  ne  penaons  pai;  et  ees  démonstrationa , simples  et  géaérelei  comme  cellee  de  Monge, 
emeieni  l*anntage  de  s'étendre  i des  égnres  <piclconqncs  ejsnl , deux  I tlcnx , un  centre  de  similitude 
en  d'beniolagie. 


Digitized  by  Google 


SUPPLÉMENT.  4,, 

tou»  les  pniat»  liomologuet  relatif»  a cette  dernière,  et  dont  le  plan  rencontrera  celui 
de  liinilitudc  en  uno-droito  insnriable  en  même  temps  que  le  point  de  départ;  de 
telle  sorte  qu’en  menant,  par  cette  droite,  deux  plan»  tangensà  celle  des  splicres 
proposées  qui  lui  correspond , pour  obtenir  la  sécante  de  contact  ou , plus  géné- 
ralement (5go),  la  polaire  récipr04)ue  de  la  première  par  rapport  à cette  sphère, 
polaire  toujoors  constmetilde  d’apres  les  propriétés  qni  lui  appartiennent,  celte 
polaire  ira  déterminer,  sur  cette  mémo  sphère,  deux  points  qui  seront  les  points 
do  contact  de  deux  dos  sphères  à la  fois  tangentes  aux  proposées. 

Enfin  les  quatre  polaires  ou  cordes  de  contact  dont  il  vient  d’ètre  parlé,  et 
qui  renferment  évidemment  les  pèles  respectifs  du  plan  de  similitude , se  rencon- 
treront au  point  do  concours  unique  des  six  plans  de  section  commune , réelle 
ou  idéale,  des  quatre  sphères  proposées,  prises  deux  à deux.  Ce  point  unique,  que 
M.  Gaultier  uomme  le  centre  radical  des  sphères,  est  donc  tel  aussi  que,  si 
l'on  détermine  les  qnatre  plans  polaires  relatifs  à ce  point  et  à ces  sphères, 
ces  plans  passeront  réciproquement  par  les  quatre  droites  invariables  ci-dessus, 
placées  sur  le  plan  de  similitude  que  l'oii  considère  en  particulier;  et,  comme 
ce  point  doit  jouer  absolument  le  même  râle  par  rapport  à tous  les  plans  pareils, 
on  voit  que  les  plans  polaires  dont  il  s'agit  vont  déterminer  3s  droites  sur  les 
huit  plans  de  similitude,  dont  les  polaires  réciproques,  par  rapport  aux  sphères 
respectives,  appartiendront,  quatre  à quatre,  aux  points  de  contact  des  seixe 
sphères  tangentes  k la  fois  .lUX  proposées  (*). 

635.  Quatre  points,  consécutivement  homologues  inverses  par  rapport  aux 
quatre  sphères  (C),  (C'),(C"J,  (C"j,  suffisant  pour  déterminer  enlièrrment  la 
cinquième  sphère  variable  dont  il  a été  parlé  plus  haut , et  ]>ar  conséquent  pour 
construire,  sur  le  plan  de  similitude  correspondant,  les  droites  fixes  qui  lui  ap- 
partiennent ainsi  qu’è  toutes  ses  semblables,  il  en  résulte  qu'on  pourra  ne  cons- 
truire que  CCS  quatre  points,  si  l'on  veut  faire  usage  directement  de  la  cinquième 
sphère  qui  les  renferme;  autrement  il  faudra  construire  douze  points  consécutive- 
ment liomolognes  par  rapport  aux  proposées,  lesquels  seront  situés,  trois  par  trois, 
sur  ces  sphères,  etc. 

Ces  diverses  constructions  ont,  comme  on  voit,  la  plus  grande  analogie  avec 
celles  que  nous  avons  exposées  i l'occasion  des  cercles,  et  elles  dispensent  de 


(*)  On  comparera  ahSmont  oaa  dircrars  constraeSMas  arce  oaUaa  obacaoca  par  Ica  gaometraa  dryâ 
cilS» , art,  63S,  ai  il  sera  Cacila  de  mooaalire  es  qu'cUm  paarcat  avoir  ds  commun. 

U tu  S roaanpKr  d'atllcors  que  , juaqu't  coa  dsmiara  teiapa , il  n'esiatail  que  des  aolulions  pu- 
rement géomêuiqitca  du  probtbas  de  la  aphtre  laugente  i quatre  autrea,  et  qua  c'euti  MM.  Poiaaoa  , 
Fraufaia,  Gergoimc  et  J.  Binet,  que  l‘oo  doit  lea  pnmitrea  aoUitiona  algebtiqura  aatiafaiaantea  de 
ce  problème.  -,  ■ 


5a 


41*  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

rfcouiir  (lirprlempnl  aux  plans  <le section  commune  des  sphères;  on  ponrrait  pareil- 
lement éviter  l'usage  «h's  plans  de  similitude  (*84);  mais  je  pense  en  avoir  ditawex 
pour  montrer  l'esprit  de  ces  recherches,  et  mettre  le  lecteur  à même  de  trouver 
les  diverses  autres  proj>osilions  relatives  aux  sphères  dans  l’espace,  et  qui  ne  sont 
que  des  extensions  faciles  de  celles  qui  concernent  le  cas  particulier  des  cercles  dé- 
crits sur  un  plan.  Je  ferai  cependant  encore  une  remarque,  en  terminant  ici  à 
regret  ce  sujet  intéressant,  c’est  qti'cn  appliquant,  aux  propositioaciitont  il  t’agit, 
les  eoniéqnciiri's  qui  résultent  du  principe  de  continuité,  de  la  mém|Ç^nière  que 
non* Tarons  déjà  fait  (*87)  dans  le  cas  précité  des  cercles,  on  qltrive,  Jirectement 
et  très  simplement,  à plusieurs  propriétés  des  figures  inscrites  i)t  inrconscrites  à la 
sphère,  et  par  conséquent  (8*9)  aux  surfaces  du  second  ordre  en  général,  qui 
me  scmhlcut  mériter  l’attention  des  géomètres,  et  par  leur  généralité  et  par 
les  conséquences  qu’on  en  peut  tirer.  Je  me  propose  de  revenir,  parla  suite, 
sur  ceÜujet  entièrement  neuf,  si  j’en  ai  le  loisir  et  si  l'on  juge  qu’après  tout  ce  qui 
a déjà  été  dit  pour  le  cas  particulier  du  cercle,  la  chose  puisse  encore  valoir  la 
peine  d'être  développée. 

63G.  D'après  ce  qui  précède  (63o),  tontes  les  propriétés  de*  sphères  qui  vien- 
nent de  nous  occuper  subsistent,  de  la  même  manière,  pour  les  surfaces  du 
second  ordre  s.  et  s.  p.,  lesquelles,  d'après  nos  principes,  ont  conune  elles  une 
section  plane  commune  a l'infini;  or  je  dis  qu’à  leur  tour,  le*  propriétés  pro- 
jectives des  systèmes  de  surfaces  du  second  ordre  s.  et  s.  p.  s'appliquent  ann  sys- 
tèmes de  surfaces  quelconques  de  cet  ordre,  pourvu  seulement  que  celles-ci  aient, 
comme  les  premières,  une  section  plane  commune,  réelle  on  idéale.  Tout  con- 
siste, en  effet,  à prouver  que  l’un  de  ces  systèmes  peut  être  considéré  comme 
la  projection  ou  perspective  relief  de  l’autre , c’e$t-à  dire  comme  l'bomologique 
de  cet  antre. 

Considérons  donc  le  système  d’nn  nombre  quelconque  de  surfaces  do  second 
ordre  ayant  une  section  plane  commune;  prenons,  pour  centre  do  projection 
ou  d’iiomologie , un  point  quelconqne  de  l'espace,  et,  pour  plan  d’homologie, 
un  plan  parallèle  à celui  qui  contient  la  section  commune  dont  il  s’agit  ; prenons 
enfin  on  point,  à l'Infini,  pour  représenter  un  point  quelconque  du  plan  de 
cette  section  ; ces  deux  derniers  points  appartiendront  par  conséquent  au  même 
rayon  d'homologie.  Cela  posé,  au  moyen  do  ce  couple  de  points  et  du  plan 
d'homologie,  on  pourra  construire  (58*  et  583),  dans  toutes  ses  parties,  la  fi- 
gure homologique  de  la  proposée , laquelle  sera  composée , comme  elle , de  siur- 
faccs  du  s«»cood  ordre  ayant  nécessairement  une  section  plane  commune;  or  je 
dis  que  le  plan  de  celte  secüon  sera  à l'infini,  et  que  les  surfaces  correspon- 
dantes seront  par  conséquent  s.  et  s.  p.  En  effet,  le  plan  de  cette  section  devra 
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conconrir,  avec  ion  homologue,  lur  le  plan  d'homologie;  mais,  par  hypothéie , 
ces  derniers  plans  sont  paraUèles  entre  eux  ; donc  le  plan  de  section  commune 
des  nouvelles  surfaces  leur  sera  aussi  parallèle,  ou  aura  une  droite,  à l'infini, 
commune  avec  ces  plans;  d'un  autre  côté,  il  doit  aussi  passer  par  un  point 
quelconque  k l’infini  ; donc  enfin  il  est  lui-mème  situé  tout  entier  k l'iufiui.  * 
Si  les  surfaces  du  second  ordre  proposées,  au  lieu  d'avoir  simplement  une 
section  plane  commune,  avaient  un  contact,  réel  on  idéal,  suivant  cette  section, 
il  est  évident  (Sgo)  que  leurs  homologiqucs  seraient  k la  fois  concentriques, 
s.  et  s.  p.  Donc  on  peut  énoncer  ce  théorcinc  général  : 

Le  système  d'un  nombre  quelconque  de  surjacts  du  second  ordre,  ayant  une 
section  plane  commune,  réelle  ou  idéale,  peut  toujours  être  considéré  comme 
la  projection  dlun  égal  nombre  de  surfaces  de  cet  ordre  s.  et  s.  p. , qui  de~ 
viennent  concentriques  quand  les  proposées  se  touchent  suivant  la  section  qui 
leur  est  commune,  c’est- à dire  (104)  quand  elles  sont  asymptotiques.  * 

637.  Nous  avons  démontré  (63o)  que  les  propriétés  projectives  des  surfaces  du 
second  ordre  s.  et  s.  p. , sapant  ou  non  un  centre  commun  de  symétrie,  sont  les 
mêmes  que  celles  des  sphères  quelconques  concentriques  ou  non  concentriques  ; 
donc  il  en  est  encore  ainsi  des  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  une 
section  plane  commune,  soit  de  contact,  soit  quelconque,  et  qui  s'enveloppent  ou 
se  coupent  suivant  la  courbe , réelle  ou  imaginaire , appartenante  k cette  section. 

Au  surplus,  de  la  même  manière  que  nous  sommes  déjà  parvenus  (SSy)  aux 
propriétés  projectives  du  système  de  deux  siufaccs  du  second  ordre  quelconques 
qui  ont  un  sommet  de  cône  enveloppe  commun,  sans  recourir  k celles  des  figures 
8.  et  s.  p.  dans  l'espace,  pareillement  aussi  l'on  peut  établir  directement  les  pro- 
priétés générales  de  situation  d'un  nombre  quelconque  de  suriàces  du  second 
ordre  s.  et  s.  p. , ou  ayant,  plus  généralement,  une  section  plane  commune,  sans 
s'appuver,  en  aucune  manière,  sur  celles  qui  ont  été  démontrées  pour  les  sphères 
en  particulier.  Car,  ces  surfaces  jouissant  des  mêmes  propriétés  projectives  k 
l'égard  de  leurs  centras  et  plans  d'homologie  individuels,  on  voit  que  les  mêmes 
raisonnemens  sont  également  applicables  à tous  les  cas. 

CONCLUSION. 

■ fi38.  Je  crois  avoir  donné,  dans  ce  Supplément , une  idée  de  la  manière  dont 
les  propriétés  et  les  notions,  relatives  aux  figures  situées  dans  un  plan,  penvent 
s’étendre , en  général , k celles  qui  appartiennent  à la  fuis  aux  trois  dimensions.  On 
pourrait  multiplier  presqu'indéCnimcnt  le  nombre  des  applications  particulières, 
et  faire  voir  qu'il  n'est , pour  l'cspacc  comme  pour  le  plan  lui>mêmc , presqu'aucune 


414  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES. 

dns  propriété»  génénlcs , déronvcrtcs  p«r  les  géoDiètrc»,  qui  n'ail  u toarce,uit 
dans  U ioi  de  continnitc,  toit  dans  quelqu'un  des  principes  de  Is  doctrine  des 
projections  on  des  ligures  homologiqnes,  étendue  ainsi  que  noos  venons  de  le  faire 
en  dernier  lieu)  et,  comme  en  vertu  de  la  loi  dont  il  s'agit,  les  propriétés 
générales  des  figures  demeurent  inunédialement  applicables  à tous  les  états  parti- 
cidiers  do  système,  peut-être  aussi  sera-l-on  en  droit  de  conclure  que  les  recherches, 
qui  font  le  sujet  de  ce  travail,  embrassent  implicitement r dans  leur  objet,  k 
]Mm  près  hmtes  les  propriétés  générales  et  particulières  des  lignes  cl  des  surfaces 
du  second  ordre  indéfinies , combinées  soit  entre  elles,  toit  avec  les  lignes  droites 
et  les  surfaces  planes. 

Cest  sur-tout  pour  les  figures  dans  l’espace  que  le  principe  de  continuité 
est , pour  ainsi  dire , indispensable  : c'est  aussi  là , comme  on  vient  de  le  voir , 
qu’il  présente  les  applications  les  plus  intéressantes  et  les  plus  multipliées.  En  eflist, 
à l'aide  de  ce  principe  seul , et  sans  nous  appuyer  sur  aiicune  description  , ni  aucune 
définition  particulières  des  surfaces  du  second  ordre,  autre  que  celle  qui  exige 
qu'une  droite  arbitraire  ne  puisse  les  rencontrer  en  plus  de  deux  points,  nous 
venons  d’établir  les  propriétés  les  plus  générales  de  ces  surtàces,  celles  qui,  par 
leur  nature  compliquée,  semblent  pins  spécialement  rentrer  dans  le  domaine  de 
l’Ânalyse  algébrique. 

On  peut  croire  d’ailleurs  qu'après  tous  les  exemples  particuliers  répandus  dans 
le  cours  de  cet  ouvrage,  ou  ne  saurait  éprouver  aucune  sorte  de  ditlicultés  à 
appliquer  les  notions,  qui  résultent  de  ce  principe,  aux  ditférens  cas  qui  peuvent 
se  présenter.  'Ainsi  une  ligne  on  une  surface  du  second  ordre  pourra  perdre 
successivement  une,  deux,  trois  de  ses  dimensions,  ou  cesser  tout-à-fidt  d’exister; 
c’est- à dire  que,  dans  ce  dernier  cas,  elle  deviendra  imaginaire,  et  que , dans  les 
autres,  elle  se  réduira  à un  point,  à un  cône,  à des  portions  de  droites  (437)et 
de  plans,  finies  ou  infinies,  à des  systèmes  de  deux  droites  onde  deux  plans, 
soit  que  l' une  de  ces  droites,  ou  l'un  do  ces  plans,  se  confonde  entièrement 
avec  l’autre,  soit  qu'au  contraire  il  s’en  trouve  à une  distance  infinie.  Tout  consis- 
tera, dans  chaque  ras,  à examiner  quelles  sont  les  propriétés  que  peuvent  encore 
conserver  ces  objets,  soit  individuellement,  soit  à l’égard  des  autres  objets  de  la 
figure,  et  quelle  espèce  de  modification  particulière  ont  d&  subir  les  propriétés 
de  la  figure  générale  et  primitive  à laquelle  il  faut  nécessairement,  et  toujours,  se 
'reporter,  si  l’on  ne  veut  pas  courir  le  risque  de  se  jeter  dans  dés  conséquences, 
ou  tout-à-fiiit  absurdes,  ou  tout  au  moins  paradoxales. 

Pour  y parvenir,  il  faudra,  les  propriétés  do  la  figure  primitive  étant  bien 
connues,  il  faudra,  dis-je,  supposer,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué  dés  le 
^ cobimenccmcnt  de  cét  ouvrage,  que  cette  figure  varie  par  degrés  insensibles. 
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ou  d'une  manière  continue,  aans  rien  changer  aux  lois  ou  h la  relation  générale 
qui  lie  entre  elles  les  diverses  parties  de  cette  tigurc.  Ainsi  une  surface  du  second 
ortlre,  qui  se  sera  évanouie»  ne  devra  pas  être  considérée  simplement  comme 
un  point  mathématique  et  a)>»oiu(  il  faudra  lui  attribuer  menUdcmcnt  des  di- 
mensions distinctes  comme  à la  surface  primitive;  mais  ces  dimensions,  coiu» 
parahles  entre  elles,  seront  censées  infiniment  petites  ou  milles  relativement  anx 
grandeurs  finies;  en  un  mot,  le  rapport  de  ces  dimensions  restera  exactement 
le  même  que  dans  une  surface  ellipsoïde  donnée,  prise  pour  objet  de  compa- 
raison; c'est-à-dire  que  la  surface  infiniment  petite  sera,  en  tout,,  s.  et  s.  p. 
k l'égard  de  celle-ci;  elle  aura  mêmes  rapports,  mêmes  directions  de  diamètres 
conjugues,  etc. 

Pareillement  encore  une  snrfaeo  du  second  ordre,  qui  se  sera  changée  en 
une  surface  de  cône  par  suite  des  modifications  survcuuee  au  système,  n'aura 
pas  cessé  de  conserver  un  centre,  des  diamètres,  des  axes,  etc.  ; le  nombre  de 
ses  sections  diamétrales,  de  ses  plans  tingens,  etc»,  ne  devra  pis  être  borné  sim- 
plement à celui  des  plans  qui  rencontrent  ou  touchent  réellement  ce  cône  sui- 
vant des  arêtes;  on  devra  le  considérer  idéalement  comme  un  hyperloïdc  à une 
ou  deux  uappes  dont  les  diamètres,  sauf  ceux  qui  appartiennent  à la  surface 
même  du  cône  asymptote,  seront  devenus  infiniment  petits  sans  que  leurs  rap- 
ports do  grandeur  et  de  direction  aient  cessé  d’exister.  Enfin  on  devra  envisager 
toute  ligne  ou  toute  surface,  menée  {>ar  le  sommet  du  cône  limite  quo  l'on  con- 
sidère, comme  étant  tangente  en  ce  sommet,  et  comme  déterminant  une  section 
infiniment  petite  dans  sa  surface,  etc. , etc.  (*). 

Toutes  ces  choses  sc  sentent  encore  mieux  qu'on  ne  peut  les  rendre , par  le  dis- 
cours, et  s'expliquent  toujours  d’une  manière  claire  et  satisfaisante  sur  chaque 
exemple  particulier;  après  quelque  exercice,  il  ne  sera  jamais  possible  de  $0 
tromper;  car  la  loi  de  continuité,  entendue  comme  il  convient,  et  bornée,  dans  scs 

(*)  C«W  ainiif  dit  H.  VaU^c  {Traàd  J»  la  G^métrie  dlMcri^fùv, pag.  3i6,  art.  780),  après  avoir 
ptësaaU,  sur  le  cène,  des  rèfiexioas  analogaes  à celles  qui  procèdent,  e'ast  ainti  fua  les  cas  partie 
euHtrt  rtiUttntni  tmjomrfj  par  iaa  prapri4t4t  une  sorte  empreinte  de  celles  71M  appartienm 

nent  aux  cas  gftUraux,  Oa  soatirs  aifèmeot  c«  que  cCs  idées  ont  de  commun  avec  celles  que  rro— 
ferme  la  noie  de  l'art.  164  de  U II*.  section,  relativement  anx  simples  sections  coniqnes  ; et,  en 
les  rapprochant  de  U remarqoe,  fdte  vers  la  fin  de  l'art.  65,  généralisée  eoavenahlcincot  pour  les 
surfaces,  on  verra  qn'U  doit  régner  la  plus  grande  analogie  entre  le  cas  pour  Icqocl  une  ligne 
ou  surface  du  second  ordre  sc  rédeit  à un  point , et  celui  06  elle  se  change  simplement  en  nn  s/s- 
tèmede  deux  droites  ou  en  un  cêaej  de  plus,  on  aura,  sur-le-champ,  l'ensemble  des  propriétés  qui 
appartieonent  à U fois  à onc  telle  ligne,  ou  à une  telle  surface,  et  au  s^'sième  de  ses  asjinpioiaa , 
ou  à son  cène  asymptotique,  en  coosidérani  que  cenx-ei  ont  respectivement  une  sécante  ou  une  sec- 
tion plaae  de  contact,  commune,  è rinfini,  avec  celle  ligne  o«  cette  surface. 
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applications,  i tout  ce  qui  est  esaentiellement  continu  de  M natnce,  ou  dont  la 
génération  peut  être  conçue  s’opérer  par  une  loi  toujours  Ia  même,  et  il  en  est 
ainsi  des  êtres  géométriques  lorsqu’on  les  considère  dans  leur  cours  indéfini  j U 
loi  de  continuité,  disons-nous,  n’est  point  une  simple  analogie,  une  simple  hypo- 
tlicse , ni  même  une  induction  quelque  forte  qu'on  veuille  bien  la  supposer  ; elle 
est  une  conséquence  rigoureuse,  immédiate,  et  de  la  nature  des  objets  que  la 
Géométrie  considère,  et  de  la  manière  dont  il  nous  çst  possible  de  concevoir 
les  lois  générales  de  la  grandeur  abstraite  et  figurée.  La  loi  de  continuité  est 
constatée  d’ailleurs  par  toutes  les  découvertes  des  modenics  dans  la  science  du  l'é- 
tendue ! on  lui  doit  le  calcul  infinitésimal  qui , cberchant  d.ms  l'infiniment  petit  la 
génération  de  tontes  les  grandeurs  finies,  embrasse  tout  et  s' .applique , avec  une 
mcrveiUeose  lacilité,  à tout  ce  qui  ressort  du  domaine  des  sciences  physiques  et 
matbénutiqws-  Enfin  c'est  à elle  que  l’on  doit  les  plus  bulles  recherches  géo- 
métriques de  Monge,  celles  des  Mains,  des  Lancret,  des  Dupin  et  d’une  foule 
d'antres  disciples  de  cet  illustre  professeur.  ' 


FIN  DU  SUPPLÉMENT. 
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ERRATA  DES  PLANCHES. 
PUacli.  V)  Fig.  41  ÿ traces  SM  et  SN. 
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VI,  49.  tapposex  que  MQ  patte 

Pa'  et  de  RB'. 

par  P, 

« 

XI,  91,  au  lieu  de  B,  lur  AC,  licex  B'. 
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